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электромагнитных волн в задачах построения геоинформационных систем 
дистанционного мониторинга. 

Аннотация. Настоящая работа посвящена численным методам решения задачи 
распространения электромагнитных волн вблизи поверхности Земли. Построены 
дискретные нелокальные граничные условия для конечно-разностной аппроксимации 
Паде однонаправленного уравнения Гельмгольца. Полученные условия позволяют 
учитывать линейно растущий по высоте коэффициент преломления выше расчетной 
области, что делает их полезными для применения в задачах распространения радиоволн 
в неоднородной тропосфере. Предложенный метод не требует введения искусственного 
поглощающего слоя в окрестности верхней границы расчетной области. Использование 
аппроксимаций Паде позволяет проводить расчеты с достаточно большим шагом по 
продольной координате, что положительно влияет на производительность. Метод не 
накладывает существенных ограничений на максимальный угол распространения и может 
использоваться в среде с наличием горизонтальных препятствий. Выполнено сравнение с 
методом расщепления Фурье и конечно-разностной схемой Кранка — Николсона. 
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1. Введение. Интеллектуальные географические информацион-

ные системы для мониторинга и поддержки принятия решений все 
чаще проникают в различные отрасли. В задачи этих сложных распре-
деленных систем входит сбор данных из различных источников в ре-
альном времени, классификация, обработка и визуализация наблюдае-
мой обстановки в удобном виде. Появляется возможность для осу-
ществления широкомасштабного мониторинга и моделирования раз-
личных процессов антропогенного и природного характера [1]. 

Одним из основных источников наблюдения уже долгое время 
является анализ электромагнитного излучения. Следует отметить, 
что в задачах мониторинга земной поверхности за последние не-
сколько лет получили развитие методы анализа интерференционных 
диаграмм, создаваемых сигналами глобальных навигационных си-
стем ГЛОНАСС и GPS [2]. Сюда входит наблюдение за передвиже-
нием и толщиной льда на морях и реках [3], определение влажности 
почвы и уровня растительности, измерение глубины снежного по-
крова. Для корректного моделирования и обработки спутниковых 
сигналов необходимы методы расчета распространения электромаг-
нитных волн вблизи поверхности Земли, способные учитывать раз-
личные параметры наблюдаемой среды [4]. 
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Математическое моделирование тропосферного распростране-
ния радиоволн также находят широкое применение в задачах прогно-
зирования зон радиовидимости различных радиотехнических си-
стем [5-7]. Пространственные изменения индекса преломления тропо-
сферы, обусловленные метеорологическими условиями, оказывают 
существенное влияние на распространение радиоволн [8, 9]. Эффекты 
аномального тропосферного распространения способны как значи-
тельно увеличить зону радиовидимости, так и способствовать появле-
нию слепых зон. Кроме того, важно учитывать эффекты дифракции 
вокруг поверхности Земли, параметры ландшафта земной поверхности 
и условия городской застройки [10]. 

В интересах ВМС США уже много лет разрабатывается и ак-
тивно используется система AREPS [11]. В список ее возможностей 
входит расчет функции ослабления радиоволн в различных условиях, 
оценка вероятности обнаружения радарами надводных и воздушных 
целей, определение зон действия наземных систем радиодоступа. К 
настоящему времени AREPS является составной частью интеллекту-
альных систем мониторинга и боевого управления. 

Для решения указанных задач расчета характеристик распро-
странения электромагнитных волн, как правило, используется метод 
параболического уравнения [12-14]. Анализ вышеупомянутых систем 
и используемых в них алгоритмов построения численного решения 
показывает, что они обладают определенными недостатками [15]. В 
частности, особенности построения решения в полубесконечном ин-
тервале высот исследованы недостаточно, что приводит к появлению 
ложных отражений от верхней границы расчетной области. Введение 
искусственного поглощающего слоя в окрестности верхней границы 
способно на несколько порядков уменьшить влияние ложных отраже-
ний, однако его эффективность зависит от конкретных параметров 
излучающей антенны, ландшафта и коэффициента преломления среды. 
Кроме того, параметры самого слоя определяются не строго, а исходя 
из некоторых эмпирических соображений и, таким образом, требуют 
калибровки и верификации. 

Альтернативным подходом является использование конечно-
разностных схем с введением нелокальных граничных условий (НГУ), 
которые позволяют свести исходную задачу к эквивалентной с ограни-
ченной по высоте областью интегрирования. В задаче тропосферного 
распространения для стандартного узкоугольного параболического 
приближения данный подход был впервые предложен в работе [16]. 
Далее был получен дискретный вариант нелокального граничного 
условия для численной схемы Кранка — Николсона [17]. Стандартная 
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схема Кранка — Николсона показывает весьма точные результаты при 
отсутствии горизонтальных препятствий, однако в некоторых случаях 
требует использования достаточно густой расчетной сетки, что отри-
цательно влияет на производительность [18]. Для учета эффектов рас-
сеяния на неоднородностях ландшафта или городской застройки необ-
ходимо применять более точные методы [12], например используемые 
в гидроакустике аппроксимации Паде уравнения Гельмгольца. 

Следует отметить, что метод нелокальных граничных условий 
для решения аналогичных задач в неограниченной области широко 
применяется в гидроакустике и квантовой механике [19, 20]. Суще-
ствует серия работ, посвященная нелокальным граничным условиям 
для рациональных аппроксимаций Паде уравнения Гельмгольца в за-
дачах гидроакустики, когда неоднородность вне области интегрирова-
ния можно считать константой [21-23]. Дополнительную сложность в 
задаче тропосферного распространения создает тот факт, что эффек-
тивный индекс преломления, позволяющий учитывать кривизну зем-
ной поверхности, является линейно растущей функцией. 

Целью настоящего исследования является построение и анализ 
дискретного нелокального граничного условия для аппроксимации 
Паде уравнения Гельмгольца, учитывающего линейно растущий ко-
эффициент преломления. 

Поясним структуру данной работы. В разделе 2 представлена 
постановка задачи распространения электромагнитных волн вблизи 
земной поверхности с известной диаграммой направленности излу-
чающей антенны, параметрами земной поверхности и индексом пре-
ломления тропосферы. Раздел 3 посвящен параболическому уравне-
нию и обзору известных методов его численного решения. В разде-
ле 4 сформирована численная схема построения решения задачи при 
помощи метода рациональных аппроксимаций Паде. Разделе 5 по-
священ дискретному нелокальному граничному условию для по-
строенной ранее численной схемы. В разделе 6 приведены результа-
ты численного моделирования и выполнено сравнение с существу-
ющими подходами. 

2. Постановка задачи. Задача распространения монохромати-
ческих электромагнитных волн вблизи земной поверхности заключа-
ется в нахождении комплексного поля ( , )x zψ  в полубесконечной об-
ласти { }0 ,0x z= ≤ < ∞ ≤Ω < ∞ . Функция ( , )x zψ , записанная в пере-
менных Пекериса [12], удовлетворяет уравнению Гельмгольца: 

 

2 2
2 2
02 2 ( , ) 0k m x z

x z
ψ ψ ψ∂ ∂+ + =

∂ ∂
, (1) 
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где 0 2 /k π λ=  — волновое число в вакууме, λ  — длина волны, 
2 ( , ) 1 2 ( , ) 2 /m x z N x z z R= + + , ( , )N x z  — индекс преломления тропо-

сферы, R  — радиус Земли. Поле ( , )x zψ  отвечает азимутальной ком-
поненте электрического или магнитного поля для вертикальной или 
горизонтальной поляризации соответственно. 

Обычно предполагается, что индекс преломления тропосферы 
не претерпевает существенных изменений на высотах больше не-
скольких километров. Таким образом, можно считать, что функция 

( , )N x z  финитна и обращается в ноль при bz z> .  
Функция ( , )x zψ  удовлетворяет импедансному граничному 

условию на поверхности Земли: 
 

1 2
0

( ) 0
z

q q
z
ψ ψ

=

∂ + =
∂

, (2) 
 

где 1q  и 2q  — комплексные числа, которые выражаются через прово-
димость σ  и диэлектрическую проницаемость ε подстилающей по-
верхности следующим образом: 
 

1/2

2 1/2

( 60 )

(

горизонтальная поляризаци

60 ) вертикальная поляриза

я

ция

i
q

i

ε σλ
ε σλ −

 += 
+

, 

 

1 1q = . 
 

Также требуется, чтобы: 
 

0.zψ →+∞ =  (3) 
 

Характерной особенностью рассматриваемой задачи является 
тот факт, что волновое поле порождается начальным условием: 
 

0(0, ) ( )z zψ ψ= (4) 
 

с некоторой известной функцией 0 ( ),zψ  отвечающей диаграмме 
направленности антенны. В качестве 0 ( )zψ  часто выбирается Гауссов 
пучок, определяемый соотношением [12]: 
 

2
2 20

0 0 0 0( ) exp( )exp( ( ) ),
8log 22 log 2

kz ik z k z z
β βψ θ

π
= − − −   

 

где 0z  — высота источника, β  — ширина диаграммы направленности 
и θ  — угол наклона антенны. 
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3. Метод параболического уравнения. Осуществляя переход к 
параксиальному приближению при помощи замены 

0( , ) ( , )ik xu x z e x zψ−= , уравнение (1) запишется относительно функции 
( , )u x z  в виде: 

 

( )
2 2

2 2
0 02 22 ( , ) 1 0u u uik k m x z u

xx z
∂ ∂ ∂+ + + − =

∂∂ ∂
. (5) 

 

Следуя общепринятой методологии [12], можно записать урав-
нение для волн, распространяющихся в положительном направлении 
по продольной координате: 
 

( 1 1) ,u ik L u
x

∂ = + −
∂

 
 

( )
2

2
2 2

1 1 .uLu m u
k z

∂= + −
∂

 
(6) 

 
Уравнение (6) примет вид стандартного параболического урав-

нения Леонтовича — Фока [24] после замены квадратного корня его 
разложением по формуле Тейлора до слагаемого первого порядка. 
Применив для квадратного корня аппроксимацию Паде [25] поряд-
ка [1 /1],  можно получить широкоугольное параболическое уравне-
ние (Claerbout approximation) [12]. 

Наибольшую популярность для построения численного решения 
параболического уравнения в задачах распространения радиоволн 
приобрел метод расщепления Фурье (split-step Fourier method) [12]. Он 
позволяет строить решения для стандартного и широкоугольного па-
раболического уравнения. Достоинством метода является возможность 
выбирать достаточно большие расстояния между узлами расчетной 
сетки по продольной и поперечной координате, что хорошо сказывает-
ся на производительности. Главным недостатком метода является тру-
доемкий учет граничных условий. Для учета нижнего импедансного 
условия (2) необходимо использовать метод смешанного преобразова-
ния Фурье [12], численная реализация которого является условно 
устойчивой. Это накладывает ограничения на минимальный шаг сетки 
и приводит к расходимости, например, при расчете поля над сильно 
взволнованной морской поверхностью [13]. Кроме того, для устране-
ния ложных отражений от верхней границы расчетной области необ-
ходимо использовать искусственный поглощающий слой [12, 13], па-
раметры которого не могут быть определены строго. Таким образом, 
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определить точность получаемого решения в некоторых случаях быва-
ет весьма затруднительно. 

Другим часто используемым подходом является использование 
конечно-разностной схемы Кранка — Николсона для тех же видов пара-
болического уравнения. Условие (2) в этом случае выводится непосред-
ственно [12] и не приводит к неустойчивым решениям. Кроме того, для 
конечно-разностной схемы возможно построение дискретного НГУ на 
верхней границе расчетной области, что снимает необходимость введе-
ния искусственного поглощающего слоя. Недостатком метода является 
необходимость использовать меньшую расчетную сетку по сравнению с 
методом расщепления Фурье, что требует несколько больших вычисли-
тельных затрат. Аппроксимации Паде высокого порядка, использован-
ные в настоящей работе, призваны частично решить эту проблему. 

Следует учитывать, что имеется теоретическое обоснование од-
нонаправленного уравнения Гельмгольца и его параболических при-
ближений [26, 27].  

4. Решение методом расщепления Паде. Пошаговое решение 
уравнения (6) для волн, распространяющихся в положительном 
направлении, формально записывается следующим образом: 
 

( )( )0( , ) exp 1 1 ( , )u x x z ik x L u x z−Δ+ Δ = + . (7) 
 

В работе [28] предложен метод аппроксимации операторной 
экспоненты (7) при помощи аппроксимаций Паде [25]. Запишем ап-
проксимацию Паде порядка [ / ]n m  в виде: 
 

( )1 1 1

1

0
1

1

n

l
ik x L l

m

l
l

a L
e

b L

+ − =

=

Δ
+

≈
+

∏

∏
. (8) 

 

Точность аппроксимации (8) влияет на максимальный угол рас-
пространения и максимально допустимый шаг xΔ  при построении 
численного решения. 

Обозначим решение уравнения (6) на расстоянии n xΔ  как nu . 
Тогда пошаговое решение запишется в виде: 
 

1

1

1
1

,
p

n nl

l l

a L
u u

b L
+

=

+
=

+∏  (9) 
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где max( , ),p n m=  1 1, , , , , 0p n p na a b b+ +… … = . 

Вводя вспомогательные функции 1 1 1
1 2 1, , ,n n n

pv v v+ + +
−… , отвечающие 

граничным условиям (2) и (3), перепишем (7) в виде системы p  диф-
ференциальных уравнений второго порядка: 
 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1
1 1 1

1

1 1 1

1 1

1 1 2, , 1.

1 1

n n

n n
l l l l

n n
p

b L v a L u

b L Lv a L v l p

b L Lu a L v

−

−

−

 + = +
 + = + = … −
 + = +

 (10) 

 

Введем равномерную сетку по переменной z  с шагом h  и вы-
пишем дискретный аналог оператора L : 
 

2 2
0 ,n n n n

h j h j j jL u k D u uα−= +   
 

где 2 ( , )n
j m n x jhα = Δ . 

Дискретный оператор дифференцирования 2
hD  с учетом импе-

дансного условия (2) запишется следующим образом: 
 

2 2 1
0 0 12 2

1

2 ,n n n
h

q h qD u u u
q h h

−
= +  

 

( )
2

1 12 2
2 2

2
, 1.

n n n n
j j jn

h j
u u u uD u O h j

h z
+ −− + ∂= = + ≥

∂
 

 

 

Заменяя оператор L  конечно-разностным аналогом, приходим к 
системе уравнений: 
 

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

2 1 2 2 1 2
1 1 ,1 0 1 0 1 ,1

2 2 2 2
, 1 , 0 , 1 0 ,

2 2 2 2
, 1 0 , 1 0

1 1

1 1
;

1 1

n n n n n n
h j h j j j j j

n n n n n n
l h j l l h j l l j j l l j j l

n n n n n n
p h j p p h j p j j p p j j

a D u b D v k a u k b v

a D v b D v k a v k b v

a D v b D u k a v k b u

α α

α α

α α

− −

− −

− −

− + = + − +

− + = + − +

…


− + = + − +

 

2, , 1l p= … − . 

(11) 

 

Система (11) решается последовательно. Каждое из равенств 
в (11) представляет собой систему линейных алгебраических уравне-
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ний с трехдиагональной матрицей, которое решается методом прогон-
ки за линейное время. 

Основанная на аппроксимации Паде численная схема (11) явля-
ется устойчивой при условии 0 2m n≤ − ≤  [29]. Если дополнительно 
потребовать строгое неравенство m n> , то можно показать [12], что 
ошибки округления, связанные с появлением эванесцентных волн, бу-
дут затухать в процессе вычисления. Далее в расчетных примерках 
использовалась схема [ 1/ ]n n− . 

5. Дискретное НГУ. Впервые НГУ для параболического урав-
нения, способное учитывать линейно растущий индекс преломления, 
предложено в работе [16]. Недостатки этого подхода, связанные с пло-
хой согласованностью сеточной схемы и построенного НГУ, были 
устранены в работе [17], где, как и в настоящей работе, нелокальное 
условие выписывается непосредственно для численной схемы. Для 
широкоугольного параболического уравнения дискретное НГУ иссле-
довалось в работе [30]. Серия исследований [21-23] посвящена изуче-
нию НГУ для аппроксимаций Паде в задачах гидроакустики с посто-
янным индексом преломления вне расчетной области. Также следует 
упомянуть работу [20], в которой НГУ для линейного уравнения Шре-
дингера с линейно растущим потенциалом выписаны без использова-
ния специальных функций. 

Обозначим верхнюю границу интересующей области интегри-
рования, как bz Jh= . Далее предполагается, что функция 0 ( )zψ , отве-
чающая начальному условию (4), и коэффициент преломления ( , )N x z  

обращаются в ноль при bz z≥ . Перепишем функцию 2 ( , )m x z  в виде: 
 

2 ( , ) 1 2 ( , )m x z N x z zβ γ= + + + .  
 

Тогда при j J≥  оператор hL  примет вид: 
 

( )2 2
0

n n n
h j h j jL u k D u jh uβ γ−= + + .  

 

Применим к системе уравнений (11) при j J≥  z-
преобразование по продольной координате,  определяемое следующим 
образом: 
 

0
ˆ{ ( ,} )n n n

j j j
n

u u uξ ζ
∞

−

=
= =   
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где ,ζ ∈  | ,| cRζ >  cR  — радиус сходимости. 
Запишем полученную систему в матричной форме относительно 

вектора  ( ),1 , 1ˆ ˆj j p jjψ ϕ ϕ ψ−= … : 
 

 ( )( ) 2 2
0 ,h j jD k jhA ψ B A ψβ γ= − +  (12) 

 

где 
 

1 1

2 2

1 1p p

p p

b a
a b

a b
a b

ξ

− −

− 
 − 
 =
 

− 
 − 

A   , 

 

1
1 1

1 1
1 1

ξ− 
 − 
 =
 

− 
 − 

B   . 

 

Выпишем решение обобщенной задачи на собственные значе-
ния для матриц A  и B : 
 

1B APJP−= , (13) 
 

где { }1 2, pdiag s s sJ = … , P — матрица, составленная из правых соб-

ственных векторов. is  являются корнями характеристического много-
члена: 
 

1 1
| | ( 1) ( 1)

p p

l l
l l

b aB Aλ ξ λ λ
= =

− = − − −∏ ∏ ,  

 

который имеет p  различных корней [22]. 
Для вычисления матриц P  и J  наиболее эффективно использо-

вать обобщенное разложение Шура [31]. 
После замены   ,j jψ Pχ=  система уравнений (12) запишется в 

виде: 
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 ( )( ) 2 2
0h j jD k jhχ J I χβ γ= − + . (14) 

 

Система (14) состоит из p  независимых разностных уравнений: 
 

( )2 2
, 0 ,h j l l j lD k s jhχ β γ χ= − − . (15) 

 

Рассмотрим сначала случай 0γ = . Тогда то из решений уравне-
ния (15), которое стремится к нулю при j → +∞ , запишется в виде 

, ,j
j l lχ μ=  где | | 1lμ <  выбирается из равенства 

( )1 2 2
02l l lk h sμ μ β−− + = − . Далее легко выписать соотношения: 

 

 
1

ˆ ( )J Jψ D ψξ− = , 
 

{ }1 1 1 1
1 2

ˆ ( ) , , , pdiagD ξ P Pμ μ μ− − − −= … . 

 

Вернемся теперь к общему случаю 0γ ≠ . Разностное соотно-
шение (15) представляет собой дискретный вариант уравнения Эйри. 
Следуя работе [14], его решение может быть выписано в явном виде 
 

, 2 3
0

,
2( )j l j lJ

k hσχ
γ

= − , 
 

2 3
, 0(2 ) /j l lj w k hσ β γ= − + + , 

 

где J  — функция Бесселя первого рода. 
Матрица ˆ ( )D ξ  в этом случае примет вид: 

 

1,1,1 1,2 1

,1 ,2 ,

ˆ ( ) , ., , J pJ J

J J J p
diagD ξ P P

χχ χ
χ χ χ

−− − −  =  
  

  

 

Диагональные элементы 1, ,/J l J lχ χ−  представляют собой отно-
шение функций Бесселя, которое может быть эффективно вычислено 
алгоритмом Ленца [32] путем разложения в цепную дробь. 

Применяя обратное z-преобразование, с учетом финитности 
функции 0 ( )zψ , приходим к дискретному нелокальному граничному 
условию вида: 
 

1
0

1
1

,
n

n m n m
J J J

m
ψ D ψ D ψ

−
−

−
=

− =   (16) 
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где 
 

2

0
( ) , 1.

2

m
m i ime e dD D

π ϕ ϕτ τ ϕ τ
π

= >  (17) 
 

Вычисление матрицы ( )D ξ  представляет собой трудоемкую 
операцию, число которых желательно минимизировать. Для эффек-
тивного вычисления обратного преобразования (17) был использован 
адаптивный алгоритм численного интегрирования, основанный на ап-
проксимации подынтегральной функции полиномами Чебышева про-
извольного порядка [33]. 

По аналогии с работой [22] можно показать, что интеграл 
2

0
( )ie dP

π ϕτ ϕ  представляет собой нижнетреугольную матрицу. Зна-

чит, матрица 0D  также является нижнетреугольной, что дает возмож-
ность применять нелокальное условие (16) последовательно для функ-
ций 1 1 1 1

,1 ,2 , 1, , , ,n n n n
j j j p jv v v u+ + + +

−…  при решении системы уравнений (11) на 
каждом шаге по продольной координате. 

Следует отметить, что по существу коэффициенты свертки 
mD  в НГУ (16) зависят только от длины волны и высоты расчетной 

области. В тоже время они не зависят от параметров среды распро-
странения и излучающей антенны. Таким образом, коэффициенты 
НГУ могут быть подсчитаны заранее для использования в системах, 
требующих высокую скорость вычислений. 

6. Результаты численного моделирования. Сначала будет 
рассмотрен случай однородной тропосферы при ( , ) 0N x z ≡ , так как 
на этом примере проще всего оценить эффективность НГУ. Хорошо 
известно [12], что в загоризонтной области при отсутствии волновод-
ных эффектов функция ( , )x zψ  экспоненциально затухает по про-
дольной координате. Эффективный индекс преломления 2 ( , )m x z  в 
этом случае представляет собой линейно растущую по высоте функ-
цию. Сравнение предложенного метода будет проводиться c двумя 
широко используемыми подходами: программой PETOOL [18], осу-
ществляющей численное решение задачи методом расщепления 
Фурье с использованием поглощающего слоя и с методом Кранка —
Николсона для стандартного параболического уравнения с использо-
ванием дискретного НГУ [14]. На рисунке 1 изображено распределе-
ние функции 10log | ( , ) |x zψ  на высоте 30 м для следующих парамет-
ров антенны и среды: длина волны 0.03λ =  м, высота антенны 
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0 30z =  м, ширина диаграммы направленности 30β = ° , горизонталь-
ная поляризация, нижняя граница соответствует гладкой морской по-
верхности. Расчетные параметры указаны в таблице 1. 

 
Таблица 1. Расчетные параметры для использованных численных алгоритмов. 

Случай однородной тропосферы 

Расчетный параметр PETOOL Кранк-Николсон 
с НГУ 

Паде-[1/2] с 
НГУ 

xΔ , м 30 10 100 
zΔ , м 0.3 0.03 0.03 

Высота расчетной области, м 300 300 300 
Время расчета поля, сек 5.43 9.19 1.65 

Время расчета 
коэффициентов НГУ, сек - 48.2 113.5 

 

Как видно из рисунка 1, поглощающий слой, используемый в 
программе PETOOL, для выбранных параметров позволяет рассчиты-
вать поле на расстояниях до 60 км и обеспечивает точное решение в 
динамическом диапазоне 60 дБ. Метод Кранка-Николсона для стан-
дартного параболического уравнения с дискретными НГУ позволил 
рассчитать поле на 95 км и обеспечил точность в 90 дБ. Предложен-
ный метод показал себя наиболее эффективно, позволив рассчитать 
поле в однородной тропосфере с точностью 120 дБ при наименьших 
временных затратах. Отметим, что все вычисления проводились в 
стандартной арифметике двойной точности (16 десятичных цифр). 

 

 
Рис. 1. Распределение функции 10log | |V  на высоте 30 м 

 

Далее рассмотрен пример с наличием горизонтального пре-
пятствия, схематично изображенный на рисунке 2. Методы учета гори-
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зонтальных препятствий в однонаправленном приближении изложены, 
например, в [12]. На границах препятствия и подстилающей поверхно-
сти искомая компонента электромагнитного поля удовлетворяет усло-
виям Дирихле. Препятствие расположено на расстоянии 500L =  м от 
источника, высота 100H =  м, толщина 50h =  м. Были использованы 
следующие параметры антенны: 1λ =  м, 0 50z =  м, 30β = ° . Индекс 
преломления тропосферы аналогичен предыдущему примеру. Расчет-
ные параметры указаны в таблице 2.  

 

 
Рис. 2. Рассеяние на препятствии 

 
Таблица 2. Расчетные параметры для использованных численных ал-

горитмов. Случай однородной тропосферы 

Расчетный параметр PETOOL Кранк-Николсон 
с НГУ 

Паде-[3/4] с 
НГУ 

xΔ , м 1 0.5 1 
zΔ , м 0.2 0.1 0.1 

Высота расчетной области, м 300 300 300 
Время расчета поля, сек 5.18 0.73 0.94 

Время расчета 
коэффициентов НГУ, сек - 5.5 3.37 

 

На рисунке 3 показано распределение поля за препятствием на 
высоте 10 м. Хорошо видно, что решение, полученное методом 
Кранк — Николсона, достаточно зашумленное. Это вызвано тем, что 
при рассеянии на препятствии возникают высокочастотные быстро за-
тухающие осцилляции и связанные с ними ошибки округления, которые 
метод Кранка — Николсона отфильтровать не способен. Кроме того, 
хорошо виден провал на промежутке 550-690 м, вызванный ограничени-
ем сеточного метода на максимальный угол распространения, преодо-
леть которое можно лишь очень маленьким шагом сетки. Решения, по-
лученные предложенным методом и методом расщепления Фурье до-
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статочно гладкие, что объясняется их регуляризирующими свойствами. 
Следует также отметить, что решение методом Кранка-Николсон полу-
чено для стандартного параболического уравнения Леонтовича-Фока, в 
то время как PETOOL и Паде схема используют различные варианты 
широкоугольного параболического приближения. Этим объясняются 
определенные различия в интерференционной картине. 

Описанный метод реализован в виде программной библиотеки 
на языке Python 3 и свободно доступен по адресу [34]. 

 

 
Рис. 3. Распределение функции 10log | |V  на высоте 10 м 

 

7. Заключение. Построены дискретные нелокальные граничные 
условия для дробно рациональных аппроксимаций однонаправленного 
уравнения Гельмгольца. Полученные условия учитывают линейно рас-
тущий коэффициент преломления за пределами расчетной области. 
Предлагаемый подход позволяет решать задачу распространения элек-
тромагнитных волн вблизи земной поверхности без введения искус-
ственного поглощающего слоя и прочих эмпирических приемов. По-
строенный алгоритм численного решения не требует ручного подбора 
расчетных параметров в зависимости от входных данных. Показано, 
что метод рациональных аппроксимаций можно эффективно приме-
нять в задаче расчета характеристик распространения СВЧ радиоволн 
на дальние расстояния в широком динамическом диапазоне. Аппрок-
симации Паде позволяют использовать достаточно большой шаг сетки 
по продольной координате, что делает его более предпочтительным по 
сравнению с другими алгоритмами. Проведенные эксперименты пока-
зывают, что производительность предложенного алгоритма выше, чем 
метода расщепления Фурье. Также продемонстрирована работа алго-
ритма в горизонтально неоднородной среде.  
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Перспективным направлением дальнейших исследований являет-
ся применение разработанного метода к расчету электромагнитного по-
ля в трехмерно неоднородной среде и учет обратного рассеяния по ана-
логии с работами [35, 36]. Кроме того, введение нелокальных условий 
на нижней границе расчетной области может применяться для эффек-
тивного вычисления поля над взволнованной морской поверхностью. 
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