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Полянский И.С., Пехов Ю.С. Барицентрический метод в решении сингулярных 
интегральных уравнений электродинамической теории зеркальных антенн. 

Аннотация. В статье предложено использование барицентрического метода в 
решении задач анализа характеристик излучения зеркальных антенн. Формализация 
задачи выполнена в приближении электродинамической теории зеркальных и 
полосковых антенн при сведении к решению системы сингулярных интегральных 
уравнений. В постановке барицентрического метода решение формируемой системы 
предполагается выполнять численно с использованием вариационных методов 
Галёркина и Ритца. Для повышения эффективности решения в сравнении с известными 
методами аппроксимация Ритца для областей анализа (раскрывы рефлекторов и 
излучателей) задается без их разбиения на элементарные подобласти (конечные 
элементы). Для заданной аппроксимации исходная задача сведена к системе линейных 
уравнений. С целью определения предпочтительности применения барицентрического 
метода рассмотрен пример решения задачи анализа зеркальной антенны при сравнении с 
существующими методами, которые формируют аппроксимацию базисными функциями 
путем разбиения проводящей поверхности антенны на подобласти простой формы. 

Ключевые слова: барицентрический метод, метод моментов, интегральное 
сингулярное уравнение, зеркальная антенна. 

 

1. Введение. Одна из основных задач математической теории 
зеркальных антенн (ЗА) [1] при проектировании, оптимизации и 
управлении связана с формированием адекватных математических 
моделей, позволяющих при минимальных затратах вычислительного и 
емкостного ресурсов ЭВМ с заданной точностью оценить характеристики 
излучения [2]. Для математического моделирования ЗА в ряде работ [2-10 
и др.] предлагается применять методы вычислительной электродинамики, 
которые составляют основу широко используемых во всем мире 
программ моделирования высокочастотных электромагнитных 
полей (ЭМП) [11]: Ansis-Ansoft HFSS, CST Microwave Studio Suite, 
QWAVE QuickWave3D, Remcom XFDTD, EMSS-SA FEKO, Russian R&D 
Center LG Electronics RFS и другие. Эти методы условно разделяются 
относительно вида решаемой внешней или внутренней задачи [12]. 
Первая группа не ограничивает расчетную область анализа и связана с 
решением неоднородного волнового уравнения, удовлетворяющим 
условию излучения Зоммерфельда [13]. К ней относятся метод 
моментов (ММ) [4] (метод сингулярных интегральных уравнений [6, 14, 
15]) и ряд асимптотических методов [2] (геометрической оптики [16], 
геометрической теории дифракции [17], физической оптики [13], 
физической теории дифракции [18] и др.). Вторая группа связана с 
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поиском решения уравнений Максвелла или соответствующих им 
волновых уравнений в ограниченной расчетной области с заданными 
граничными условиями (методы конечных разностей [19], конечных 
элементов [20], матрицы линий передачи [21]). Все перечисленные 
методы имеют ряд ограничений. Асимптотические методы расчета не 
обеспечивают требуемого уровня адекватности, поскольку они не 
способны в требуемой мере учесть эффекты дифракции и переотражения 
излучения. Остальные методы при практической реализации требуют 
значительных вычислительных ресурсов, что с точки зрения пользователя 
затрудняет решение задач анализа зеркальных антенн за обозримый 
отрезок машинного времени на типовой ЭВМ. 

Для устранения ограничения асимптотических методов в [2, 9] 
предложена модификация токового метода. Однако при решении ряда 
задач анализа многоэлементных ЗА в условиях взаимного влияния 
облучающей и отражающей систем разработанное решение [9] 
приводит к существенному росту вычислительных затрат. Снижения 
вычислительных затрат можно добиться за счет решения задач анализа 
многоэлементных зеркальных антенн ММ [4] в приближении 
электродинамической теории зеркальных и полосковых антенн [10]. 
Эффективность метода моментов существенным образом зависит от 
удачного выбора базисных функций, которые при минимальном 
порядке аппроксимации обеспечивают требуемую адекватность 
решения формируемого сингулярного интегрального уравнения (СИУ). 
Известные методы [4, 14, 15, 22-24, 31] задают базисные функции 
путем разбиения проводящей поверхности зеркальной антенны на 
подобласти простой формы, размер которых должен быть 0,1≤ λ , где 
λ  — длина волны. С учетом решений [8, 25] интерес вызывает задание 
в приближении барицентрического метода (БМ) базисных функций, 
позволяющих сформировать аппроксимацию векторного и скалярного 
потенциалов для всей проводящей поверхности ЗА в целом без ее 
разбиения на подобласти простой формы. 

Цель статьи заключается в разработке эффективного решения 
сингулярных интегральных уравнений электродинамической теории 
зеркальных антенн с применением БМ [8, 25]. 

2. Содержательная постановка задачи. Зеркальную антенну 
представим системой, состоящей из M  излучателей с раскрывами 

1 2, ,..., MΩ Ω Ω  и M ′  рефлекторов с произвольной формой отражающих 
поверхностей 1 2, ,..., MS S S ′  (рисунок 1). В общей системе координат ЗА 

OXYZ положение раскрыва mΩ  m -го излучателя ( )1,m M=  задано 
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координатами , , ,m m mx y z  а ориентация — орт-вектором нормали ( )o
ms  

плоскости .mΩ  Рефлектор в OXYZ m′ -й отражающей поверхности 

mS ′  ( )1,m M′ ′=  характеризуется раскрывом m′′Ω  апертуры с центром в 

, ,m m mx y z′ ′ ′′ ′ ′  и функцией ( ),mZ x y′  формы, из которой по известным 

правилам [26] определяется орт вектора внешней нормали 0 .mn ′
  Раскрывы 

апертуры рефлектора m′′Ω  и излучателя mΩ  задаются произвольными 
многоугольниками с соответствующим числом mN ′′  и mN  вершин 

1 2, ,...,m m m
NmP P P′ ′ ′

′ ′
′ ′ ′  и 1 2, ,..., .m m m

NmP P P  Относительно m′′Ω  и mΩ  в OXYZ 

вводятся системы координат m m m mO X Y Z′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′  и m m m mO X Y Z  соответственно. 
 

 
Рис. 1. Пример геометрического представления зеркальной антенны 

 

В соответствии с правилами, приведенными в [27], в плоскостях 
m m mO X Y′ ′ ′′ ′ ′  и m m mO X Y  раскрывов m′′Ω  и mΩ  задаются 

соответствующие барицентрические системы координат (БСК) m
nm

′
′ ′

′ζ  и 

,m
nmζ  где 1, ,m mn N′ ′′ ′=  1, .m mn N=  При этом барицентрический 
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координаты ( )m
nm P′

′ ′
′ ′ζ  и ( )m

nm Pζ  являются относительно mP ′′ ′∈ Ω  и 

mP ∈ Ω  гармоническими функциями [27], удовлетворяющими 
свойствам [28]: аффинной инвариантности, положительной 
определенности, равенства суммы единице. 

Для принятых представлений с использованием решений 
из [10, 30], определим формализованную постановку задачи анализа 
ЗА. С учетом применяемой симметризации [29] системы уравнений 
Максвелла для сокращения математической записи далее будем 
рассматривать решение относительно напряженности E


 

электрического поля. 
3. Формализованная постановка задачи. Постановка задачи 

анализа ЗА следует из неоднородного уравнения Гельмгольца [2]: 
 

( ) ( )12 2 м ,E E i J i J J−∇ + κ = − ωε ∇ ∇ ⋅ + ωμ + ∇×
    

 (1) 
 

где J


 и мJ


 — плотности эклектического и магнитного токов 
соответственно; κ = ω εμ — волновое число; ε  и μ  — 
диэлектрическая и магнитная проницаемости среды соответственно; 

2ω = π λ  — круговая частота. 
С учетом известных из [3, 13, 22] граничных условий между 

рассеянным и наводимым полями на поверхностях 
раздела (диэлектрика и идеального проводника, двух диэлектриков) и 
фундаментального решения уравнения Гельмгольца [30] с помощью 

функции Грина ( ),
4

i Rer r
R

− β
′ψ =

π
   ( ;R r r′= −   r  и r′  — радиус-векторы 

точек наблюдения и источника) задача (1) сводится к решению СИУ 
для рефлектора mS ′  [22]: 

 

( )ind
tan

tan

1 ,m m
Sm

E i J J dS
i′ ′

′

   − = ψ ωμ − ∇ ∇⋅ ωε   


  
 (2) 

 

и излучателя mΩ  [22]: 
внешняя область: 

 

( )ind м
tan

tan

;m
m m

m

J
E i J J d

iΩ

  ∇ ∇⋅
  = − ψ ωμ − + ∇× Ω
  ωε

  



  

 
(3) 
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внутренняя область: 
 

( ) м

tan

10 ,m m m
m

i J J J d
iΩ

   = ψ ωμ − ∇ ∇ ⋅ + ∇× Ω ωε   


  
 

 

где индекс tan  обозначает тангенциальную составляющую поля; 
indE


 — напряженность электрического поля источника, наводимого на 
соответствующую поверхность. 

Объединяя (2), (3) для mS ′  и mΩ  в единое соотношение, с учетом 
содержательной постановки получим систему из 2M M′ +  СИУ, решение 
которой формализует задачу анализа функционирования ЗА: 

 

( )

( )

0

1

м 0 ind
,

1 1

1

1 ;

M

m k k
k S

M M

k k k m k m
k k

k

k

n i J J dS
i

i J J J d n E
i

′

′
=

′ ′
= =Ω

  − × ψ ωμ − ∇ ∇⋅ + ωε  
  + ψ ωμ − ∇ ∇ ⋅ + ∇× Ω = × ωε   



 

 

   
 

 

( ) ( )

( ) ( )

1

м ind
,

1 1

1

1 ;

M
o

m k k
k S

M M
o

k k k m k m
k k

k

k

s i J J dS
i

i J J J d s E
i

′

=

= =Ω

  − × ψ ωμ − ∇ ∇⋅ + ωε  
  + ψ ωμ − ∇ ∇ ⋅ + ∇× Ω = × ωε   



 

 

   
 

 

( ) ( ) м

1

1 0,
M

o
m k k k

k k

s i J J J d
i= Ω

 × ψ ωμ − ∇ ∇ ⋅ + ∇× Ω = ωε 
 

    

(4) 

 

где ind
,k mE ′


 — indE


 ( k -й излучатель, где 1,k M= ), наведенное на mS ′ ; 

ind
,k mE


 — indE


, наведенное на mΩ . 

4. Анализ функционирования зеркальных антенн в 
приближении барицентрического метода. Решение задачи (4) 
выполняется численно по аналогии с [14, 15, 22-24, 31 и др.] при 
сведении в приближении вариационных методов В. Ритца, 
И.Г. Бубнова и Б.Г. Галёркина системы сингулярных интегральных 
уравнений к системе линейных уравнений. Для этого задаются 
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аппроксимации функций ( )kJ P


 и ( )м
kJ P


 для соответствующей k-й 
поверхности kP ∈  (или kS , или kΩ ) в kN -мерной 

барицентрической системе координат 1 2, ,...,k k k
Nkζ ζ ζ  следующим 

образом. 
Теорема 1. Функции ( ) ( ),

k
k k j j

j p

J P J P
∈

= γ
  


 и ( )м

kJ P =


 

( )м
, ,k

k j j
j p

J P
∈

= χ
 


 задающие аппроксимацию порядка p  ( )p ∈  

плотности поверхностных электрического kJ


 и магнитного м
kJ


 токов 
в интегральных уравнениях вида (4), при: 

 

( ) ( ) ( ) ( )0
,

1
0

ˆ ;
N

k k k
j k j n n

n
j

k

n

P n P P P
=

>

 γ = × α Θ 
   

 

( ) ( ) ( )0 ,k k
j k jP n P Pχ = × γ   

(5) 

 

являются аппроксимацией Ритца. 
В заданных аппроксимациях ,k jJ


и м

,k jJ


 — коэффициенты в j -х 

узловых точках электрического kJ


 и магнитного м
kJ


 поверхностных 
токов на k . 

В выражении (5) ( )0
kn P  — орт-вектора нормали в kP ∈ ; 

( ),ˆ k
j n Pα  — вспомогательный интерполяционный сдвинутый полином 

Сильвестра–Лагранжа [32] относительно -йn  вершины 
многоугольника, задающего раскрыв k ,: 

 

( ) ( ) ( ),
1

ˆˆ ;
N

k k k
j n j j

n
n n

k

n nP R P R P
′=
′≠

′α = ∏  

 

( ) ( ) ( )( )
1

1

1 ,  if 2 ;ˆ 1 !
1,  if 1;

j
k
n nk

j hn

n

n

n

p P h j p
R P j

j

−

=


ζ − ≤ ≤= −

 =

∏  

(6) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 1
k k k k k k k
n n n n n n nP P P P P P P+ + +Θ = ζ ∇ζ − ζ ∇ζ −


 — краевые 

базисные векторные функции Неделека относительно n -й вершины; 
j  — мультииндекс из множества p  [33]: 

( )
[ ]

1 2
1;

, ,..., ,..., :  ,  0, .p n N n n n
n N

k
k

j j j j j j j j p
∈

  = = ∈ ≥ = 
  

  (7) 

 

В выражении (6) ( ) ( )( )
1

1
j

k k
j n

h

n

nR P p P h h′
=

′

′
 = ζ − + ∏  при 0,nj ′ >  

( )0 1kR P =  — полином Лагранжа [8]. 
Доказательство. Из [25] известно, что функции 

( ) ( ) ( ),
1

0

ˆ
N

k k k
j j n n

n
j

k

n

P P P
=

>

 β = α Θ 
 

 с учетом свойств гармонических 

барицентрических координат k
nζ  ( )1, kn N=  [27], интерполяционных 

форм ( ) ( ),
1

N
k k
j n j

n

k

nP R P
=

α = ∏  и ( ),ˆ k
j n Pα  являются расширением краевых 

базисных функций ( )k
n PΘ


 и для n -го ребра ( )1,k k k
n n ne P P +=  раскрыва 

k  удовлетворяют условиям: 
 

( )1

1
0

1
k k

kn n
jk k

jn n
j

p
n

P P
P

P P
+

∈+
≠

−
⋅ β =

−





; ( ) 0;k k

j j
j p

P G
∈

′∇ ⋅ β =



 

 

( ) ( )( ) ( )( )1
1

const,
N

k k k
j j n n

j n

k

p

P G P P+
∈ =

′∇ × β = ∇ζ × ∇ζ = 



 

(8) 

 

определяющих, что ( )k
j Pβ


 дивергентно-свободные и имеют 

постоянную тангенциальную компоненту на k
ne , что обеспечивает 

отсутствие ложных решений [3] дифференциальных волновых 
уравнений вида (1). 

В (8) приняты следующие обозначения: 
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( ) ( ) ( )
,

1 1
0

ˆ ;
kN
nk k

j j n k k
n n n
j

k

n

P
P P

P P= +
>

Θ
′β = α

−





 1
1,  if ;

,  otherwise,

N
kn

n kk
j n

k

k j
P

G p
N

=


∈ Γ= 




  (9) 

 

где kΓ  — кусочно-линейная граница раскрыва .k  
Из (8) следует, что векторная базисная функция 

( ) ( ) ( )0k k
j k jP n P Pγ = ×β

   на ребре k
ne  при ( )0 1kn P =  удовлетворяет 

условиям: 
 

( )1

1
0

1
k k

kn n
jk k

jn n
j

p
n

P P
P

P P
+

∈+
≠

−
⋅ γ =

−
 


; ( ) 0;k
j j

j p

P G
∈

′∇ × γ = 


  

 

( ) const,k k
j j

j p

P G
∈

′∇ ⋅ γ = 


 

(10) 

 

где: 
 

( ) ( ) ( ) ( )0
, 1

1
0

ˆ .
N

k k k k k
j j n k n n n

n
j

k

n

P P n P P P P+
=

>

 ′γ = α ×Θ − 
   (11) 

 

Свойства (10) определяют то, что при аппроксимации 
( ) ( ),

k
k k j j

j p

J P J P
∈

= γ
  


 на kΓ  нормальная составляющая плотности 

тока равна нулю, а функция ( )k
j Pγ  дивергентно-постоянная, что 

удовлетворяет уравнению непрерывности [29]. В целом из (10) 
следует, что ( ) ( ),

k
k k j j

j p

J P J P
∈

= γ
  


 является для (4) аппроксимацией 

Ритца kJ


 на k  и удовлетворяет уравнениям Максвелла [13], условию 
не протекания тока на kΓ  и условию сохранения полного тока в цепи.  

Из выделенных свойств векторной базисной функции ( )k
j Pγ , 

аппроксимации ( ) ( ),
k

k k j j
j p

J P J P
∈

= γ
  


, уравнений Максвелла [13], 

формализующих зависимость между векторами напряженностей 
электрического kE


 и магнитного kH


 полей, и определением kJ


 и м

kJ
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токов через векторное произведение kH


 и kE


 на ( )0
kn P  

соответственно следует, что ( ) ( )м м
,

k
k k j j

j p

J P J P
∈

= χ
  


 является для (4) 

аппроксимацией Ритца м
kJ


 на k -й поверхности. ■ 
Из доказательства теоремы 1 с учетом выделенных свойств 

векторных базисных функций ( ) ,k
j Pγ  ( ) ,k

j Pχ  уравнений 
Максвелла [13] и принципа симметризации следует следующее 
утверждение. 

Следствие 1. Вариационное решение системы сингулярных 
интегральных уравнений вида (4) по H


 задается аппроксимацией 

( )kJ P


 и ( )м
kJ P


 через ( )k
j Pχ  и ( )k

j Pγ  соответственно. 

Аппроксимации ( ) ( ),
k

k k j j
j p

J P J P
∈

= γ
  


 и ( )м

kJ P =


 

( )м
,

k
k j j

j p

J P
∈

= χ
 


 позволяют свести исходную систему сингулярных 

интегральных уравнений (4) к системе линейных уравнений вида: 
 

,J СB =
 

 (12) 
 
где J


 и С


 — блочные векторы: 
 

( )T
м м

1 1 1... ... ... ;S S
M M MJ J J J J J JΩ Ω Ω Ω

′
     =           

            
 

 

( )T0 0
1 1 1... ... ... ,S S

M M MС С С С С С СΩ Ω
′     =      

      
 

 
а B  — блочная матрица, составленная из следующих компонент: 
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м м
1,1 1, 1,1 1, 1,1 1,

м м
,1 , ,1 , ,1 ,

1,1 1,

,1 ,

... ... ...
... ... ... ... ... ... ... ... ...

... ... ...

...
... ... ...

...

S S
M M M

S S
M M M M M M M M M

S S
M

S S
M M M

B B B B B B

B B B B B B

B B
B

B B

Ω Ω Ω Ω
′

Ω Ω Ω Ω
′ ′ ′ ′ ′ ′ ′

′

′

     
     
     
     
     
 
 

=  
 
 

 

 

м м
1,1 1, 1,1 1,

м м
,1 , ,1 ,

0 0
1,1 1, 1,1 1,

0 0
,1 , ,1 ,

... ...
... ... ... ... ... ...

... ...

... ...
... ... ... ... ... ...

... ...

M M

M M M M M M

M M

M M M M M M

B B B B

B B B B

B B B B

B B B B

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω Ω Ω

Ω Ω
′

Ω Ω
′

   
   
   
   
   

   
   
  
  
   

   

   

   

   

м м
1,1 1,

м м
,1 ,

.

...
... ... ...

...

M

M M M

B B

B B

Ω Ω

Ω Ω

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
  
   
      

 

 

 

Блочная матрица B  включает подматрицы:  
 

( ), ,
, ,

1 2
1 2 1 2

;S m mS
m m j j

p p
bB ′ ′

′ ′ ×
=

 
 ( ), ,

, ,1 2
;m m

m m j j
p p

bB ′Ω Ω
′ ×

=
 

 

( )м м, ,
, ,1 2

;m m
m m j j

p p
bB ′Ω Ω

′ ×
=

 
 ( ), ,

, ,1 2
;S S m m

m m j j
p p

bB ′
′ ×

= 
 

 

( ), ,
, ,

1 2
1 2 1 2

;m m
m m j j

p p
bB ΩΩ

×
= 

 
 ( )м, ,м

, ,
1 2

1 2 1 2
;m m

m m j j
p p

bB ΩΩ

×
= 

 
 

( )0
, 0m m p p

B ′ ×=
  , где { }1 2, , 1,m m m M′ ′ ′ ′∈ ; { }1 2, , 1, ;m m m M∈  

 

, ,
2 1,

1 2 1 2 1 2
1 2 1 2 1 2

1 2

1 ;S m m m m m m
j j j j j j

S Sm m

b i dS dS
i

′ ′ ′ ′ ′ ′

′ ′

    = ψ ωμγ γ − ∇ ⋅ γ ∇ ⋅ γ    ωε  
   

 (13) 

, ,
, 1 2 1 21 2

1 ;m m m m m m
j j j jj j

Sm m

b i d dS
i

′ ′ ′Ω

Ω′

    = ψ ωμγ γ − ∇ ⋅ γ ∇ ⋅ γ Ω    ωε  
     (14) 

м, ,
, 1 21 2

;m m m m
j jj j

Sm m

b d dS′ ′Ω

Ω′

= γ χ ×∇ψ Ω 
   (15) 

, ,
, 1 2 1 21 2

1 ;S m m m m m m
j j j jj j

Sm m

b i dSd
i

′ ′ ′

Ω ′

    = ψ ωμγ γ − ∇ ⋅ γ ∇ ⋅ γ Ω    ωε  
     (16) 

( ) 1

, ,
2 1,

1 2
1 21 2

1 2 1 2
1 2 1 2

;
m m
j jm m

j j m m
j jm m

i i
b d d

−

Ω

Ω Ω

 ωμγ γ − ωε ×
 = ψ Ω Ω     × ∇ ⋅ γ ∇ ⋅ γ    

 
 


   (17) 
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м, ,
2 1,

1 2 1 2
1 2 1 2

1 2

.m m m m
j j j j

m m

b d dΩ

Ω Ω

= γ χ ×∇ψ Ω Ω 
   (18) 

 

Блочный вектор J


 состоит из подвекторов ( ),
S S
m m j

p
J J′ ′=
 


 в 

( ) ( ),
S m

m m j j
j p

J P J P′
′ ′

∈
= γ

  


 при ;mP S ′∈  ( ),m m j
p

J JΩ Ω=
 


 в ( )mJ P =


 

( ),
m

m j j
j p

J PΩ

∈
= γ

 


 при ;mP ∈ Ω  ( )м м
,m m j

p
J JΩ Ω=
 


 в ( )м

mJ P =


 

( )м
,

m
m j j

j p

J PΩ

∈
= χ

 


 при mP ∈ Ω . 

Блочный вектор С


 включает подвекторы ( ), ;S S
m m j

p
С c′ ′=



 

( ),m m j
p

С cΩ Ω=



; ( )0 0m p
С =


 , где: 

 

ind
, ,

1
;

M
S m
m j j k m

kSm

c E dS′
′ ′

=′

= − γ 
  ind

, ,
1

.
M

m
m j j k m

km

c E dΩ

=Ω

= − γ Ω
  (19) 

 

Применение процедур численного интегрирования [34] по mS ′  и 

mΩ  при вычислении элементов (13-19) позволяет определить 

искомый вектор коэффициентов 1J СB−=
 

 из (12). Следует 
отметить, что для корректного расчета элементов матрицы B  в 
виду сингулярности ядра ( ),r r′ψ    для случаев r r ′→   используется 

асимптотики функции Грина [35] ( ) ( )( )11,
4

r r R i O R−′ψ = − κ +
π

   и 

[10] ( ) ( )( )1 21, 0,5
4

r r R i R O R−′ψ = − κ − κ +
π

   при представлении 

интегралов (13)–(18) в виде суммы от регулярной и сингулярной 
частей с последующим вычислением последней части с учетом метода 
дискретных вихрей [14, 15]. 

 Дальнейшая процедура расчета характеристик излучения ЗА по 
методу моментов является стандартной [4, 6]. 

5. Результаты моделирования и их обсуждение. Для 
определенного численного решения (12) в приближении БМ задачи 
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анализа ЗА (4) в Matlab проведено математическое моделирование. 
При этом с целью сравнительной оценки предпочтительности 
применения предложенной аппроксимации функциями (5) 
аналогичное решение задачи анализа ЗА также выполнено 
разбиением проводящей поверхности при формировании векторных 
базисных функций вида [31]. Параметры моделирования выбраны 
следующими: 0,05λ =  м; 1;M ′ =  1′Ω  — прямоугольник с высотой 

14λ  и шириной 30 ;λ  ( ) ( )2 2
1 , 0, 25Z x y x y f= +  при 16 ;f = λ

системы координат OXYZ  и 1 1 1 1O X Y Z′ ′ ′ ′  совпадают; 3;M =  1Ω , 2Ω  и 

3Ω  — правильный треугольник, квадрат и круг соответственно, 
радиус вписанной окружности для которых равен ;λ  

( ) ( ) ( ) ( )T
1 2 3 0 0 1 ;o o os s s= = = −    1 2 3 0,x x x= = =  1 1,5 ,y = − λ  2 0,y =  

3 1,5 ,y = λ  1 2 3 .z z z f= = =  На рисунке 2 представлены геометрия 
антенной системы и диаграмма направленности в H-
плоскости ( )90ξ = °  анализируемой ЗА. 

а б 
Рис. 2. Геометрия анализируемой ЗА (а) и реализуемая диаграмма 

направленности (б) 
 

На рисунке 3 представлена зависимость среднеквадратического 

отклонения ( ) ( )( )2
р

1

, ,J x y J x y dxdy
′Ω

σ = −
 

 между реальным 

распределением плотности электрического тока ( )р ,J x y


 на 
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поверхности рефлектора и его рассчитываемым значением ( ),J x y


 для 
различного порядка аппроксимации p  при сравнении разработанного 
решения в приближении БМ с известным [31].  

 

 
Рис. 3. Зависимость отклонения σ  между ( )р ,J x y


 и ( ),J x y


 от порядка 

аппроксимации p  
На рисунке 4 отражена зависимость σ  от диаметра D  раскрыва 

апертуры k  к числу узловых точек ,p  выраженного в длинах 
волн. Следует отметить, что с целью обеспечения соизмеримых 
вычислительных затрат кусочно-полиномиальная аппроксимация по 
методу [31] выполнена при разбиении раскрыва рефлектора на два 
одинаковых треугольных элемента. 

 

 
Рис. 4. Зависимость отклонения σ  между ( )р ,J x y


 и ( ),J x y


 от ,pD   

выраженного в λ  
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Полученные результаты моделирования (рисунки 3 и 4) 
определяют предпочтительность использования БМ при численном 
решении в приближении вариационных методов Галёркина и Ритца 
систем СИУ вида (4) при анализе антенных систем зеркального типа. 
При этом точность БМ в сравнении с существующими методами 
значительно увеличивается при росте порядка аппроксимации 
p  (рисунок 3) при условии соизмеримости вычислительных затрат. 

Более низкая точность метода [31] для выполненного 
решения (рисунки 3 и 4) обусловлена тем, что разбиение раскрыва 
рефлектора малым числом элементарных подобластей приводит к 
значительным погрешностям на смежных границах между отдельными 
подобластями. Увеличение точности, сопоставимой с БМ, по методу [31] 
требует разбиения 1′Ω  на как можно большее число конечных элементов. 
Однако это при решении общей задачи (4) неизменно приводит к 
существенному росту вычислительных и емкостных затрат в сравнении с 
разработанным решением в приближении БМ. 

6. Заключение. В целом заданные соотношения позволяют 
формировать эффективные алгоритмы численного решения задач, 
связанных с проектированием, оптимизацией и управлением 
зеркальных антенн с произвольным числом излучающих и 
отражающих элементов. Порядок аппроксимаций базисными 
векторными функциями ( )k

j Pγ  и ( )k
j Pχ  для поверхностей k  

предлагается задавать различным kp  в зависимости от отношения 
длины волны λ  к диаметру раскрыва апертуры k  (рисунок 4) при 
определении числа узловых точек аппроксимации, характеризуемого 
мощностью множества pk

  мультииндексов (7) с учетом правила 

.pD ≤ λ  Предпочтительность применения барицентрического 
подхода при решении систем сингулярных интегральных уравнений 
вида (4) заключается в удобном задании аппроксимации Ритца 
плотности поверхностных электрического и магнитного токов для всей 
области анализа в целом при учете граничных условий, уравнений 
Максвелла и уравнения непрерывности. 
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Polansky I.S., Pehov Y.S. Barycentric Method in the Solution of Singular Integral 
Equations of Electrodynamic Theory of Reflector Antennas. 

Abstract. The use of barycentriс method in problems of analysis of radiation 
characteristics of reflector antennas is proposed. Formalization of the problem is done in the 
approximation of electrodynamic theory of the mirror and the strip antennas while keeping to a 
solution of the system of singular integral equations. In the production of barycentriс method 
the authors propose to solve the generated system numerically using variation methods of Ritz 
and Galerkin. To improve the effectiveness of the solution in comparison with the known 
methods the approximation of Ritz for regions of interest (disclose customer reflectors and 
emitters) can be set without partitioning into elementary subdomains (finite elements). For a 
given approximation the initial problem is reduced to a system of linear equations. To 
determine the desirability of applying barycentriс method, the authors consider a sample 
solution for the analysis of reflector antennas when compared with existing methods that form 
an approximation with basis functions by splitting the conductive surface of the antenna sub-
areas of simple shapes. 

Keywords: barycentric method, method of moments, singular integral equation, mirror 
antenna. 
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