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М.В. ГОФМАН, А.А. КОРНИЕНКО 
ПРЕДЕЛЬНЫЕ БИПОЛЯРНЫЕ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТИ 

ДЛЯ РОБАСТНОГО МАРКИРОВАНИЯ ЦИФРОВЫХ 
АУДИОСИГНАЛОВ ПО МЕТОДУ ЛОСКУТА 

 
Гофман М.В., Корниенко А.А. Предельные биполярные последовательности для 
робастного маркирования цифровых аудиосигналов по методу лоскута. 

Аннотация. Обеспечение устойчивости маркирования цифровых аудиосигналов в 
условиях действия помех, различных преобразований и возможных атак является 
актуальной проблемой. Одним из наиболее используемых и достаточно устойчивых 
методов маркирования является метод лоскута. Его робастность обеспечивается 
применением расширяющих биполярных числовых последовательностей при 
формировании и внедрении маркера в цифровой аудиосигнал и корреляционного 
детектирования при обнаружении и извлечении маркерной последовательности. Анализ 
свойств биполярных последовательностей, реализуемых в методе лоскута, показал, что 
абсолютные значения величины отношения максимума автокорреляционной функции 
(АКФ) к её минимуму для расширяющих биполярных последовательностей и 
расширенных маркерных последовательностей, используемых при традиционном 
маркировании, с высокой точностью приближаются к 2. Это позволило сформулировать 
критерии для поиска специальных расширяющих биполярных последовательностей, 
обладающих улучшенными корреляционными свойствами и большей устойчивостью. В 
статье разработан математический аппарат для поиска и построения предельных 
расширяющих биполярных последовательностей, используемых при решении задачи 
робастного маркирования цифровых аудиосигналов по методу лоскута. Предельные 
биполярные последовательности определены как последовательности, у которых 
автокорреляционные функции обладают максимально возможными по абсолютному 
значению отношениями максимума к минимуму. Сформулированы и доказаны теоремы 
и следствия из них: о существовании верхней границы минимальных значений 
автокорреляционных функций предельных биполярных последовательностей и о 
значениях первого и второго лепестков АКФ. На этой основе дано строгое 
математическое определение предельных биполярных последовательностей. 
Разработаны метод поиска полного множества предельных биполярных 
последовательностей на основе рационального перебора и метод построения предельных 
биполярных последовательностей произвольной длины с использованием порождающих 
функций. Представлены результаты компьютерного моделирования по оценке значений 
абсолютной величины отношения максимума к минимуму автокорреляционной и 
взаимной корреляционных функций исследуемых биполярных последовательностей для 
слепого приема. Показано, что предложенные предельные биполярные 
последовательности характеризуются лучшими корреляционными свойствами в 
сравнении с традиционно используемыми биполярными последовательностями и 
обладают большей устойчивостью.  

Ключевые слова: стеганография, аудиосигнал, метод лоскута, маркирование 
цифровых объектов, биполярная последовательность, корреляционная функция. 

 
1. Введение. Широкое распространение и использование 

цифрового аудиоконтента остро ставит вопрос о необходимости его 
стеганографической защиты для доказательства авторского права, 
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права собственности, возможности отслеживания сделок и оплаченной 
рекламы, контроля целостности и решения других задач [1, 2]. Это, 
в свою очередь, требует развития робастных методов цифрового 
маркирования и построения аудиостегосистем, устойчивых к атакам, 
действию помех и преобразованиям. Целью возможных атак может 
быть удаление, разрушение или нелегитимное извлечение внедренного 
цифрового маркера (цифрового водяного знака). 

Существует достаточно большое количество робастных методов 
маркирования цифровых аудиосигналов, связанных с погружением 
цифровых водяных знаков или скрытием передаваемой 
аудиоинформации [1, 2]. Одним из наиболее используемых 
и достаточно устойчивых является метод лоскута (от англ. patchwork). 
Этот метод представляет собой статистический метод маркирования 
цифровых объектов [3, 4, 5]. Принцип маркирования методом лоскута 
состоит в следующем. В цифровом объекте в соответствии 
со стегоключом случайным образом выбирается пара одинаково 
распределенных элементов. Затем амплитуда одного элемента 
из каждой пары увеличивается на определенную величину, тогда как 
амплитуда другого элемента этой пары уменьшается на такую же 
величину. Путем такой модификации амплитуд можно закодировать, 
например, один бит внедряемого цифрового маркера (цифрового 
водяного знака). Этот процесс случайного выбора пар с последующим 
изменением амплитуд элементов повторяется достаточное количество 
раз для того, чтобы обеспечивалась статистическая устойчивость 
внедренного маркера к помехам и предполагаемым атакам 
на маркированный цифровой объект. Реализация метода лоскута 
основана на применении биполярных последовательностей. 

Метод лоскута и принципы, лежащие в его основе, широко 
используются для маркирования цифровых аудиосигналов (речь 
и музыка), цифровых изображений и видео, а также в кодах 
компьютерных программ [6 – 16]. При этом робастность маркирования 
методом лоскута обеспечивается применением специальных 
биполярных последовательностей при формировании и внедрении 
маркера в покрывающий объект – цифровой аудиосигнал, 
и корреляционного детектирования при обнаружении и извлечении 
маркера (выделении информационных битов маркерной 
последовательности).  

В последние годы получило широкое развитие маркирование 
цифровых аудиосигналов методом лоскута с использованием 
специальных расширяющих биполярных последовательностей 
для решения задач, связанных с использованием цифровых водяных 
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знаков, скрытием передаваемой аудиоинформации, 
позиционированием маркированными аудиосигналами нелегитимного 
приемного устройства. В статьях [17 – 21] изложен традиционный 
подход к маркированию цифровых аудиосигналов по методу лоскута 
в частотной области Фурье, когда маркированный аудиосигнал 
предполагается передавать через воздушный аудиоканал 
или радиоканал. В этом случае маркер формируется 
из псевдослучайной биполярной числовой последовательности с почти 
равновероятным распределением элементов (1  и 1− ) и из 
расширяющей ее последовательности определенного вида. При этом 
корреляционные свойства расширенной маркерной 
последовательности практически не зависят от соответствующих 
свойств исходной последовательности, а определяются 
корреляционными свойствами расширяющей биполярной 
последовательности (РБП). Одно из свойств автокорреляционной 
функции (АКФ) расширяющей биполярной последовательности – 
абсолютное значение величины отношения максимума АКФ к её 
минимуму при этих условиях с высокой точностью приближается к 2. 
Это позволяет использовать данное свойство как критерий при выборе 
специальных РБП и построении на их основе специальных маркерных 
последовательностей с улучшенными корреляционными свойствами, 
повышающими качество детектирования и устойчивость 
маркирования цифровых аудиосигналов. 

Другие особенности и свойства АКФ расширенной маркерной 
последовательности накладывают ограничения на выбор 
расширяющей последовательности при решении задачи 
позиционирования маркированными аудиосигналами приемного 
устройства. В работах [21, 22] показано, что для этой задачи 
наилучшая длина расширяющей последовательности равна двум 
разрядам. Увеличение длины расширяющей последовательности 
негативно сказывается на точности определения местоположения 
нелегитимного приемника с помощью приема и передачи 
маркированных аудиосигналов. 

В статьях [23, 24] предлагается метод маркирования 
аудиосигналов с использованием выбранных из эвристических 
соображений расширяющих биполярных последовательностей 
с улучшенными корреляционными свойствами, повышающими 
качество детектирования, которым свойственно большее, чем два, 
по абсолютному значению отношение максимума ее АКФ к минимуму 
этой функции. Повышение качества детектирования происходит 
вследствие того, что увеличение абсолютного значения этой величины 
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обычно приводит к увеличению устойчивости к атакам, и, в частности, 
к атаке аддитивным белым гауссовским шумом при использовании 
корреляционного детектора. 

В связи с этим представляется актуальной задача разработки 
математического аппарата построения таких специальных биполярных 
последовательностей с улучшенными корреляционными свойствами, 
у которых по абсолютному значению отношение максимума 
автокорреляционной функции к её минимуму будет максимально 
возможным.  

Целью данной работы является разработка методов поиска 
и построения нового класса последовательностей – предельных 
расширяющих биполярных последовательностей, у которых 
автокорреляционные функции обладают максимально возможными 
по абсолютному значению отношениями максимума к минимуму, 
и применение которых повышает устойчивость цифрового 
маркирования.  

Для достижения этой цели: 
− Исследованы особенности АКФ расширяющих 

биполярных последовательностей и сформированных на их основе 
маркерных последовательностей, используемых при традиционном 
маркировании цифровых аудиосигналов. Предложены специальные 
функции для построения РБП с улучшенными корреляционными 
свойствами для робастного маркирования и предельных биполярных 
последовательностей, АКФ которых обладают максимально 
возможными по абсолютному значению отношениями максимума 
к минимуму. Сформулированы и доказаны теоремы и следствия из них 
о существовании верхней границы минимальных значений 
автокорреляционных функций таких последовательностей 
и о значениях первого и второго лепестков АКФ. На этой основе дано 
строгое математическое определение предельных биполярных 
последовательностей. 

− Разработаны два метода поиска и построения предельных 
биполярных последовательностей: с использованием рационального 
перебора и на основе введенных порождающих функций, 
функционально связанных с такими последовательностями. 

− Проведено компьютерное моделирование по оценке 
значений абсолютной величины отношения максимума к минимуму 
автокорреляционной и взаимной корреляционных функций 
исследуемых биполярных последовательностей для наихудших 
условий извлечения маркерных последовательностей (слепой прием). 
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В этом случае искажающим воздействием (шумом) становился сам 
покрывающий цифровой аудиосигнал. 

Теоретический вклад настоящей работы в решение задачи 
робастного маркирования цифровых аудиосигналов по методу лоскута 
заключается в разработке математического аппарата для построения 
предельных расширяющих биполярных последовательностей 
с улучшенными корреляционными свойствами, более устойчивых 
к действию помех и искажающих воздействий при обнаружении 
и извлечении цифровой маркерной последовательности. 

2. Традиционное маркирование с использованием 
расширяющих биполярных последовательностей. Традиционно 
маркер формируется из псевдослучайной биполярной числовой 
последовательности: 

 

( ) { }
α21 ,  1, 1 ,, , , N iα α α α= ∈ −α   (1) 

 
где αN  – длина последовательности. После формирования 
последовательности α  её элементы расширяются путем подстановки 
вместо них последовательности следующего вида: 
 



п п 

1, ,1, 1, , 1 ,
N N

 
 = … − … −
 
 

γ


 (2) 

 
где ПN  – положительное целое число, определяющее половину длины 
расширяющей последовательности. 

Затем формируется маркерная последовательность: 
 

( )п α1 22, , , ,N Nm m m= … = ⊗m α γ  (3) 
 
где ⊗  – оператор кронекерова произведения, 
 

( ) п

п

1 mod  2

1 1
2

1 ,
i
N

i i
N

m α
 −
 
   −

+ 
 

= −  (4) 

 
где x    – ближайшее целое, меньшее или равное числу x . 
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Прежде чем, перейти к анализу корреляционных свойств 
маркерной последовательности, определим АКФ произвольной 
вещественной последовательности: 

 
( )1 2, , , ,Lp p p= …p  (5) 

 
как дискретную функцию от целочисленной переменной k , 
удовлетворяющую следующему равенству: 
 

( )АКФ
1

f , ,i i k
i

L

k p p −
=

= ∑p  (6) 

 
где числа lp  являются элементами вещественной последовательности 
p , когда индекс { }1,2, , Ll∈ … , но для сокращения обозначений будем 

считать 0lp = , когда индекс { }1,2, , Ll∉ … . 
Использование расширяющих последовательностей γ  вида, 

описываемого равенством (2), приводит к тому, что у АКФ 
сформированной маркерной последовательности m  в соответствии 
с (3) появляются большие по амплитуде отрицательные значения. 
Это уменьшает абсолютное значение отношения максимума АКФ 
к её минимуму по сравнению с таким же значением АКФ 
для биполярной последовательности α . При этом абсолютное 
значение этого отношения оказывается приблизительно равным два 
в тех случаях, когда исходная псевдослучайная последовательность α  
генерируется таким образом, что вероятности появления 1 и 1−  
оказываются почти равными. 

Это свойство АКФ биполярной последовательности, 
используемой при традиционном маркировании, можно обосновать 
с помощью следующих рассуждений. Когда в псевдослучайных 
биполярных последовательностях α  вероятности появления 1  и 1−  
приблизительно одинаковые, тогда можно получить оценку 
максимального падения АКФ маркерной последовательности m , 
опираясь на среднее значение АКФ маркерной последовательности m , 
вычисленное для единичного сдвига от центрального значения АКФ 
маркерной последовательности m . Действительно, значение АКФ 
маркерной последовательности m , получаемое при единичном сдвиге 
маркерной последовательности m  относительно центрального 
значения АКФ, включает в себя все подстановочные (расширяющие) 
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последовательности ( )1, 1 ,− значит, падение значения АКФ окажется 
максимальным. Среднее значение на отдельную подстановку 
(в зависимости от результатов соседних подстановок) можно 
вычислить, исходя из значений для каждого из возможных вариантов, 
составляющих значения АКФ. С учетом симметрии АКФ возможны 
два варианта составляющих значения, как показано на рисунке 1. 
Без учета – четыре варианта составляющих, два из которых будут 
давать такой же вклад в значение АКФ, какой дают элементы другой 
пары составляющих. 

 

 
Рис. 1. Составляющие значения АКФ 

 
Так как таких составляющих будет в среднем одинаковое 

количество, то, исходя из них, среднее арифметическое значение 
оказывается равным единице со знаком минус, что указывает 
на падение центрального значения АКФ в 2 раза. То есть, если 
центральное значение АКФ псевдослучайной последовательности 
после подстановки расширяющей последовательности ( )1, 1 ,−  
равно ,X  то минимальное значение в среднем будет равно 2.X−  

Например, последовательность Баркера длиной 7: 
 

( )1,1,1, 1, 1,1, 1= − − −α , (7) 
 
после подстановки последовательности ( )1, 1 ,= −γ  станет маркерной 
последовательностью: 
 

( )1, 1,1, 1,1, 1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,1 ,= − − − − − − −m  (8) 
 
у которой максимум АКФ равен 14, а минимум –7 и, следовательно, 
по абсолютной величине их отношение равно ( )14 / 7 2− = . 
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Исходя из этих рассуждений и результатов проведенного 
моделирования, можно сделать следующие выводы относительно 
особенностей и свойств АКФ маркерной (расширенной) 
последовательности, сформированной в соответствии с равенствами (1)–
(3). При традиционном маркировании значение этой АКФ оказывается 
минимальным на «расстоянии» одного сдвига относительно центрального 
значения, что связано с длиной расширяющей последовательности 
( )1, 1 .−  Максимальное значение АКФ маркерной последовательности m  
зависит от длины расширяемой псевдослучайной последовательности α  и 
от длины расширяющей последовательности ( )1, 1 .−  Тогда как 
минимальное значение АКФ маркерной последовательности m  тем 
ближе по абсолютному значению к половине центрального значения, чем 
больше длина псевдослучайной последовательности α  и чем более 
равновероятным является появление 1  и 1−  в ней. При выполнении 
последнего условия, когда в качестве расширяемой последовательности 
α  используется псевдослучайная биполярная последовательность, 
у которой вероятности появления 1 и 1−  почти равны, АКФ 
расширенной последовательности m  будет определяться 
корреляционными свойствами расширяющей последовательности γ , а не 
корреляционными свойствами расширяемой последовательности α . И 
еще одно важнейшее свойство АКФ – абсолютное значение величины 
отношения максимума АКФ к её минимуму с высокой точностью 
приближается к 2. Это позволяет сформулировать критерии для поиска 
расширяющих биполярных последовательностей γ , обладающих 
улучшенными корреляционными свойствами и большей устойчивостью. 

С учетом выявленных выше свойств АКФ расширенной 
биполярной последовательности и в развитие статей [23, 24] далее 
предлагается метод построения специальных расширяющих 
биполярных последовательностей для робастного маркирования, 
позволяющий обеспечить большее, чем 2 по абсолютному значению 
отношение максимума АКФ маркерной последовательности 
m  к минимуму этой функции. 

3. Предельные биполярные последовательности для 
робастного маркирования. Если вместо традиционной расширяющей 
последовательности ( )1, 1= −γ  в равенстве (3) использовать 
расширяющую последовательность вида: 

 
трад ,= ⊗γ φ γ  (9) 
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где: 
 

( )трад 1, 1 .= −γ  (10) 
 
При этом, когда для формирования γ  применяется специально 
выбираемая биполярная последовательность: 
 

( ) { }
φ21 , ,  1, 1 ,, , N iϕ ϕ ϕ ϕ= … ∈ −φ  (11) 

 
то можно обеспечить превышающее 2 значение абсолютной величины 
отношения максимума АКФ к её минимуму у маркерной 
последовательности m . 

Использование биполярной последовательности γ  вида (9), вместо 
биполярной последовательности вида (2), приводит к тому, что маркерная 
последовательность m  уже не будет определяться уравнением (3), 
а будет с учетом (1) удовлетворять следующему равенству: 
 

( )φ α1 22, , , ,N Nm m m= … = ⊗m α γ  (12) 
 
где: 
 

( )( )

φ
φ

m

1 mod 

1

2

1 1
2

1 od
2

.1 i
i iN

N
im ϕ α−

 −−   +     
+ 

 

= −  (13) 

 
Например, если: 
 

( )1, 1,1, 1 ,= − − −φ  (14) 
 
то получится расширяющая последовательность: 
 

( )1,1, 1,1,1, 1, 1,1 ,= − − − −γ  (15) 
 
у которой максимум АКФ равен 8 , а минимум 3− , то есть, в этом 
случае у последовательности γ  значение абсолютной величины 
отношения максимума АКФ к её минимуму равно 8 / 3 2.667− = . 
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Выполнив подстановку этой последовательности γ  вместо элементов 
последовательности Баркера длины 7: 
 

( )1,1,1, 1, 1,1, 1− −= −α , (16) 
 
будет получена биполярная последовательность длиной 56: 
 

(

)

1,1, 1,1,1, 1, 1,1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,1,
       1,1, 1,1,1, 1, 1,1,1, 1,1, 1, 1,1,1, 1,
          1, 1,1, 1, 1,1,1, 1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,
          1,1, 1,1, 1, 1,1,1, 1 ,

= − − − − − − − −

− − − − − − − −
− − − − − − − −

− − − −

m

 (17) 

 
у которой максимум АКФ равен 56 , а минимум 21−  (рисунок 2). 
Следовательно, у последовательности m  абсолютное значение 
отношения максимума АКФ к минимуму этой функции равно 

56 / 21 2.667− = , что больше на 33%, чем в случае, если бы вместо 
последовательности (15) использовалась последовательность традγ , 
применяемая в традиционном маркировании (рисунок 3). Напомним, 
что при традиционном подходе значение этого отношения с высокой 
точностью приближается к 2. 
 

 
Рис. 2. График автокорреляционной функции маркерной последовательности 

(17), основанной на специальной расширяющей последовательности
( )1, 1, 1,1,1, 1, 1,1 .= − − − −γ  
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Рис. 3. График автокорреляционной функции маркерной последовательности 

(8), основанной на традиционной расширяющей последовательности 
( )трад
1, 1 .= −γ  

 
Таким образом, с учетом того, что расширяющая 

последовательность γ  в основном определяет автокорреляционные 
свойства расширенной последовательности m , когда биполярная 
последовательность α  является псевдослучайной, то требуется метод 
получения таких последовательности γ , у которых автокорреляционные 
функции имеют наибольшие минимумы среди минимумов 
автокорреляционных функций всех прочих удовлетворяющих равенству 
(9) биполярных последовательностей такой же длины. 

По определению значение АКФ ( )АКФf ,kγ  последовательности ,γ  
описываемой формулой (9), когда смещение k  принадлежит множеству: 

 
{ }φ φ φ2 1, 2 2, , 1,0,1, 2, , 2 1 ,N N N− + − + … − … −  (18) 

 
удовлетворяет следующему равенству: 
 

( ) ( ) ( )

( )

φ

φ

2
1 1

1 11 11 2 2

2
2 2

1 11 1 ,1 2 2

АКФf , k 1 1

1

N k
i i k

i i k
i

N k
i k

i i k
i

ϕ ϕ

ϕ ϕ

−
− + −

− + −   + +   =     

−
+ −

− + −   + +   =     

= − − =

= −

∑

∑

γ

 (19) 

 
где x  – абсолютное значение числа x , а x    – ближайшее целое, 
меньшее или равное числу x . 
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Полезно эту АКФ представить в следующем виде: 
 

( )
2

АКФ 1 φ2 1
2 2

1 φ
2

2 , если mod 2 0,

f , , если  mod 2 =1 и 2 1,

, если 2 1, 

k

k k

k

z k

k z z k k N

z k N

− − +  

−


=


= − − ≠ −

 − = −

γ  (20) 

 
где: 
 

{ }
φ

φ
1

,  0,1, , 1 .
N j

j j i i j
i

z z j Njj
−

− +
=

= = ∈ … −∑  (21) 

 
При этом, учитывая, что { }1, 1iϕ ∈ − , будет выполняться следующее 
равенство: 

0 φ .z N=  (22) 
 
Так как конкретные значения jz  и jz−  (при { }φ  1, 2, , 1j N∈ … − ) 

будут определяться элементами последовательности φ , 
использованной при формировании последовательности γ , то для jz  

и jz− , когда { }φ 1, 2, , 1j N∈ … − , можно указать лишь множества 
потенциальных значений: 

 
( ) ( ) ( ) ( ){ }φ, 1 , 1 , 3 ,  , ,j jz z a j a j a j N j− ∈ ± + − ± + + ± + + … ± −  (23) 

 
где: 
 

( )φ 1  mod 2.a N= −  (24) 
 
Следовательно, количество различных автокорреляционных 

функций, соответствующих одному и тому же φN , меньше количества 
последовательностей γ . Поэтому всё множество последовательностей γ , 
соответствующих одному и тому же φN , можно поделить 
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на непересекающиеся подмножества, в которые попадут 
последовательности, имеющие одинаковые автокорреляционные функции. 

Теорема 1 (О существовании верхней границы для 
минимального значения АКФ биполярной последовательности γ ). 
Среди всех биполярных последовательностей φ , определенных 
равенством (11) и имеющих одинаковую длину φN , нет такой, которая 
позволяет получить в соответствии с правилом (9) биполярную 
последовательность ,γ у которой АКФ имеет минимум, который 
больше величины: 

 
φ

φ

1
,

3
N

N
− 

− 
 

 (25) 

 
то есть для всех таких биполярных последовательностей γ  
одинаковой длины справедливо неравенство: 
 

( ) φ
АКФ φ

1
min f , .

3k

N
k N

∀

− 
≤ − 
 

γ  (26) 

 
Доказательство. Так как для φ 1N =  условие этой теоремы 

выполняется, поэтому ниже предлагается доказательство для φ 1N > . 
Предположим обратное – а именно, что среди биполярных 

последовательностей φ , определяемых равенством (11), существует 
такая последовательность, обозначим ее φ̂ , из которой в соответствии 
с правилом (9) получается биполярная последовательность γ̂ , 
у которой АКФ имеет минимальное значение, которое больше 
величины (25). В таком случае автокорреляционная функция 

( )АКФf ˆ ,kγ  (19), (20) последовательности γ̂ , имея максимум, равный 

0 φ2 2z N= , имеет минимум, который больше1: 

                                                             
1 Так, например, среди последовательностей φ , длиной φ 4N = , должны были бы 

существовать такие φ̂ , из которых получались бы последовательности γ̂ , у которых 
минимальное значение автокорреляционной функции было бы больше -3, то есть 
равнялось бы -2 или -1. 
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φ
φ

1
.

3
N

N
− 

− 
 

 (27) 

 
Значит, для этой АКФ обязательно выполняются следующие два 
неравенства: 
 

( ) φ
АКФ 0 1 φ

1
f ,1 ,ˆ

3
N

z z N
− 

= − − > − 
 

γ  (28) 

 

( ) φ
АКФ 1 φ

1
f , 2 2 .

3
ˆ

N
z N

− 
= > − 

 
γ  (29) 

 
Исходя из того, что 0 φz N= , неравенство (28) позволяет 

заключить, что 1z  должно удовлетворять следующему неравенству: 
 

φ
1

1
.

3
N

z
− 

< −  
 

 (30) 

 
Тогда как на основании неравенства (29) получается, что: 
 

φ
φ

1

1
3

.
2

N
N

z

− 
− 

 >  
(31) 

 
Следовательно, величина 1z  должна принадлежать диапазону: 
 

φ
φ

φ
1

1
13

.
2 3

N
N

N
z

− 
−  −   < < −  

 
 

(32) 

 
Нетрудно показать, что расстояние между правой и левой 

границами этого диапазона удовлетворяет равенству: 
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φ φ
φ

φ

1 1
1 3

1 3 3
,

3 2 2

N N
N

N
− −   

− +   −     − − = 
 

 

 
где { }a  – это дробная часть вещественного числа a . Так как в данном 
случае выполняется равенство: 
 

( )φ
φ

1
3 1  mod 3,

3
N

N
− 

= − 
 

 (33) 

 
то, 
 

φ 1
1 3

31 3 .
2 2 2

N − 
+  

 ≤ ≤  
(34) 

 
Таким образом, возможны три ситуации: 
 

{ }
{ }
{ }

φ
φ

φ

φ

1
1 3 1 2, если ,

3
1, ес

1,4,7,
2,5,8,

3,6,
ли ,

2
3 л 9,2, ес .и 

N
N

N
N

− 
+  
  =


∈
∈
∈











 (35) 

 
В первом и во втором случае, когда расстояние между 

границами неравенства (32) равно 1 2  и 1, соответственно, 
не существует подходящих целочисленных значений 1z . Однако, 
в третьем случае, расстояние между границами неравенства (32) 
становится наибольшим и оказывается равным 3 2 . Например, когда 

φ 9N =  , тогда 1
7 2,
2

z− < < −  или, когда φ 12N = , тогда 1
9 3.
2

z− < < −  

Можно предположить, что, когда { }φ 3,6,9,N ∈  , подходящим 
значением для 1z  является: 
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φ
φ

1
3

,
2

N
N

 −  
−  

  
 
 
  

 (36) 

 
где a    – ближайшее целое, большее или равное вещественному 
числу a . Но, в тех случаях, когда число φN  четно, тогда и величина 
(36) является четной, однако, в таком случае 1z  не может принимать 
четные значения (23). И наоборот, когда величина (36) нечетная, тогда 
и число φN  также является нечетным, но в таком случае 1z  не может 
принимать нечетные значения. Следовательно, во всех этих случаях 1z  
не может принять значение равное величине (36). 

Таким образом, среди биполярных последовательностей φ , 
определяемых равенством (11), нет такой последовательности φ̂ , 
из которой в соответствии с правилом (9) получается биполярная 
последовательность γ̂ , у которой АКФ имеет минимум, больше 
величины (25). 

Следствие из Теоремы 1 (О предельной величине верхней 
границы отношения по абсолютному значению максимума АКФ 
биполярной последовательности γ  к минимуму этой функции). 
В пределе с увеличением длины φN  последовательности φ , 
абсолютное значение отношения максимума к минимуму АКФ 
последовательности γ  равно 3. 

Действительно, проведя преобразования, получим: 
 

φ φ

φ φ

φ φ
φ φ

2 6
lim lim 3,

1 1
2 1 3

3 3

N N

N N
N N

N N
→∞ →∞

= =
− −   

− − − −   
   

 (37) 

 
где { }a – это дробная часть числа a . 

Определение. Предельной биполярной последовательностью 
,γ  удовлетворяющей равенству (9), называется такая (обозначим 
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ее ∞γ ), у которой АКФ имеет минимальное численное значение, 
равное величине (25): 

 

( ) φ
АКФ φ

1
min f , .

3k

N
k N∞∀

− 
= − 
 

γ  (38) 

 
Исходя из равенства (38) можно заключить, что у предельных 

последовательностей ∞γ  автокорреляционные функции такие, что 
для всех k  из множества (18) выполняются неравенства: 

 

( ) φ
АКФ φ

1
f , ,

3
N

k N∞

− 
≥ − 
 

γ  (39) 

 
которые, с учетом равенства (20) и 0 φz N= , можно свести 
к следующим (когда φ 1N > ): 
 

φ
φ

φ
φ 1

1
13

,
2 3j j

N
N

N
z N z −

− 
−  −   ≤ ≤ − − 

 
 

(40) 

 
где { }φ1, , 1j N∈ … − . 

Автокорреляционные функции всех предельных биполярных 
последовательностей ∞γ  обладают общим свойством, доказательство 
которого приведено далее в Теореме 2. 

Теорема 2 (о значениях первого и второго лепестков АКФ 
предельной биполярной последовательности). АКФ предельной 
последовательности ∞γ  является такой, что для неё выполняется либо 
равенство: 

 

( ) φ
АКФ φ

1
f ,1 ,

3
N

N∞

− 
= − 
 

γ  (41) 

 
либо равенство: 
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( ) φ
АКФ φ ,

1
f , 2

3
N

N∞

− 
= − 
 

γ  (42) 

 
но не оба сразу. 

Доказательство. Так как для φ 1N =  условие этой теоремы 
выполняется, поэтому ниже предлагается доказательство для φ 1N > .  

Предположим обратное, что для любой предельной 
последовательности ∞γ  при выполнении: 

 

( ) φ
АКФ φ

1
min f , ,

3k

N
k N∞∀

− 
= − 
 

γ  (43) 

 
для всех { }φ3,4, , 2 1k N∈ … −  выполняется неравенство: 
 

( ) φ
АКФ φ

1
f , ,

3
N

k N∞

− 
≥ − 
 

γ  (44) 

 
но для всех { }1,2k ∈  выполняется либо неравенство: 
 

( ) φ
АКФ φ

1
f , ,

3
N

k N∞

− 
> − 
 

γ  (45) 

 
либо равенство: 
 

( ) φ
АКФ φ

1
f , .

3
N

k N∞

− 
= − 
 

γ  (46) 

 
Если для всех { }1,2k ∈  выполняется неравенство (45), 

то в таком случае 1z  должно удовлетворять двойному неравенству 
(32), для которого при доказательстве Теоремы 1 было показано, что 
не существует такого 1z , который удовлетворял бы ему. 

Теперь, если будет опровергнуто равенство: 
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( ) ( )АКФ АКФf ,1 f , 2 ,∞ ∞=γ γ  (47) 
 
то теорема будет доказана. Предположим обратное, что равенство (47) 
выполняется, тогда выполняется и равенство: 
 

0 1 12 .z z z− − =  (48) 
 
В таком случае, с учетом равенства 0 φz N= , будет: 
 

φ
1 .

3
N

z = −  (49) 

 
Так как 1z  является целым числом, то это равенство не может 

выполняться для значений φN  не кратных 3. Тогда, рассмотрим только 
такие значения φN , которые кратны 3 – в таких случаях отношение 
справа от знака равенства (49) будет целым числом. Во-первых, 
это отношение будет равно нечетному числу, когда φN  равно 
нечетному числу, кратному 3. Во-вторых, это отношение будет равно 
четному числу, когда φN  равно четному числу, кратному 3. Но при 
нечетном φN  число 1z  может быть только четным (23), и, наоборот, – 
при четном φN  число 1z  может быть только нечетным. Значит, 

равенство ( ) ( )АКФ АКФf ,1 f , 2∞ ∞=γ γ  также не выполняется. 
Следствие из Теоремы 2. У предельных последовательностей 

,∞γ  когда φ 1,N >  автокорреляционные функции такие, что: 
 

( )φ
φ

1
φ

1
1,  если  1  mod3 0,

3

1
,  иначе.

3

N
N

z
N

 − 
− − + =  
  = 

−  −    

 (50) 

 
Доказательство. Когда для АКФ предельной 

последовательности ∞γ  выполняется равенство: 
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( ) φ
АКФ φ

1
f ,1 ,

3
N

N∞

− 
= − 
 

γ  (51) 

 
тогда: 
 

φ
0 1 φ

1
.

3
N

z z N
− 

− − = − 
 

 (52) 

 
В таком случае, с учетом равенства 0 φz N= , будет выполняться 
равенство: 
 

φ
1

1
.

3
N

z
− 

= −  
 

 (53) 

 
Однако это равенство, учитывая свойство (23), может выполняться 
только, когда четность числа φ 1N −  совпадает с четностью числа 

φ 1
,

3
N − 

 
 

 то есть равенство (53) выполняется только для тех чисел 

φ ,N  для которых выполняется равенство: 
 

( ) φ
φ

1
1  mod 2 mod 2.

3
N

N
− 

− =  
 

 (54) 

 
Таковыми являются числа { }φ 1,3, 4,6,7,9,10,12,13,N ∈ … . Этим 
доказана нижняя половина кусочно-определенного равенства (50). 

Теперь докажем верхнюю половину (50). Когда для АКФ 
предельной последовательности ∞γ  выполняется равенство: 
 

( ) φ
АКФ φ

1
f , 2 ,

3
N

N∞

− 
= − 
 

γ  (55) 

 
тогда: 
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φ
φ

1

1
3

.
2

N
N

z

− 
− 

 =  
(56) 

 
С одной стороны, правая часть равенства (56) принимает целые 
значения, только когда { }φ 2,5,8,11,14,17,20, ,N ∈ …  то есть когда: 
 

( )φ 1  mod 3 0.N + =  (57) 
 
С другой стороны, учитывая свойство (23), равенство (56) может 
выполняться, только когда четность числа φ 1N −  совпадает 
с четностью правой части равенства (56) числа, то есть для таких 
положительных целых чисел φN , для которых выполняется равенство: 
 

( )
φ

φ

φ

1
3

1  mod 2 mod 2.
2

N
N

N

− 
− 

 − =  (58) 

 
Но это равенство как раз и выполняется, когда φN  удовлетворяет 
равенству (57). При этом, когда φN  удовлетворяет равенству (57), 
тогда выполняется равенство: 
 

φ
φ

φ

1
13

1.
2 3

N
N

N
− 

−  −   = − − 
 

 
(59) 

 
Действительно, если вычесть из левой части этого равенства правую, 
то получается следующее равенство: 
 

φ φ
φ

φ

1 1
1 3

13 3
1 ,

2 3 2

N N
N

N
− −   

− −    −    + + = 
 

 
(60) 
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где { }a  – это дробная часть числа a . Но, 
 

φ 1
3 1,

3
N − 

= 
 

 (61) 

 
когда φN  удовлетворяет равенству (57). Значит, когда φN  
удовлетворяет равенству (57), будет выполняться равенство: 
 

φ 1
1 3

3
0.

2

N − 
−  

  =  
(62) 

 
Следовательно, когда φN  удовлетворяет равенству (57), тогда 
выполняется равенство (59). Тем самым доказана верхняя половина 
кусочно-определенного равенства (50). 

Следует отметить, что с формальной точки зрения, величина 1z  
не определена, когда φ 1N =  (21). Но если принять, что 1 0z = , когда 

φ 1N = , то (50) будет выполняться и для случая φ 1N = . 
4. Метод поиска полного множества предельных 

последовательностей на основе рационального выбора. Равенство 
(50) с учетом равенства (21) можно представить в следующем виде: 
 

( )
φ

φ
φ1

1
1 φ

1
1,  если 1  mod3 0,

3

1
,  иначе.

3

N

i i
i

N
N

N
ϕ ϕ

−

+
=

 − 
− − + =  
  = 

−  −    

∑  (63) 

 
Поэтому, опираясь на Следствие из Теоремы 2, можно сказать, что при 
поиске предельных последовательностей ∞γ  можно ограничиться 
только множеством Φ  из таких биполярных последовательностей φ  
длиной φN , для которых выполняется кусочно-определенное 
равенство (63). 

С учетом равенства (21) числа z j  можно определить как сумму 
элементов последовательности следующего вида: 
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( )φ1, 2, ,, ,, ,j j j N j jv v v −=v   (64) 
 
где: 
 

, .i j i i jv jj  +=  (65) 
 
Так как { }1, 1iϕ ∈ − , то { }, 1, 1i jv ∈ − . 

Важно отметить, что элементы последовательности jv , когда 
2j ≥ , можно вычислить по элементам двух предыдущих 

последовательностей 1j−v  и 2j−v  следующим образом: 
 

, , 1 1, 2 1, 1.i j i j i j i jv v v v− + − + −=  (66) 
 
Действительно, произведение справа от знака этого равенства 
совпадает с правой частью равенства (65): 
 

2 2
, 1 1, 2 1, 1 1 1 1 2 1 1 1 1 1 .i j i j i j i i j i i j i i j i i j i i j i i jv v v jjjjjjjjjjjj           − + − + − + − + + + − + + + − + − + + += = =  

 
Любой вектор 1v  связан с двумя биполярными 

последовательностями φ . При этом эти две последовательности 
определяют две последовательности γ , у которых совпадают 
автокорреляционные функции. Так, когда известен вектор 1v , тогда 
восстановить элементы упомянутых двух биполярных 
последовательностей φ , с которыми он связан, можно по следующему 
правилу: 

1) Прямая последовательность φ : пусть 1 1,ϕ = −  тогда: 
 

{ }
1

,1 φ
1

,  2,3, , .
i

i l
l

v i Nϕ
−

=

= − ∈ …∏  (67) 

 
2) Инвертированная прямая последовательность φ : пусть 

1 1,ϕ =  тогда: 
 

{ }
1

,1 φ
1

,  2,3, , .
i

i l
l

v i Nϕ
−

=

= ∈ …∏  (68) 
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Таким образом, множество Φ  соответствует множеству 1V  
из таких последовательностей 1v , у которых сумма элементов равна 
числу 1z , удовлетворяющему равенству (50). А так как { }, 1, 1i jv ∈ − , 
то мощность множества 1V  равна биномиальному коэффициенту: 

 
φ 1

φ

1
2

1 1 ,
N z

NC
− +

−=V  (69) 

 
где: 
 

( )φ 1

φ

1
φ2

1
φ 1 φ 1

1 !
.

1 1
! !

2 2

N z

N

N
C

N z N z

− +

−

−
=

− + − −   
   
   

 
(70) 

 
Если некоторая последовательность 1 1∈v V  связана 

с последовательностью φ , которая в свою очередь определяет 
предельную последовательность ∞γ , тогда сумма элементов каждой из 

последовательностей множества { }φ1 2 1, , , N −…v v v  удовлетворяет 

двойному неравенству (40). 
А теперь, для примера выполним поиск всех предельных 

последовательностей ∞γ  для φ 4N = . Поиск представлен в виде 
следующей последовательности действий: 

1) Так как φ 4N = , то, в соответствии с равенством (50), 
выполняется следующее равенство: 1 1.z = −  

2) Так как φ 4N =  и 1 1z = − , то поиск подходящих 
последовательностей 1v  длиной φ 1 3N − = , следует вести среди всех 
таких биполярных последовательностей, у которых сумма элементов 
равна 1− . 

3) В соответствии с равенством (69), множество 1V  
проверяемых последовательностей 1v , длиной φ 1 3N − = , имеет 

мощность 1 3.=V  
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С учетом того, что в это множество должны войти все 
последовательности 1v  длиной 3 , у которых сумма элементов 
равна 1− , то оно будет следующим: 

 
( ) ( ) ( ){ }1 1, 1,1 1, .1, 1 1, ,, 1 1,− − − −= − −V  

 
4) Определим по формуле (66) для каждой из этих трех 

последовательностей последующие за ними последовательности 2v  
и 3v : для последовательности ( )1 1, 1,1− −=v , это будут: ( )2 1, 1= −v  

и 3 1;=v  для последовательности ( )1 1,1, 1−= −v : ( )2 1, 1= − −v  

и 3 1;=v для последовательности ( )1 1, 1, 1−= −v , последующими будут: 

( )2 1,1= −v  и 3 1.=v  
5) Так как сумма элементов последовательности jv  равна 

величине jz , то можно проверить, определяет ли какая-то 
из последовательности множества 1V  предельную последовательность 

∞γ . Учитывая, что 1 1z = −  и, что у предельных последовательностей 

∞γ  выполняются двойные неравенства (40). Следует проверить 
выполняются ли два двойных неравенства: 
 

2
3 4,
2

z− ≤ ≤  3 2
3 3 .
2

z z− ≤ ≤ −  

 
− Выполним проверку для вектора ( )1 1, 1,1− −=v .  
Суммы элементов векторов 2v  и 3v  равны 2 0z =  и 3 1z = , 

соответственно. Оба двойных неравенства удовлетворяются. 
Следовательно, вектор ( )1 1, 1,1− −=v  успешно проходит проверку, так 
как определяет предельные последовательности ∞γ . 

− Выполним проверку для вектора ( )1 1,1, 1−= −v . 
Суммы элементов векторов 2v  и 3v  равны 2 2z = −  и 3 1z = , 

соответственно. Первое двойное неравенство не удовлетворяются. 
Следовательно, вектор ( )1 1,1, 1−= −v  не проходит проверку, так как не 
определяет предельные последовательности ∞γ . 

− Выполним проверку для вектора ( )1 1, 1, 1−= −v . 
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Суммы элементов векторов 2v  и 3v  равны 2 0z =  и 3 1z = , 
соответственно. Оба двойных неравенства удовлетворяются. 
Следовательно, вектор ( )1 1, 1, 1−= −v  успешно прошел проверку, так 
как определяет предельные последовательности ∞γ . 

6) Используя вектора, которые прошли проверку, 
восстановим по правилам (67)–(68) биполярные последовательности  
φ : 

− Для вектора ( )1 1, 1,1− −=v : 
• прямая последовательность ( )1,1 ;1,1, 1, 1− − −=φ  
• инвертированная прямая последовательность 
( )1,2 1, 1,1, .1−=φ  

− Для вектора ( )1 1, 1, 1−= −v : 

• прямая последовательность ( )2,1 1, 1,1, ;1− − −=φ  
• инвертированная прямая последовательность 
( )2,2 .1,1, 1,1= −φ  

Видно, что последовательность 2,1φ  получается 
из последовательности 1,1φ  путем обращения порядка всех элементов, 
тогда как последовательность 2,2φ  получается из 1,1φ  путем обращения 
порядка элементов с последующим инвертированием их значений. 
А так как последовательность 1,2φ  получается из последовательности 

1,1φ  путем инвертирования значений всех элементов, то, получается, 
что все три последовательности 1,2 ,φ  2,1φ  и 2,2φ  можно получить 
из 1,1.φ  

7) Теперь по последовательностям 1,1φ , 1,2φ , 2,1φ  и 2,2φ , 
в соответствии с правилом (9), вычислим биполярные 
последовательности, которые являются предельными: 
 

( ),1,1 1,1,1, ,1, 1,1, 1,1∞ − − − −=γ  
 

( ),1,2 1, 1, 1 ,,1,1, 1,1, 1∞ − − − −=γ  
 

( ),2,1 1,1, 1 ,,1,1, 1, 1,1∞ − − − −=γ  
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( ),2,2 1, 1,1, .1, 1,1,1, 1∞ − − − −=γ  
 

Все эти четыре последовательности имеют одну и ту же 
автокорреляционную функцию ( )АКФf ,k∞γ : 

 
1, 2, 1,0,1, 2, 3,8, 3, 2,1,0, 1,2, 1.− − − − − − − −  

 
5. Метод построения предельных биполярных 

последовательностей с использованием порождающих функций. 
С ростом величины φN  возрастает и мощность множества 1V  (69) 
последовательностей-кандидатов, среди которых находятся те, 
которые связаны с предельными последовательностями ∞γ . Поэтому 
если найти функциональную зависимость между предельными 
последовательностями и значениями специальных функций, которые 
далее называются порождающими, то можно будет сразу определять 
некоторое подмножество предельных последовательностей для любого 
заданного значения φN  (без необходимости выполнения поиска 
предельных последовательностей на основе рационального перебора). 

Каждой биполярной последовательности φ  (11) можно 
сопоставить целое неотрицательное число a , по следующему правилу: 

 
φ

φ

1

1
2 .

2

N
N i i

i

a
ϕ−

=

+ =  
 

∑  (71) 

 
Например, биполярной последовательности ( )1, 1, 1, 1,1 = − − −φ , будет 
сопоставлено число 17a = . 

Среди целых неотрицательных чисел a , в контексте решения 
задачи нахождения предельных последовательностей ∞γ , особый 
интерес представляют такие целые неотрицательные числа, которые 
соответствуют последовательностям φ , лежащим по правилу (9) 
в основе предельных последовательностей ∞γ . Например, когда 

φ 5N = , тогда такие целые числа a  образуют последовательность: 
5,9,11,13,18,20,22,26. Видно, что минимальным среди них является 
число 5, значит, числа с 1 по 4 не связанны с предельными 
последовательностями. 
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Целое неотрицательное число a , соответствующее биполярной 
последовательности φ , определенной равенством (11) и имеющей 
длину φN , которая позволяет получить в соответствии с правилом (9) 
биполярную последовательность, которая является предельной 
последовательностью ∞γ , можно вычислить с помощью следующей 
рекуррентной функции: 

 

( )

( ) { }
( ) { }
( ) { }

1 φ φ

1 φ φ
1 φ

1 φ φ

φ

f 1 ,  если 3,6,9, ,

2f 1 ,  если 4,7,10, ,
f

2f 1 1,  если 2,5,8, ,

0,  если 1.

N N

N N
N

N N

N

 − ∈ …

 − ∈ …= 

− + ∈ …


=

 (72) 

 
Например, пусть φ 19,N =  тогда: 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )( )
( )( )( )

f 19 2f 18 2 f 17 2 2f 16 1

2 2 2f 15 1 2730.

a = = = = + =

= + =…=
 (73) 

 
В двоичном представлении в девятнадцатиразрядной двоичной сетке 
(так как φ 19N = ) это число выглядит так: 
 

10 22730 0000000101010101010= . (74) 
 
Значит, искомая биполярная последовательность будет: 
 

(
)

1, 1, 1, 1, 1, 1, 1,1, 1,

         1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1 .

= − − − − − − − −

− − − − −

φ
 (75) 

 
Этой последовательности φ  соответствует биполярная 
последовательность: 
 

(

)

1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1,
         1, 1, 1,1,1, 1, 1,1,1, 1, 1,1,
         1, 1, 1,1,1, 1, 1,1,1, 1, 1,1 ,

= − − − − − − −

− − − − − −

− − − − − −

γ
 (76) 
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у которой абсолютное значение отношения максимума к минимуму 
АКФ равно: 
 

φ

φ
φ

2 38 2,92
1 13

3

N
N

N
= ≅

−
−

, (77) 

 
что является максимально достижимым значением, когда φ 19N =  
в формуле (26). Значит последовательность (76) является предельной 
последовательностью. 

Важно отметить, что числа, получаемые из значения ( )1 φf ,N
путем инвертирования всех двоичных разрядов, путем обращения всех 
двоичных разрядов, а также путем обращения и инвертирования всех 
двоичных разрядов также соответствуют последовательностям φ , 
определяющим предельные последовательности ∞γ . Например, если 
такие операции выполнить с числом ( )1f 19 2730= , представленном 
в 19-разрядной сетке, соответственно получатся следующие числа: 
521557 , 174720 , 349567 . Этим трем числам, также как и числу 2730 
(73)–(77), соответствуют предельные последовательности ∞γ . И все 
они будут иметь одинаковые автокорреляционные функции. 

Когда { }φ 1,2,3,4 ,N ∈  тогда с помощью порождающей функции 

( )1 φf ,N  определенной равенством (72), можно получить все 

возможные предельные последовательности .∞γ  Однако, когда 

φ 5,N ≥  среди предельных последовательностей ∞γ  появляются такие, 
которые уже не получаются с помощью порождающей функции 
( )1 φf .N  Так, например, при φ 5N =  существует предельные 

последовательности ,∞γ  связанные с числами 9, 13, 18, 22, тогда как 

с помощью порождающей функции ( )1 φf N  можно получить числа: 
5, 11, 20, 26. Число 9 является вторым по порядку в этой 
последовательности из 8 чисел. Если проанализировать вторые 
по порядку числа для φ 5N ≥ , можно получить вторую порождающую 
функцию: 
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( )

( ) { }
( ) { }
( ) { }

2 φ φ

2 φ φ
2 φ

2 φ φ

φ

f 1 ,  если 6,9,12, ,

2f 1 ,  если 7,10,13, ,
f

2f 1 1,  если 8,11,14, ,

9,  если 5.

N N

N N
N

N N

N

 − ∈ …

 − ∈ …= 

− + ∈ …


=

 (78) 

 
Функции ( )1 φf N  (для значений { }φ 1, ,10000N ∈ … ) и ( )2 φf N  

(для значений { }φ 5, ,10000N ∈ … ) успешно прошли проверку на то, что 
они действительно вычисляют подходящие числа ,a  с помощью 
которых можно получить предельные последовательности .∞γ  Таким 
образом, с помощью порождающих функций 1f  и 2f  можно получать 
предельные последовательности в тех случаях, когда вычислительная 
сложность поиска предельных последовательностей в соответствии 
с предложенным выше методом неприемлемо велика. 

6. Результаты компьютерного моделирования. Выше было 
доказано, что абсолютное значение отношения максимума АКФ 
маркерной последовательности m  к минимуму АКФ, когда 
используется предельная последовательность ∞γ , превышает число 
2 и в пределе равно 3. В то время как абсолютное значение этого 
отношения, когда используется традиционная расширяющая 
последовательность традγ  при построении маркерной 
последовательности m , с достаточно высокой точностью равно 2. 
Применение предложенных предельных последовательностей 
с улучшенными корреляционными свойствами позволяет повысить 
качество детектирования и, как следствие, устойчивость маркирования 
цифровых аудиосигналов к действию помех, преобразованиям 
и деструктивным воздействиям. 

Важно выполнить экспериментальную оценку того, насколько 
применение предельных биполярных последовательностей отражается 
на корреляционных свойствах извлекаемого из стегоаудиосигнала 
маркера для наихудших (и часто реальных) условий приема, 
характеризующих прежде всего слепой прием. Напомним, что при 
слепом приеме аудиосигнал, в который внедряется маркер, неизвестен 
авторизованному получателю. В этом случае в процессе обнаружения 
и извлечения маркера из стегоаудиосигнала исходный (покрывающий) 
аудиосигнал становится шумом, влияющим на качество 
корреляционного детектирования.  
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Для этого необходимо, прежде всего, оценить то, насколько при 
слепом приеме изменяется взаимная корреляция между извлеченной 
из маркированного аудиосигнала последовательностью и внедренной 
маркерной последовательностью m  при варьировании тех или иных 
параметров, а также провести сравнительную оценку абсолютных 
значений отношений максимумов к минимумам взаимных 
корреляционных функций (ВКФ), характеризующих эту корреляцию, 
для традиционно используемой последовательности традγ  
и предложенной предельной последовательности ∞γ . 

В процессе проведенного компьютерного моделирования 
в качестве покрывающих аудиосигналов использовались 100 
популярных музыкально-песенных композиций из различных 
направлений музыки. Маркированные аудиосигналы не подвергались 
никаким дополнительным цифровым преобразованиям. Поэтому 
исходный цифровой аудиосигнал в условиях слепого приема выступал 
единственным искажающим воздействием (шумом). Варьируемым 
параметром была сила внедрения маркера, определяющая 
коэффициент масштабирования амплитуды частотной составляющей 
спектра Фурье блока отсчетов при внедрении элементов маркера. 
Оценивались два показателя – отношение сигнал-маркер и абсолютное 
значение отношения максимума взаимной корреляционной функции 
к ее минимуму. Оба этих показателя позволяли делать выводы 
об устойчивости (в условиях слепого приема) маркерных 
последовательностей, сформированных на основе предельных 
последовательностей ∞γ , и традиционно используемых маркерных 
последовательностей, основанных на традγ . 

Для внедрения, обнаружения и извлечения маркерной 
последовательности методом слепого приема использовались 
процедуры, предложенные в работе [24]. 

При формировании маркерных последовательностей m  
для компьютерного моделирования последовательность α  
представляла собой биполярную последовательность длиной 64449 
элементов, получаемую в результате кронекерова произведения двух 
псевдослучайных последовательностей: 

 
1 2 ,= ⊗α α α  

 
где 1α  – это биполярная последовательность Касами (длиной 
1023 элемента), 2α  – это биполярная последовательность Голда 
(длиной 63 элемента). В качестве расширяющей последовательности 
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использовалась либо биполярная последовательность традγ , 
определяемая равенством (10), соответствующая традиционному 
методу формирования маркерной последовательности по правилу (3), 
либо предельная биполярная последовательность: 
 

( )1, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,1,1, 1, 1,1,1 1 ,∞ − − − − − − − − − − − − −=γ  
 
соответствующая предлагаемому робастному методу формирования 
маркерной последовательности по правилу (12). 

В результате, при использовании традиционного подхода к 
формированию маркерной последовательности вычисленное 
абсолютное значение отношения максимума АКФ к её минимуму 
составило: 

 
128898 2.001,
64417

− ≅  

 
а при использовании предлагаемого подхода с использованием 
предельных биполярных последовательностей, это отношение 
равнялось: 
 

1675674 2.889.
580009

− ≅  

 
Поскольку при слепом приеме покрывающий аудиосигнал 

становится шумом для процесса извлечения внедренных маркеров 
и вычисления ВКФ, то абсолютные значения этих отношений для ВКФ 
будут определяться отношением сигнал-маркер, которое в свою 
очередь, зависит от силы внедрения элементов маркера. 

Результаты компьютерного моделирования по оценке 
абсолютной величины отношения максимума ВКФ к ее минимуму 
в зависимости от основных параметров маркирования представлены 
в Таблицах 1 и 2. Приняты следующие обозначения столбцов таблицы: 
[А] – сила внедрения маркера; [Б] – среднее значение отношения 
сигнал-маркер (единица измерения – дБ); [В] – среднее значение 
абсолютной величины отношения максимума ВКФ к минимуму этой 
функции, характеризующей корреляцию между извлеченной 
последовательностью и внедренной маркерной последовательностью. 

Традиционно считается [25, 26, 27, 28], что, когда отношение 
сигнал-маркер больше 20 дБ, тогда акустические артефакты, 
появляющиеся в результате внедрения маркера в аудиосигнал, будут 

252

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

ЦИФРОВЫЕ ИНФОРМАЦИОННО-ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ



не слышимы человеческим ухом. Поэтому при моделировании 
максимальная сила внедрения равнялась 0.1, что обеспечивает 
отношение сигнал-маркер больше 20 дБ.  

Анализ полученных результатов показал, что при силе 
внедрения 0.1 абсолютное значение величины отношения максимума 
ВКФ к ее минимуму уменьшается по сравнению с этим же 
показателем, полученным для АКФ (2.001), почти на 0.12 
(традиционное маркирование), тогда как для робастного 
маркирования, основанного на использовании предельной 
последовательности, это отличие составляет всего лишь около 0.05 
(при значении для АКФ, равном 2.889). Традиционный маркер 
становится не отличим от белого шума, когда сила внедрения будет 
меньше 0.01, тогда как маркер, построенный на основе предельной 
последовательности, будет не отличим от белого шума только тогда, 
когда сила внедрения будет меньше 0.003. 

Таким образом, при слепом приеме маркирование цифровых 
аудиосигналов с использованием предельных биполярных 
последовательностей, по сравнению с традиционным маркированием, 
не только обеспечивает большее по абсолютной величине отношение 
максимума ВКФ к ее минимуму, но и является на порядок более 
устойчивым к искажающему воздействию покрывающего 
аудиосигнала.  

 
Таблица 1. Результаты моделирования для случая, когда использовалась 

традиционная биполярная последовательность ( )1, 1= −γ  
[A] [Б] [В] 
0.1 22.6537914407729 1.89400133362661 
0.09 23.5689087161114 1.88940377072308 
0.08 24.5919137027463 1.88378546192023 
0.07 25.7516863726654 1.87676523118745 
0.06 27.0905201404766 1.86774872443684 
0.05 28.6739760385219 1.85576203481233 
0.04 30.6118656605248 1.83912315246444 
0.03 33.1099713242667 1.80857006872274 
0.02 36.6298991976145 1.66904242496330 
0.01 42.6405797512073 1.22115540454256 
0.009 43.5527289528179 1.17197219241071 
0.008 44.5716571653026 1.12916956984856 
0.007 45.7256236763519 1.09483301588215 
0.006 47.0558026726118 1.06745248183093 
0.005 48.6255673720736 1.04974406741366 
0.004 50.5399521171489 1.03956744534308 
0.003 52.9924466534771 1.03586059278761 
0.002 56.4032438747814 1.03275100298008 
0.001 62.0084277052975 1.03056260054767 
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Таблица 2. Результаты моделирования для случая, когда использовалась 
предельная биполярная последовательность

( )1, 1, 1,1, 1,1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,1, 1,1,1, 1, 1,1,1, 1, 1,1,1 1∞ = − − − − − − − − − − − − −γ . 
[A] [Б] [В] 
0.1 22.9756767301182 2.84137761957072 
0.09 23.8908264049154 2.83731141890393 
0.08 24.9138766626027 2.83226677555242 
0.07 26.0737153223891 2.82584064373021 
0.06 27.4126506827211 2.81737334369541 
0.05 28.9962748847080 2.80570558153818 
0.04 30.9344738175417 2.78840201614555 
0.03 33.4332456738216 2.75516799839706 
0.02 36.9550626144124 2.67636860609201 
0.01 42.9756178969781 2.44763217519363 

0.009 43.8907537349459 2.39680709039650 
0.008 44.9137846437648 2.33405951225665 
0.007 46.0735950750664 2.24683845587408 
0.006 47.4124869330215 2.10918146136329 
0.005 48.9960389735402 1.90539412353207 
0.004 50.9341050426052 1.64397752034035 
0.003 53.4325898308898 1.33580638954599 
0.002 56.9535867943209 1.10082579442145 
0.001 62.9697239736851 1.00904942996361 

 
7. Заключение. В статье разработан математический аппарат 

для поиска и построения предельных биполярных 
последовательностей, используемых при решении задачи робастного 
маркирования цифровых аудиосигналов по методу лоскута. 
Предельные биполярные последовательности определены как 
расширяющие последовательности с улучшенными корреляционными 
свойствами, у которых автокорреляционные функции обладают 
максимально возможными по абсолютному значению отношениями 
максимума к минимуму. 

Сформулированы и доказаны теоремы и следствия из них: 
о существовании верхней границы минимальных значений 
автокорреляционных функций предельных биполярных 
последовательностей и о значениях первого и второго лепестков АКФ. 
На этой основе дано строгое определение предельных биполярных 
последовательностей и показано, что в пределе значение абсолютной 
величины отношения максимума АКФ таких последовательностей 
к её минимуму стремится к 3. Разработаны метод поиска полного 
множества предельных биполярных последовательностей на основе 
рационального перебора и метод построения предельных биполярных 
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последовательностей произвольной длины с использованием 
порождающих функций. 

Представлены результаты компьютерного моделирования 
по оценке значений абсолютной величины отношения максимума 
к минимуму автокорреляционной и взаимной корреляционных 
функций исследуемых биполярных последовательностей для 
наихудших условий приема – слепого приема. Их анализ показал, что 
предложенные предельные биполярные последовательности 
характеризуются лучшими корреляционными свойствами в сравнении 
с традиционно используемыми биполярными последовательностями 
и обладают большей устойчивостью. 
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M. GOFMAN, A. KORNIENKO  
LIMIT BIPOLAR SEQUENCES FOR PATCHWORK-BASED 

ROBUST DIGITAL AUDIO WATERMARKING 
 
Gofman M., Kornienko A. Limit Bipolar Sequences for Patchwork-Based Robust Digital 
Audio Watermarking. 

Abstract. Ensuring the robustness of digital audio watermarking under the influence of 
interference, various transformations and possible attacks is an urgent problem. One of the 
most used and fairly stable marking methods is the patchwork method. Its robustness is 
ensured by the use of expanding bipolar numerical sequences in the formation and embedding 
of a watermark in a digital audio and correlation detection in the detection and extraction of a 
watermark. An analysis of the patchwork method showed that the absolute values of the ratio 
of the maximum of the autocorrelation function (ACF) to its minimum for expanding bipolar 
sequences and extended marker sequences used in traditional digital watermarking approach 2 
with high accuracy. This made it possible to formulate criteria for searching for special 
expanding bipolar sequences, which have improved correlation properties and greater 
robustness. The article developed a mathematical apparatus for searching and constructing 
limit-expanding bipolar sequences used in solving the problem of robust digital audio 
watermarking using the patchwork method. Limit bipolar sequences are defined as sequences 
whose autocorrelation functions have the maximum possible ratios of maximum to minimum 
in absolute value. Theorems and corollaries from them are formulated and proved: on the 
existence of an upper bound on the minimum values of autocorrelation functions of limit 
bipolar sequences and on the values of the first and second petals of the ACF. On this basis, a 
rigorous mathematical definition of limit bipolar sequences is given. A method for searching 
for the complete set of limit bipolar sequences based on rational search and a method for 
constructing limit bipolar sequences of arbitrary length using generating functions are 
developed. The results of the computer simulation of the assessment of the values of the 
absolute value of the ratio of the maximum to the minimum of the autocorrelation and cross-
correlation functions of the studied bipolar sequences for blind reception are presented. It is 
shown that the proposed limit bipolar sequences are characterized by better correlation 
properties in comparison with the traditionally used bipolar sequences and are more robust. 

Keywords: steganography, digital audio, patchwork method, digital watermarking, bipolar 
sequences, correlation function. 
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УДК 621.391 DOI 10.15622/ia.22.2.2 
 

С.В. ДВОРНИКОВ, С.С. ДВОРНИКОВ, К.Д. ЖЕГЛОВ 
ПОМЕХОУСТОЙЧИВОСТЬ СИГНАЛОВ ОДНОПОЛОСНОЙ 
МОДУЛЯЦИИ С УПРАВЛЯЕМЫМ УРОВНЕМ НЕСУЩЕГО 

КОЛЕБАНИЯ 
 

Дворников С.В., Дворников С.С., Жеглов К.Д. Помехоустойчивость сигналов 
однополосной модуляции с управляемым уровнем несущего колебания. 

Аннотация. Однополосная модуляция активно используются при организации связи 
посредством ионосферного канала в декаметровом диапазоне радиоволн. Это 
обусловлено, тем, что передачи с однополосной модуляции позволяют минимизировать 
полосу частот при сохранении скорости передачи информации и при этом повысить 
помехоустойчивость приема по отношению к передачам с амплитудной и частотной 
аналоговой модуляцией. Вместе с тем широкое применение технологий квадратурного 
синтеза открыли новые возможности по формированию передач с однополосной 
модуляцией без непосредственного применения процедур фильтрации. Анализ 
особенностей реализации метода квадратурного синтеза сигналов с однополосной 
модуляцией показал, что введение в состав его процедур дополнительного параметра 
позволит регулировать остаточный уровень несущего колебания и тем самым управлять 
помехоустойчивостью приема. Открывшиеся возможности позволили разработать 
способ и реализующее его устройство формирования сигнала однополосной модуляции 
с регулируемым уровнем несущего колебания. Рассмотрены технологии квадратурного 
синтеза сигналов амплитудной модуляции и однополосной модуляции с подавленной 
несущей как на уровне аналитического моделирования, так и с применением 
стандартного квадратурного модулятора. Обоснована необходимость перехода к 
аналитической форме представления модулирующего сигнала. Показана роль и место 
преобразователя Гильберта при формировании сигналов с однополосной модуляцией. 
Рассмотрены известные технологии формирования сигналов однополосной модуляции с 
сохраненным пилот-сигналом. Обоснована возможность управления величиной 
сохраненного пилот-сигнала на уровне процедур квадратурного синтеза. Разработана 
аналитическая модель и на ее основе структурная схема, позволяющая формировать 
сигналы однополосной модуляции с регулируемым уровнем пилот-сигнала. 
Демонстрируются результаты аналитического моделирования. Рассчитана величина 
обеспечиваемого энергетического выигрыша в результате регулирования остаточным 
уровнем несущего колебания. Проанализированы подходы к оценке 
помехоустойчивости передач с однополосной модуляцией. Предложен подход к расчету 
вероятности битовой ошибки передач с однополосной модуляцией, манипулированных 
дискретными колебаниями по результатам перераспределения энергии между несущим 
колебанием и боковой полосой, определяемого остаточным уровнем пилот-сигнала. 
Сформулированы выводы и предложения по практической реализации полученных 
результатов.  

Ключевые слова: однополосная модуляция, управление уровнем пилот-сигнала, 
синтез сигналов однополосной модуляции, помехоустойчивость передач с однополосной 
модуляцией. 

 
1. Введение. Однополосная модуляция (ОМ), в английском 

варианте single-sideband modulation (SSB), получила свое развитие 
благодаря исследовательской работе Дж. Р. Карсона (патент на способ 
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передачи сигналов с эффективным использованием канального 
спектра) [1]. С того момента передачи с ОМ активно используются при 
организации связи посредством ионосферного канала в декаметровом 
диапазоне радиоволн [2 – 4]. 

Основное преимущество сигналов ОМ в каналах декаметровой 
радиосвязи, перед другими видами модуляции состоит в том, что их 
применение позволяет минимизировать полосу частот при сохранении 
скорости передачи информации [5, 6]. Теоретические основы 
формирования и обработки сигналов ОМ достаточно хорошо 
проработаны, что позволило получить им широкую практическую 
апробацию не только в декаметровом диапазоне радиоволн, 
но и в оптике [7, 8].  

Однако основное применение передачи с ОМ преимущественно 
находят на линиях коротковолновой связи [9, 10], а также 
в аппаратуре, использующей технологии мультиплексирования 
с частотным разделением каналов (ЧРК) [11, 12], в английском 
варианте frequency-division multiplexing (FDM) [8]. Начиная с середины 
50 гг. XX века однополосная модуляция применяется в качестве 
основного стандарта для связи с воздушными судами в воздухе. 

Вместе с тем, несмотря на глубокую проработку теоретических 
аспектов, связанных с передачами ОМ по различным каналам связи, 
проведенный анализ публикационной активности показал, что 
в настоящее время наблюдается определенный ренессанс технологий 
SSB, вызванный переходом к цифровым методам квадратурной 
обработки сигналов [13 – 15]. Указанные обстоятельства определяют 
актуальность данного направления исследования.  

В связи с этим, в настоящей статье представлены результаты 
исследования по разработке способа и реализующего его устройства, 
позволяющего формировать сигналы ОМ с регулируемым уровнем 
несущего колебания. Данное направление представляет собой 
дальнейшее развитие технологии синтеза сигналов ОМ, получившей в 
англоязычной литературе название single-sideband suppressed-carrier 
modulation (SSB-SC) [16]. 

2. Теоретические основы синтеза сигналов ОМ. В аналоговых 
модуляторах формирование сигналов ОМ осуществлялось путем 
соответствующей фильтрации предварительно формируемых сигналов 
амплитудной модуляции (АМ). В результате указанных процедур 
осуществлялся выбор верхней или нижней боковой полосы спектра 
сигнала АМ, при необходимости, с частичным сохранением пилот-
сигнала [6]. Очевидно, что такая технология достаточно сложна 
в своей реализации, поскольку предполагает наличие системы 
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высокодобротных фильтров с достаточно узкой полосой пропускания 
и низким уровнем боковых лепестков [17, 18].  

Развитие цифровых технологий открыло возможность синтеза 
сигналов ОМ на основе их квадратурной обработки [19], 
предполагающей переход к аналитической форме представления 
обрабатываемого сигнала [20, 21].  

С учетом того, что процедуры синтеза сигналов ОМ базируются 
на технологии формирования сигналов амплитудной модуляции, 
первоначально рассмотрим сигнал АМ, который в терминах 
квадратурной обработки представим в следующем виде: 

 

АM AM 0 AM 0
1 1( ) [1 ( )]cos(ω ) [1 ( )]sin(ω )
2 2

s t m s t t m s t t= + + + , (1) 

 
где AMm  – индекс амплитудной модуляции; ( )s t  – модулирующий 
сигнал; 0 0ω 2πf= , 0f  – несущая частота. 

Заметим, что формула (1) может быть упрощена, но данный 
вариант представлен в терминах квадратурного синтеза, необходимого 
для дальнейшего исследования. 

На рисунке 1 демонстрируется структурная схема модулятора, 
позволяющего осуществлять квадратурный синтез сигналов АМ, 
в соответствии с формулой (1). 

 
 

AM ( )s t

π / 2DC

0cos( )tω

( )s t

MI

0sin( )tω

AM ( )m s t AM(1 ( ))m s t+

AM 0(1 ( ))sin( )m s t t+ ω

AM 0(1 ( ))cos( )m s t t+ ω

Рис. 1. Структурная схема модулятора сигналов АМ sАM(t) (схема предложена 
авторами) 
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На рисунке 1 введены следующие обозначения: генератор 
формирования значения индекса модуляции (MI – modulation index); 
генератор формирования единичного уровня напряжения постоянного 
тока (DC – direct current); π/2 – фазовращатель. 

Уникальность предложенного модулятора в том, что 
он позволяет путем изменения напряжения генератора MI 
формировать сигналы АМ с заданным уровнем глубины модуляции.  

В качестве примера на рисунке 2 показаны сигналы АМ: сигнал 
s1АM(t), сформированный при AM 1m = , и сигнал s2АM(t), 
сформированный при AM 0,5m = . 

 
 

t

AM1 ( )s t

AM2 ( )s t

 
Рис. 2. Сигналы АМ при разных индексах модуляции 

 
На рисунке 3 представлены спектры сигналов s1АM(t) и s2АM(t). 
 

  

 

f

AM| 1 ( ) |S fAM| 2 ( ) |S f

 
Рис. 3. Спектры сигналов АМ при разных индексах модуляции 
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Анализ спектров, представленных на рисунке 3, указывает 
на то, что изменение индекса модуляции для сигналов АМ, 
сформированных методом квадратурного синтеза, не ведет 
к перераспределению энергии между пилот-сигналом и боковыми 
полосами, содержащими информацию, а лишь снижает энергию 
последних. Это подтверждается результатами исследования, 
представленного в [22]. 

Действительно, согласно выражению (1), в каждом 
из квадратурных каналов используется один и тот же модулирующий 
сигнал s(t), поэтому в результирующем спектре амплитудной 
модуляции левая и правая боковые полосы имеют одно и то же 
информационное наполнение. В результате энергия, приходящая 
на пилот-сигнал, который не участвует в передачи информации, 
в четыре раза выше, чем энергия каждой из боковых полос спектра. 
Именно поэтому амплитудная модуляция относится 
к низкоэнергетическим модуляционным форматам. 

Но сама идея квадратурного синтеза открывает новые 
возможности по формированию сигналов ОМ, используя аналогичный 
подход. 

В интересах раскрытия сущности квадратурного синтеза 
сигналов ОМ рассмотрим формирование сигнала ОМ, 
модулированного низкочастотной гармоникой. С позиций выражения 
(1) – это частный случай, при котором вместо сложения происходит 
вычитание квадратурных составляющих, при условии, 
что модулирующий сигнал приведен к аналитическому виду: 

 

OM 0 0
1 1( ) ( ) cos(ω ) ( )sin(ω )
2 2

s t s t t s t t∗= ± , (2) 

 
где ( )s t  – модулирующий сигнал; * – знак комплексного сопряжения 
по Гильберту; 0 0ω 2πf= ; 0f  – несущая частота. 

Именно использование процедуры комплексного сопряжения 
в выражении (2) обеспечивает переход к аналитической форме 
представления сигнала ( )аs t , согласно которой в результирующем 
спектре ( )аS f  наблюдаются только лишь положительные 
составляющие: 
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2 ( ), 0;
( ) ( ), 0;

0, 0,
a

S f f
S f S f f

f

>
= =
 <

 (3) 

 
где ( )S f  и ( )aS f  – соответственно, спектральные представления 
исходного сигнала ( )аs t  и его аналитической формы ( )s t , полученные 
в результате преобразования Фурье. 

Учитывая, что спектр аналитического сигнала содержит только 
положительные составляющие, то соответственно преобразование 
Фурье функции сдвига 0( )aS f f−  будет содержать только одну 
из частотных полос спектра ( )S f , при условии, что в качестве 
модулирующего сигнала использовано гармоническое колебание 
[23, 24]: 

 
{ }1

OM OM 0 0( ) ( ) ( ) ( ) exp( 2π )a as t js t S f f s t j f t∗ −+ = Φ − = . (4) 
 
В формуле (4) Ф-1 – процедура обратного преобразования 

Фурье; j – знак мнимой единицы [24]. 
Следует отметить, что в формуле (2) используется двойной знак. 

Использование знака минус позволит получить сигнал ОМ с верхней 
боковой полосой, а знак плюс – с нижней боковой. 

Структурная схема модулятора сигналов ОМ, в соответствии 
с формулой (2), будет иметь вид, представленный на рисунке 4. 

 
 

OM ( )s t
π / 2НT

0cos( )tω

( )s t∗

( )s t

±

 
Рис. 4. Структурная схема модулятора сигналов ОМ sOM(t) 
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Основное отличие модулятора ОМ от модулятора АМ 
в наличии преобразователя Гильберта, в английском варианте (Hilbert 
Transformer – НТ), который как раз и обеспечивает формирование 
комплексно-сопряженной формы ( )s t∗  модулирующего сигнала ( )s t . 
Сам модулятор ОМ построен по классической технологии 
квадратурного синтеза [10]. 

Для более детального раскрытия сущности работы модулятора 
на рисунке 5 представлено временное представление сигналов ОМ 
с нижней боковой полосой ОМ1 ( )s t  и верхней боковой ОМ2 ( )s t . 

 

2

 

t

ОM2 ( )s t

ОM1 ( )s t

 
Рис. 5. Сигналы ОМ с нижней и верхней боковыми полосами 

 
Заметим, что синтез сигналов на основе модулятора ОМ 

(рисунок 4), приводит к полному подавлению пилот сигнала, которое 
обеспечивается за счет квадратурной компенсации несущего 
колебания на сумматоре. 

Правомерность рассмотренных процедур можно доказать 
аналитически, используя формулу (4), путем проведения следующих 
преобразований: 

 
{ }OM 0( ) Re ( )exp( 2π )as t s t j f t= =  

{ }0 0Re [ ( ) ( )][cos(2π ) sin(2π )s t js t f t j f t∗= + + =  

0 0( ) cos(2π ) ( )sin(2π )s t f t s t f t∗= − . 

(5) 
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Для более детального раскрытия сущности квадратурной 
компенсации несущего колебания рассмотрим синтез сигнала ОМ при 
использовании в качестве модулирующего сигнала ( )s t  
низкочастотной гармоники вида ( ) cos( )s t A t= Ω  с нулевым значением 
начальной фазы, где А – амплитуда колебания. 

Если подставить это значение в формулу (2) 
и предположить, что амплитуда несущего колебания равна U0, 
а сопряженная по Гильберту форма ( ) sin( )s t A t∗ = Ω , то с учетом 
известного тригонометрического преобразования получим – 
cos(α+β) cos α cosβ sin αsin β= − : 

 

OM 0 0( ) ( ) cos(ω ) ( )sin(ω )s t s t t s t t∗= − =  

0 0 0 0cos( ) cos(ω ) sin( ) sin(ω )A t U t A t U t= Ω − Ω =  

0 0cos([ω ] )AU t= + Ω . 
(6) 

 
Заметим, что в соответствии с выражением (6) результирующий 

сигнал ОМ содержит только лишь одну косинусоидальную 
составляющую. 

Полученный результат соответствует синтезу сигнала ОМ 
с верхней боковой полосой.  

Синтез сигнала ОМ с нижней боковой полосой возможен при 
переходе к модулирующему колебанию вида ( ) sin( )s t A t= Ω  и, 

соответственно, ( ) cos( )s t A t∗ = Ω . Искомый результат будет 
определяться следующим тригонометрическим выражением: 

 
cos(α β+π/2) sin α cosβ cos αsinβ− = − . 

 
Следует отметить, что для рассмотренного случая, когда 

в качестве модулирующего сигнала использована низкочастотная 
гармоника, спектры сигналов ОМ независимо от способа 
формирования (нижняя боковая полоса или верхняя боковая полоса) 
будут иметь одинаковую структуру. При использовании более 
сложных модулирующих сигналов формируемые спектры будут иметь 
зеркальную структуру относительно несущего колебания. 

Так, на рисунке 6 представлены спектры сигналов ОМ с нижней 
боковой ОМ3 ( )s t  и верхней боковой ОМ4 ( )s t  полосой, 
модулированных сложным многокомпонентным колебанием. 
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1

 

 

f

AM| 4 ( ) |S f
AM| 3 ( ) |S f

Рис. 6. Спектры сигналов ОМ сложной структуры 
 
Результирующие спектры имеют явно зеркальную структуру. 
По отношению к сигналам АМ, энергия боковой 

информационной составляющей у сигналов ОМ возрастает в два раза.  
Несмотря на очевидную простоту реализации рассмотренного 

подхода, сигналы ОМ не получили широкого применения ввиду того, 
что прием таких сигналов связан с определенными сложностями.  

Так, для того, чтобы обеспечить передачу сообщения без 
искажения, приемник должен быть точно настроен на частоту 
передатчика. Однако в силу нестабильности опорных генераторов 
и канальных искажений это достаточно сложно решаемая задача [25]. 
В результате передачи на основе ОМ без несущего колебания после 
демодуляции на приеме могут звучать на приеме очень неестественно 
с плохой разборчивостью речи. 

3. Сигналы ОМ с сохраненной несущей. Для снижения 
негативных последствий данного эффекта на практике используют 
сигналы ОМ с частично сохраненной (подавленной) несущей (ОМ-
ПН). Такие сигналы, как отмечалось ранее, получили название SSB-SC 
[26]. Наличие у таких сигналов несущего колебание обеспечивает 
на приеме возможность частотной подстройки опорного генератора 
приемника.  

По своей сути передачи SSB-SC аналогичны передачам с АМ, 
но при этом для передачи информации используется полоса частот, 
которая в два раза уже, чем требуется для передач с амплитудной 
модуляцией. Поэтому режим работы с полной или частично 
подавленной несущей получил название режима, эквивалентного 
амплитудной модуляции, в английском варианте amplitude modulation 
equivalent (AME) [27]. 

Технологически (в рамках аналогового синтеза) режим AME 
не является эффективным, хотя его применение как раз и позволяет 
сохранить допустимое качество и требуемую разборчивость речи. 
Так, при реализации режима AME гармонические искажения могут 
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достигать величины порядка 25% [27], а возникающие попутно 
интермодуляционные искажения по своей величине намного выше, 
чем в традиционных режимах с АМ, но в целом словесная 
разборчивость остается на уровне порядка 95% и даже выше. 

В теории и практике широкое применение получили два 
аналоговых способа реализации режима AME.  

Первый способ основан на совместном использовании 
амплитудной и фазовой модуляций, в английском варианте compatible 
single sideband (CSSB) [27]. Но такой подход предусматривает наличие 
высокостабильного фазового конвертора с постоянной фазовой 
характеристикой на всех частотах в пределах полосы пропускания 
приемного тракта. 

Вместе с тем у такой системы имеется серьезный недостаток, 
заключающийся в возникновении высокого уровня 
интермодуляционных компонентов второго порядка при индексе 
модуляции mAM < 100%. 

Стремление компенсации этого негативного явления, даже 
с учетом современных технологий, приводит к асимметрии структуры 
боковых полос. В результате возникает смещение спектральных 
компонент сигнала, и искомый спектр проявляется только в пределах 
некоторой части выделенной полосы частот приемного тракта. Из-за 
такого смещения происходит подавление высокочастотных 
составляющих спектра в стандартной полосе канала 3,1 кГц почти 
на 20 дБ по отношению к его низкочастотным составляющим.  

Другая особенность аналоговой реализации данного режима 
связана с тем, что для дополнительной фазовой модуляции 
используется логарифмическая функция, характер поведения которой 
существенно зависит от уровня несущей. Поэтому при очень малом 
индексе модуляции сигнал CSSB становится по своей структуре близок 
к сигналам ОМ, что приводит к потере синхронизации на приеме. 

Второй способ разработан Леонардом Р. Каном [28], который 
предложил в интересах снижения уровня интермодуляционных 
компонентов второго порядка использовать процедуры 
предварительного искажения. Для этого он разработал модулятор 
на основе функций arcsin.  

Но такая реализация достаточно сложна в техническом плане, 
так как для генерации точной формы сигнала arcsin необходимо 
использовать обратную связь с несколькими контурами как 
в модуляторе при формировании сигнала, так и в демодуляторе при 
его приеме. Несмотря на это, данная технология получила развитие как 
метод STR-84 [27].  
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Вместе с тем проведенные аналитические исследования 
показали, что смена знака в выражении (1) (как в выражении (2)) 
приведет к синтезу сигнала SSB-SC: 

 

ОМ-Н AM 0 AM 0( ) [1 ( )]cos(ω ) [1 ( )]sin(ω )s t m s t t m s t t∗= + ± + . (7) 
 
На рисунке 7 представлены эпюры временных фрагментов 

сигнала АМ и сигнала ОМ-Н, который синтезирован в соответствии 
с формулой (7). 

Для дальнейшего исследования определим сигнал sОМ-Н(t) как 
сигнал однополосной модуляции с сохраненной несущей (пилот-
сигналом) (ОМ-Н). 

 

3

 

t

AM ( )s t

OM−Н ( )s t

 
Рис. 7. Временное представление сигналов АМ sAM(t) и ОМ-Н sOM(t) 

 
Отметим, что сигналы АМ и ОМ-Н имеют близкую структуру. 

Но если у сигнала АМ при смене модулирующей посылки 
происходит инверсия фазы, то у сигналов ОМ-Н фаза 
остается непрерывной по всей длительности сигнала. 
Данный эффект объясняется наличием лишь одной боковой полосы 
у sОМ-Н(t). 

На рисунке 8 показаны модули спектров сигналов sОМ-Н(t) 
и sАМ(t) ОМ-Н| 5 ( ) |S f  и АМ| 5 ( ) |S f . 

 

271

_____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2023. Vol. 22 No. 2. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

DIGITAL INFORMATION TELECOMMUNICATION TECHNOLOGIES



1

 

 

f

OM−H| 5 ( ) |S f AM| 6 ( ) |S f

Рис. 8. Спектры сигналов ОМ-Н и АМ сложной структуры 
 
В формуле (7) знак плюс или минус определяет выбор верхней 

или нижней боковой полосы. Другой важной особенностью формулы 
(7) является то, что в отличие от формулы (1) модулирующий сигнал 
в синфазной части представляет собой комплексно-сопряженную 
по Гильберту копию исходного сигнала. Поэтому синтез сигнала sОМ-

Н(t) предполагает наличие преобразователя Гильберта. Схема такого 
устройства представлена на рисунке 9. 

 
 

ОM-Н ( )s t

π / 2DC

0cos( )tω

( )s t∗

( )s t

MI

0sin( )tω

HT

AM ( )m s t∗

AM ( )m s t
AM(1 ( ))m s t+

AM(1 ( ))m s t∗+

AM 0(1 ( ))sin( )m s t t∗+ ω

AM 0(1 ( ))cos( )m s t t+ ω

±

 
Рис. 9. Структурная схема модулятора сигналов ОМ-Н sOM-Н(t) 

 
Элементы структурной схемы модулятора сигналов sОМ-Н(t), 

по своим функциям аналогичны элементам, представленным 
на рисунках 1 и 4. 

Согласно результатам рисунка 8, сигналы sОМ-Н(t) и sАМ(t) имеют 
одинаковую структуру несущего колебания (пилот-сигнала), при том, 
что энергия боковых полос у сигнала амплитудной модуляции в два 
раза меньше. При этом следует отметить, что спектр ОМ-Н| 5 ( ) |S f  
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не имеет ни искажений, ни смещений, возникающих при 
формировании аналогичных сигналов на основе аналоговых 
технологий в режиме AME. 

4. Сигналы ОМ с управляемой несущей. Очевидно, что 
энергетика, приходящаяся на информационные составляющие спектра 
у сигналов sОМ-Н(t) существенно выше, чем у sАМ(t). Однако наличие 
такой мощной несущей не является положительным моментом. 
Поэтому необходим поиск возможности управления ее уровнем 
в зависимости от качества канала. 

Проведенные исследования показали, что один из подходов 
решения этой задачи, обеспечивающий достижение желаемого 
эффекта, заключается во введение в формулу (7) дополнительного 
параметра mOM, который как раз и позволяет регулировать остаточный 
уровень несущего колебания. 

Полученный указанным образом сигнал определим как сигнал 
однополосной модуляции с управляемым уровнем несущей (пилот-
сигналом) (ОМ-У). 

Тогда искомое выражение для синтеза сигнала sОМ-У(t) 
представим в следующем виде: 

 

ОМ-У ОM AM 0 ОМ AM 0( ) [ ( )]cos(ω ) [ ( )]sin(ω )s t m m s t t m m s t t∗= + ± + . (8) 
 
Следует отметить, что регулирование параметром mOM 

в пределах от нуля до единицы не ведет к перераспределению энергии, 
а лишь уменьшает уровень несущего колебания. Для синтеза сигналов 
sОМ-У(t) в модулятор (рисунок 9) необходимо генератор формирования 
единичного уровня напряжения постоянного тока заменить 
на генератор формирования уровня пилот-сигнала (PS – pilot signal) 
(рисунок 10). На рисунке 11 демонстрируются спектры сигналов sOM-

У(t) при значении mOM равном 1, 0,7 и 0,3.  
Изменение значения mOM ведет не только к уменьшению уровня 

пилот-сигнала, но и изменяет структуру самого сигнала, 
характеризуемую снижением величины пик-фактора: 

 
2 max

0

E
E

Π = , (9) 

 
где Еmax – максимальное (пиковое) значение энергии; Е0 – среднее 
значение энергии. 
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ОM-У ( )s t

π / 2PS

0cos( )tω

( )s t∗

( )s t

MI

0sin( )tω

HT

AM ( )m s t∗

AM ( )m s t
AM(1 ( ))m s t+

AM(1 ( ))m s t∗+

AM 0(1 ( ))sin( )m s t t∗+ ω

AM 0(1 ( ))cos( )m s t t+ ω

±

 
Рис. 10. Структурная схема модулятора сигналов ОМ-Н sOM-У(t) 

 
В таблице 1 представлены результаты исследования 

зависимости изменения значения пик-фактора от изменения величины 
mOM. Результирующим показателем здесь рассматривается 
относительная величина изменения пик фактора, рассчитываемая как: 

 
2
1
2δ
m

Π
Π

=
Π

. (10) 

 
В формуле (10) 2

1Π  – значение пик-фактора при mOM = 1;  
2
mΠ  – значение пик-фактора при вариативной величине mOM. 

 

1

  

 

f

OM-У| 1 ( ) |S f OM-У| 2 ( ) |S f
OM-У| 3 ( ) |S f

Рис. 11. Спектры сигналов ОМ-У при различном значении mOM 
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Таблица 1. Зависимость относительной величины пик-фактора от величины 
коэффициента управления величиной уровня пилот-сигнала 

mOM 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 

δП 1 0,99 0,98 0,97 0,98 1 1,05 1,13 1,28 1,53 

 
Результаты, представленные в таблице 1, получены 

при использовании в качестве модулирующего сигнала 
гармонического колебания. 

Так, до величины mOM > 0,5 сигналы sOM-У имеют более высокий 
показатель пик-фактора по отношению к сигналам sOM-Н, несмотря 
на то, что они обладают более низким уровнем пилот-сигнала. 
А, начиная с mOM < 0,5, у сигналов sOM-У происходит стремительное 
снижение величины пик-фактора. 

В подтверждение полученных расчетных значений 
на рисунке 12 представлены фрагменты сигналов s1OM-У(t) 
при значении mOM = 1, и s2OM-У(t) при значении mOM = 0,3. 

Анализ эпюров временного и спектрального представления 
указанных сигналов показывает, что снижение величины mOM не ведет 
к перераспределению общей энергии сигнала между боковой 
составляющей и несущим колебанием. Уменьшается только уровень 
пилот-сигнала. Однако если указанным образом формировать сигнал 
до его подачи на усилитель мощности, то рассмотренный подход 
обеспечит повышение энергетического потенциала информационных 
составляющих на выходе усилителя по отношению к сигналу 
без измененного уровня пилот-сигнала. 

 
 

t

OM−У2 ( )s t

OM−У1 ( )s t

Рис. 12. Временное представление сигналов sОM-У(t) при различных значениях 
mOM 
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Наблюдаемый эффект достигается за счет того, что при 
квадратурном синтезе происходит взаимная компенсация энергии 
синфазной и квадратурной составляющих. При mOM = 0 сигнал sОМ-У(t) 
вырождается в обычный сигнал sОМ(t). Возможность изменения уровня 
пилот-сигнала позволяет управлять энергетическим балансом боковой 
полосы, содержащей информационное наполнение, и открывает новые 
возможности по организации радиосвязи. 

Так, на первоначальном этапе целесообразно использовать 
сигнал sОМ-У(t) с mOM = 1. А затем, при установлении жесткой 
синхронизации, уменьшать уровень пилот-сигнала, тем самым 
повышая энергетический баланс боковой полосы.  

В таблице 2 представлена зависимость относительного 
изменения энергии в сигнале sОМ-У(t) δЕ: 

 
Б

Е
ПС

δ Е
Е

= , (11) 

 
где EБ – энергия, приходящейся на информационные составляющие; 
EПС – энергия, приходящейся на пилот-сигнал. 

В таблице 2 представлены результаты исследования 
зависимости относительного изменения энергии при различных 
вариациях величины mOM, рассчитанной согласно формуле (11). 

 
Таблица 2. Зависимость относительного изменения энергии, 

приходящейся на информационные составляющие к энергии пилот-сигнала, 
при изменении величины коэффициента управления величиной уровня пилот-

сигнала 

mOM 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 

δE 0,5 0,62 0,78 1 1,4 2,0 3,1 5,6 12,5 5,0 

 
Тогда, с учетом данных в таблице 2, можно оценить 

результирующий энергетический выигрыш, приходящийся 
на информационные составляющие в сигнале sОМ-У(t) при различной 
величине mOM (таблица 3) без учета пик-фактора, в соответствии 
с выражением: 

 
Б ПС ОМ

Б

(1 )
δ

Е Е m
ЕΣ

+ −
= . (12) 
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Таблица 3. Результирующий энергетический выигрыш, приходящейся 
на информационные составляющие, при изменении величины коэффициента 

управления величиной уровня пилот-сигнала 

mOM 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 

δΣ  1 1,2 1,4 1,6 1,8 2 2,2 2,4 2,6 2,8 

 
Окончательный энергетический выигрыш с учетом изменения 

пик-фактора (таблица 1) представлен в таблице 4. 
 

Таблица 4. Окончательный энергетический выигрыш, приходящийся на 
информационные составляющие, при изменении величины коэффициента 

управления величиной уровня пилот-сигнала 

mOM 1 0,9 0,8 0,7 0,6 0,5 0,4 0,3 0,2 0,1 

ЭП 1 1,19 1,37 1,55 1,76 2 2,31 2,71 3,33 4,28 

 
Данные таблицы 4 можно рассматривать как результат, 

характеризующий энергетический выигрыш, обеспечиваемый 
переходом от сигналов sОМ-Н(t) к сигналам sОМ-У(t). 

5. Помехоустойчивость передач с однополосной модуляцией. 
Традиционно помехоустойчивость передач ОМ рассматривается 
с позиций выигрыша, обеспечиваемого в помехоустойчивости приема 
до Wвх

ОМ и после Wвых
ОМ демодулятора в сравнении с другими видами 

модуляции [29]. 
Так, средняя мощность сигнала ОМ на входе приемника будет 

определяться средней мощностью модулирующего сигнала s2
М(t) 

и средней мощности несущего колебания U2
0: 

 
2 2

2 M 0
OM

( )
2

s t U
Р = . (13) 

 
Выражение (13) соответствует нагрузке величиной 1 Ом. 
С учетом того, что основное значение пик-фактора П2 будет 

определяться характером модулирующего колебания, а значение 
пиковой мощности – несущим колебанием, то 2

OMР  можно записать 
в виде: 
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2
2 0
OM 2

U
Р =

Π
. (14) 

 
С учетом этого отношение сигнал/шум (ОСШ) вх

ОМW  на входе 
демодулятора будет определяться как: 

 
2 2

вх OM 0
ОМ 2 2 2

вх вх вх вх

Р U
W

v F v F
= =

∆ ∆ Π
, (15) 

 
где ΔFвх – занимаемая полоса частот; v2

вх – спектральная плотность 
мощности шума на входе тракта обработки. 

На выходе демодулятора, соответственно, значение ОСШ: 
 

2 2
вых OM 0

ОМ 2 2 2
вх вх вых вых

Р U
W

v F v F
= =

∆ ∆ Π
. (16) 

 
Тогда, показатель обобщенного энергетического выигрыша, 

обеспечиваемого в результате обработки передач ОМ, будет равен 
единице [29]: 

 
вх

ОМ
ОМ вых

ОМ

1
W
W

Β = = . (17) 

 
Искомый результат получен с учетом того, что характер шумов 

на выходе v2
вых будет аналогичен входным шумам v2

вх. А занимаемая 
полоса частот не изменится, т.е. ΔFвх = ΔFвых. 

Заметим, что значение, равное единице в формуле (17), 
указывает на то, что передачи ОМ обладают потенциально возможной 
(достижимой) помехоустойчивостью приема. 

Например, у передач с амплитудной модуляцией, такой 
показатель будет существенно зависеть от величины пик-фактора [29]: 

 

АМ 2

1
(1 )

Β =
+ Π

. (18) 

 
И тогда, учитывая, что для речи значение пик-фактора достигает 

значения Π2 ≈ 3,3, то можно показать, относительную величину 
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энергетического выигрыша, обеспечиваемого однополосной 
модуляцией по отношению к амплитудной модуляции. 

 
ОМ АМ11,8Β ≈ Β . (19) 

 
Очевидно, что такой способ оценки имеет место и используется 

при характеристике аналоговых систем связи [28]. Однако такая 
оценка является относительной и только в общем характеризует 
помехоустойчивость передач.  

Вместе с тем в [30] представлено выражение для оценки 
вероятности битовой ошибки для приема сигналов бинарной 
амплитудной манипуляции (binary amplitude shift keying – BASK), 
представляющих собой разновидной амплитудной модуляции: 

 

( )2( ) / 2bp h Q h= . (20) 

 
В формуле (14) h2 – отношение энергии, приходящейся на бит, 

к спектральной плотности мощности шума (далее рассматриваем как 
ОСШ); Q(*) – гауссов интеграл ошибок. 

Учитывая, что переход от АМ к ОМ-Н позволит в два раза 
повысить энергию, приходящуюся на информационные составляющие, 
а применение сигналов ОМ-У при mOM = 0,3 и mOM = 0,1 
соответственно повысит энергию в 2,71 и 4,28 раза (таблица 4), 
по отношению к сигналам ОМ-Н, можно на основе формулы (14) 
построить следующие графические зависимости, представленные 
на рисунке 13. 

 

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
1 10 6−×

1 10 5−×

1 10 4−×

1 10 3−×

0.01

0.1

1 
2( )bр h

приOM−У ( )s t

2h

АM ( )s t

OM−Н ( )s t

OM−У ( )s t при

OM 0,3m =

OM 0,1m =

 
Рис. 13. Вероятностная оценка помехоустойчивости приема сигналов sАM(t), 

sОM-Н(t) и sОM-У(t) при mОM = 0,3 и mОM = 0,1 
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Полученные результаты следует рассматривать со следующих 
позиций. Так, переход к технологии однополосной модуляции 
приводит к перераспределению сигнальной энергии в более узкой 
полосе частот. В результате происходит фактическое изменение 
величины ОСШ в канале для обрабатываемого символа сигнала ОМ-У 
по отношению к сигналу ОМ-Н. То есть предложенный подход 
фактически изменяет помехоустойчивость приема не за счет 
изменения структуры символа как такового, а за счет дополнительного 
повышения энергии, приходящейся на информационные 
составляющие, в результате ее перераспределения между несущей 
и боковой полосой, обеспечиваемой путем изменения индекса mОM. 
Поэтому шкала абсцисс на рисунке 13 отображает эквивалентное 
значение ОСШ, характерное только для символа сигнала АМ. 

В качестве примера на рисунке 14 демонстрируются фрагменты 
сигналов BASK sАМ(t) и ОМ-У sОМ-У(t) при mОM = 0, после 
перераспределения мощности (т.е. после усилителя). 

 

2

 

t

AM ( )s t

OM−У ( )s t

 
Рис. 14. Фрагменты сигналов BASK, сформированных на основе амплитудной 

модуляции sАM(t) и на основе однополосной модуляции с управляемым 
уровнем несущей sОM-У(t) при mОM = 0,3  

 
Очевидно, что после перераспределения мощности энергетика, 

приходящаяся на информационные составляющие, существенно 
возросла. В результате при одинаковой интенсивности шумов, текущее 
значение ОСШ для сигналов ОМ-У существенно будет выше, чем для 
сигналов АМ. 

Полученные результаты в помехоустойчивости для sОМ-У(t) 
и sАМ(t) сопоставимы с результатами, определяемые формулой (13) 
для передач ОМ и АМ, модулированных аналоговой речью.  
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Данный факт указывает на состоятельность предложенного 
подхода к оценке помехоустойчивости приема сигналов ОМ 
различных видов. 

7. Заключение. Полученные результаты исследования 
показали, что применение технологий квадратурного синтеза сигналов 
передач с однополосной модуляцией открывает новые возможности 
по их применению в декаметровых каналах радиосвязи. Возможность 
управления напряжением несущего колебания обеспечивает 
устойчивое вхождение в связь на уровне шумов, при которых 
не возможна без искажения передача сообщений при использовании 
сигналов ОМ-Н. И после установления синхронизации, снижением 
значения параметра регулирования величины пилот-сигнала, повысить 
энергетику боковой составляющей для устойчивой работы 
радиолинии. Такой подход обеспечивает энергетический выигрыш 
на уровне порядка 7 дБ.  

Обоснованная в работе аналитическая модель сигнала ОМ 
с управляемым уровнем пилот-сигнала и разработанная на его основе 
структурная схема модулятора позволят реализовать предложенный 
способ как на программном, так и аппаратном уровнях. 

Дальнейшие исследования авторы связывают с применением 
методов совместной частотно-временной обработки сигналов, 
предложенных в [31], при решении задач демодуляции передач 
с однополосной модуляцией. 
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S.V. DVORNIKOV, S.S. DVORNIKOV, K. ZHEGLOV  
NOISE IMMUNITY OF SINGLE-SIDEBAND MODULATION 

SIGNALS WITH A CONTROLLED CARRIER LEVEL 
 
Dvornikov S.V., Dvornikov S.S., Zheglov K. Noise Immunity of Single-Sideband Modulation 
Signals with a Controlled Carrier Level. 

Abstract. Single-sideband modulation is actively used in the organization of 
communication through the ionospheric channel in the decameter range of radio waves. This is 
due to the fact that transmissions with single-sideband modulation make it possible to 
minimize the frequency band while maintaining the information transfer rate and at the same 
time increase the noise immunity of reception in relation to transmissions with amplitude and 
frequency analog modulation. At the same time, the widespread use of quadrature synthesis 
technologies has opened up new possibilities for the formation of transmissions with single-
sideband modulation without the direct use of filtering procedures. An analysis of the 
implementation features of the method of quadrature synthesis of signals with single-sideband 
modulation showed that the introduction of an additional parameter into its procedures will 
allow you to control the residual level of the carrier wave, and thereby control the noise 
immunity of the reception. The opened opportunities made it possible to develop a method and 
a device for generating a single-sideband modulation signal with an adjustable level of the 
carrier wave that implements it. The technologies of quadrature synthesis of signals of 
amplitude modulation and single-sideband modulation with the suppressed carrier are 
considered both at the level of analytical modeling and using a standard quadrature modulator. 
The necessity of transition to the analytical form of representation of the modulating signal is 
substantiated. The role and place of the Hilbert converter in the formation of signals with 
single-sideband modulation are shown. Known technologies for generating single-sideband 
modulation signals with a stored pilot signal are considered. The possibility of controlling the 
value of the stored pilot signal at the level of quadrature synthesis procedures is substantiated. 
An analytical model and, based on it, a structural diagram have been developed that allow one 
to generate single-sideband modulation signals with an adjustable pilot signal level. The results 
of analytical modeling are demonstrated. The value of the provided energy gain as a result of 
regulation by the residual level of the carrier wave is calculated. Approaches to assessing the 
noise immunity of transmissions with single-sideband modulation are analyzed. An approach is 
proposed for calculating the bit error probability of SSB transmissions manipulated by discrete 
oscillations based on the results of energy redistribution between the carrier oscillation and the 
sideband, determined by the residual pilot signal level. Conclusions and proposals for the 
practical implementation of the results obtained are formulated. 

Keywords: single-sideband modulation, pilot signal level control, single-sideband 
modulation signal synthesis, noise immunity of single-sideband modulation transmissions. 
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H.V. NGUYEN , N. TAN , N.H. QUAN , T.T. HUONG , N.H. PHAT
BUILDING A CHATBOT SYSTEM TO ANALYZE OPINIONS OF

ENGLISH COMMENTS

Nguyen H.V., Tan N., Quan N.H., Huong T.T., Phat N.H. Building a Chatbot System to Analyze
Opinions of English Comments.

Abstract. Chatbot research has advanced significantly over the years. Enterprises have
been investigating how to improve these tools’ performance, adoption, and implementation to
communicate with customers or internal teams through social media. Besides, businesses also want
to pay attention to quality reviews from customers via social networks about products available
in the market. From there, please select a new method to improve the service quality of their
products and then send it to publishing agencies to publish based on the needs and evaluation of
society. Although there have been numerous recent studies, not all of them address the issue of
opinion evaluation on the chatbot system. The primary goal of this paper’s research is to evaluate
human comments in English via the chatbot system. The system’s documents are preprocessed and
opinion-matched to provide opinion judgments based on English comments. Based on practical
needs and social conditions, this methodology aims to evolve chatbot content based on user inter-
actions, allowing for a cyclic and human-supervised process with the following steps to evaluate
comments in English. First, we preprocess the input data by collecting social media comments,
and then our system parses those comments according to the rating views for each topic covered.
Finally, our system will give a rating and comment result for each comment entered into the system.
Experiments show that our method can improve accuracy better than the referenced methods by
78.53%.

Keywords: chatbot, offensive comments, behavioral culture, online, ontology, opinion
mining, sentiment analysis.

1. Introduction. Many people use the Internet these days to
communicate information. Information disseminates often, and many people’s
thoughts and comments are expressed. Therefore, taking into account and
comprehending these remarks are beneficial. Therefore, there are numerous
researches on user opinions in online journals [1] and numerous programs
to study people’s psychology and ideas can use with social networks like
Twitter and Facebook [2]. For instance, keeping an eye on a particular brand’s
reputation on social media might give candidates an insight into the ambitions
of voters, allowing them to adapt their speeches and actions. Financial market
analysis can also use the comment analysis system, so similar to the stock
market.

Nowadays, a ChatBot is a computer program that conducts an instant
messaging conversation [3]. It can automatically answer questions and handle
situations. In a ChatBot, the creators’ algorithm determines the scope and
complexity of the chatbot. It uses in various applications such as e-commerce,
customer service, healthcare, banking and finance, and entertainment.
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From another perspective, artificial intelligence and Natural Language
Processing (NLP) integrated with machine learning algorithms play a
significant role in today’s technology. The survey on artificial intelligence in
chatbots is based on a computer program that uses artificial intelligence to
mimic human decision-making while providing various services [4]. In [4],
the paper provides a survey based on multiple platforms used to build a chatbot
to deliver various services to various users. The designed techniques used to
create the chatbot are determined by the services that will be provided to the
users. The chatbot will gain experience by learning from previous experiences
and employing various algorithms. The data can be trained to the chatbot,
allowing it to check with the knowledge base and to provide accurate answers
to the user’s query via client-side applications.

The research [5] on the structure of a chatbot using artificial intelligence
(AI) aims to assess, diagnose, and recommend immediate safety and prevention
measures for patients who have been exposed to nCOV-19 and acts as a virtual
assistant to assist in measuring the severity of the infection through symptom
analysis and connecting with competent medical facilities as it moves into the
severe stage . In addition, some researches use Natural Language Processing
(NLP) and Deep Learning (DL) techniques to develop a chatbot that can engage
in interactive conversations with visitors during the MPU opening day [6],
or AI-based chatbots to engage customers [7]. The authors 0recommend
Restaurant Chatbots [8], Chatbot Using AI in the Healthcare Service Market
[9], and Conversational AI [1] in the restaurant, medical, or communication
industries. Furthermore, in the art exhibition, a group of authors presented an
NLP-based solution for conversational agents [11]. In general, the authors have
mentioned a lot of words, all of which have produced significant results, but
using NLP to analyze and evaluate opinions has yet to be mentioned, and the
evaluation analysis still needs to be improved in terms of comment evaluation.

With its clear benefits, Chatbot has become more and more popular.
With the advent of technology 4.0, people have integrated more into the virtual
and real world. Because of the rapidly increasing needs of society, it requires
a large amount of manipulation, but choosing a large number of valuable
comments for ourselves is essential. In this article, we propose a chatbot
system that performs the following tasks:

– First: Collect and identify positive comments and remove negative
ones;

– Second: Use many comments to evaluate the quality of the words;
– Third: Utilize an evaluation method to choose valuable comments

for businesses.
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The remaining paper is as follows. Section 2 gives an overview of the
related work. The theory background is described in Section 3, followed by
criteria for evaluating comments in Section 4. Next, the proposed model is
presented in Section 5. Section 6 provides an evaluation. Finally, the paper is
concluded in Section 7.

2. Related Work. According to the findings, chatbots are being
expanded into almost every field, such as [12], an educational chatbot for
the Facebook Messenger platform. Similarly, in a study [13], the software
would also ask questions based on the candidate’s previous responses, using
a Natural Language Processing (NLP) model, which is very useful in this
process. Following the interview, the software would analyze the data gathered
to determine the best candidate for the offered position. As a result, the project
JARO chatbot aims to simplify the hiring process. On the other hand [14],
conversationally built with technology in mind, automated medical chatbots
have the potential to reduce healthcare costs while improving access to
medical services and knowledge. The method created a diagnosis bot that
converses with patients about their medical questions and problems to provide
an individualized diagnosis based on their diagnosed manifestation and profile.
A practical method for determining discoverability and features such as
language, subject matter, and developer platform [12]. Or for the patients, a
framework that acts as a virtual assistant is created using ML algorithms. It
can predict symptoms, recommend doctors, and investigate patient treatments
by interacting with them – efficient patient health care with encouraging
results [15].

On the one hand, the system creates a chatbot for academic purposes
using NLP and ML that various educational institutions can use. There are
two modes available: audio and text. Instead of being placed on the inquiry
disk’s waiting list, users can interact with the bot. The same question is asked
in various forms to test accuracy [16]. As a result, the plan is to combine
intent classification and natural language processing to create an interactive
user interface and a chatbot. The model is intended to recognize user’s queries
and generate SPARQL queries [17]. Deep learning techniques were used to
develop an online video lecture assistantm that improves Q&A data quality
by incorporating multiple chatbots from various perspectives for a single
video [18].

On the other hand, another approach is building a Chatbot model for
Vietnamese comment management [19]; the author has also mentioned some
changes to the algorithm proposal and significant improvements. However,
this method is limited to this study’s scope – Vietnamese language research.
In this work, our approach is more extensive, and we develop an assessment
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based on the views of all the social network members. In addition, our method
is based on the analysis of reviews and personal opinions about one or more
products that are extended on social networks.

Furthermore, one report indicated that the chatbot design is primarily
based on the device learning the rule. There are three steps to enforcing this
chatbot. Raw records are pre-processed at the start. As a result, a data set
is created. The splitting process occurs during the second step [20]. Some
other techniques are used, such as [21]. The authors use an academic website,
for example, how the system quickly calculates the bully word or no longer.
In [21], various techniques are used here, including device mastery, fuzzy
judgment, sample matching, and sentiment evaluation.

Recently, according to a survey by [22], there are 74 articles suggested
chatbots. The studies mainly focused on application, methodology (methods
used, sample size, sample type, and countries studies), and bibliometrics
(publishing, citation, and spotlight agency). The main objective is to conduct a
systematic review of high-quality journal research articles to summarize the
current state of research on chatbots to identify their role in digital business
transformation. On the contrary, we conducted a deep dive to assess the
views of the English commentaries, from which to evaluate and give helpful
information for businesses when promoting products on social networks.

As described in [23], a Chatbot application is a direct communication
channel between the company and the end user in various fields, such as e-
commerce or customer service. The authors used Xatkit in this paper. Xatkit
solves these issues by providing a set of platform-independent Domain-specific
Languages for defining chatbots. Xatkit also includes a runtime engine that
deploys the chatbot application and manages the defined conversation logic
on selected platforms. However, evaluating our opinion with this application
is difficult because Xatkit depends on the accompanying tool, whereas our
method is independent and has strong analytical and adaptive capabilities. The
same experience-based research using Evatalk[24] is still limited when it only
focuses on measuring people’s satisfaction, not analyzing the human point of
view carefully.

In addition to the articles on application development, there are a
few articles on the exploratory potential of chatbots in providing online
emotional support to people based on stress triggers. That is quite exciting; the
authors have developed a social interaction agent based on empirical research
to converse with stressed people seeking mental support. The author also
addressed chatbot questions in helping users deal with stressful situations in
[25]. In a similar study [26] the authors used queries developed on QA forums
by Software Engineering practitioners. Both of the primary research methods
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are very intriguing. Nonetheless, both investigate the Software Engineering
practitioner’s feelings or processing.

Chatbot communication research [27], in which robots communicate
with humans in natural language in an open domain, has made significant
progress. However, it still has several unsolved issues, such as a need for more
diversity and contextual relevance. Based on the retrieved prototype, the author
proposed a retrieval polishing model (RP) to generate feedback polishing.
The method relies on the response receiver and is focused on selecting the
prototype for contextual retrieval. However, while this method improves
improve fluency, contextual relevance, and response diversity significantly
based on the number of prototypes, it results in a too complex system when
dealing with a large sample flow. However, the authors wanted to know
how/if the usability of the significantly improved method [28], based on the
SOCIO chatbot prototype model, had changed. The author also attempts an
empirical evidence-based evaluation of the usability of SOCIO V1 to the
updated version, which necessitates comprehensive verification of test results
to change performance, efficiency, satisfaction, and quality. That is feasible
when evaluating with a small margin for error for experimentation, but there
are still many risks when measuring only one parameter without measuring
another.

In general, with the parsing technique of English sentences and words,
with a recommendation system, we have improved the accuracy up to 78.53%.

3. Theory background. Natural Language Processing (NLP) literature
with a variety of language analysis techniques, which only a small subset has
been observed with regularity in sentiment mining. The most common is part
of speech tagging [29], but there are also papers detailing classifiers using
resolution [30] and even using a full syntactic parse tree [31], or Nasukawa et
al [31] proposes a method to apply parsing to sentiment analysis.

In this part, we conduct Natural Language Processing (NLP) as
follows:

– First: We analyze sentences and divide the comment sentences into
words;

– Second: We use The Penn Treebank POS tags are divided into three
categories: adjectives, nouns, and verbs;

– Third: Using SentiWordNet can be tweaked by using these tags to
look at the meaning of words that match their POS tags.

Finally, to evaluate a comment, we also do a grammatical analysis to
assess the statement. From there, we analyze and, based on the collected words,
consider other people’s comments online in society to conclude. We analyze
and rewrite the sentence based on the conditions listed in Table 1.
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Table 1. Meaning of the symbols
Type Meaningful Type Meaningful
S Sentence RP Particle
NP Noun Phrase LST List marker
PP Prepositional Phrase PRT Particle

VP Verb Phrase UCP Unlike Coordinated
Phrase

CC Coordinating conjunction SYM Symbol
CD Cardinal number TO to
DT Determiner UH Interjection
EX Existential there VB Verb, base form
FW Foreign word VBD Verb, past tense

IN Preposition/subordinate
conjunction VBG Verb, gerund/present

participle
JJ Adjective VBN Verb, past participle

JJR Adjective, comparative VBP Verb, non-3rd ps.
sing. present

JJS Adjective, superlative VBZ Verb, 3rd ps.
sing. present

LS List item marker WDT wh-determiner
MD Modal WP wh-pronoun
NN Noun, singular or mass WP$ Possessive wh-pronoun
NNP Proper noun, singular WRB wh-adverb
NNPS Proper noun, plural PRP Personal pronoun
NNS Noun, plural PRP$ Possessive pronoun
PDT Predeterminer RB Adverb
POS Possessive ending RBR Adverb, comparative
RBS Adverb, superlative

Our system is designed to use many comments to evaluate the quality
of comments for better analysis and evaluation using the comments entered
into the system. Furthermore, our system provides an evaluation method to
select valuable opinions for businesses, thereby bringing quality products to
users. For example, we can see that we will rewrite the sentence in a parsed
form in Figure 1, and the sentence above is rewritten in the form of TreeBank
in Figure 2.
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Fig. 1. Parsing by sentence

Fig. 2. Treebank

4. Design of Criteria for Evaluating Comments. The evaluation of
emotions is quite essential to work, based on the general assessment of a
specific topic is very reasonable when the opinions are more and more popular
on social networking sites. The evaluation is always essential in the analysis
for practical applications later. Based on this, we build a plan (Figure 3) to
evaluate comments on social networks to find reasonable solutions for suitable
products that society wants in the future.
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Assessing the comments is a big challenge for Chatbots. Within the
research scope of this paper, our system evaluates based on the parsing of the
sentence and then evaluates the content and, finally, the commenter’s evaluation
conclusion. However, the problem encountered is that many comments need
to be corrected; for example, short comments, acronyms, or grammatically
incorrect, etc. Based on this content, we evaluate the comments to conclude
whether they are negative or positive through previously trained vocabulary.

4.1. Negation. Negation is used to indicate that the comment is
negative. In general, negative reviews will bring benefits to businesses.

In this paper, our Chatbot system will analyze comments based on the
content and language processing analysis. The comments that our system
evaluates can benefit businesses when the system can be a yardstick to assess
products on social networking sites. We use categorical phrases to show
negative comments through negative words. Such as "bad," "terrible," etc., in
a sentence. For example, "This computer is terrible", the word "terrible" here
indicates that the comment is negative. Here, we do not analyze whether the
sentence is negative [32].

In natural terms, the evaluation is based on the proposed algorithm to
determine the positive or the negative. The algorithm is based on a training
dataset to make comment conclusions.

4.2. Positivity. Positivity is used to indicate that the comment is
positive. We use categorical phrases to show positive comments through
positive words. Such as "good," "excellent," etc., in a sentence. For example,
"This computer is excellent," the word excellent here indicates that the comment
is positive. Again, keep in mind that we do not analyze whether the sentence is
positive [32].

Recently, many businesses often ignore responding to positive reviews
because they think it is unnecessary, but in reality, you need to respond to all
user experience reviews. That shows the brand’s professionalism and effectively
builds customer trust and loyalty. Using the following article [33] to learn how
to respond to positive comments with Chatbot is to improve your business’s
customer service.

Moreover, through customer reviews, the enterprise can expect to
increase or expand its production scale. On the other hand, mass-creating
products without regarding to customers will directly impact the business and
the company’s interests.

5. Our proposed model. In this section, we propose a system structure
in which the system is divided into several main parts, including Ontology and
Preprocessing as described in Figure 3.
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Fig. 3. Proposed System Structure

5.1. Ontology. In this part, we create a module (called: Entities
building module) to take the product type as input. This module is in charge of
retrieving the knowledge base from Ontology and extracting all entities from
the corresponding branch of the product.

The entity is a critical component in the spam detection system, serving
as the foundation for the search process and matching Ontology. A sentence
can contain a single entity, multiple entities, or none. Preprocessing modules
will perform and recognize this entity and save the entity identified in data
preprocessing to assist the algorithm in identifying spam reviews. The entity
here is not just the named entities but all entities in a sense defined by the
researchers. We describe an entity as the word meaning, which brings specific
knowledge in the reviews, to use these entities to find the product knowledge
contained in the reviews. This definition states that adjectives and nouns are
two types of words we have chosen to filter into the desired entity.

An ontology cannot cover all meaningful aspects of a field, so specific
objectives are used for identifying spam reviews. Extracted entities are focused
on product components or properties. As a result, the entity will be collected
and distributed to the class groups based on their common characteristics
following the statistics.

First, the system’s input is a sentence, which is responsible for receiving
a sentence to process and analyze whether that sentence is positive or negative.
Next, the input data will pass through an Ontology used to create an entity
(Entity building module), assisting the system in evaluating the words that the
system has previously processed. This is the foundation for the search process.
Ontologies search and match.

297

_____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2023. Vol. 22 No. 2. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

DIGITAL INFORMATION TELECOMMUNICATION TECHNOLOGIES



Furthermore, a sentence may contain one or more entities, or none,
which can be understood as critical keywords to support faster and more
accurate processing and assessment of sentence properties. The preprocessing
modules will recognize these entities, calculate and save the probability results
determining the positive or negative of the entity to support the matching of
entities in the sentence.

5.2. Preprocessing. The preprocessing module analyzes the content
and title of the review and produces the data required by the classification
model. Figure 3 depicts the division of preprocessing work.

The essential input to the model is the content of the review. As a result,
normalizing must be completed before proceeding with the other processing
steps to create standard data sources and avoid error analysis.

There are numerous methods for extracting words from a text. We chose
the way n-gram models of unigram, combined with the POS tagging model, for
this study. Stanford University’s POS tagging tools (Stanford POS Tagger) have
a relatively large database and have been widely used in the study of language
processing. We chose this tool for the word-splitting module because of its
high accuracy and processing performance. To do this, we did the following
simulation:

First, the dataset here includes Comments collected from sources on
the Internet such as forums, social networks, websites, etc. Then, through
Grammar Structure, label POS for each element of the sentence through the
POS labeling model (Stanford University’s POS tagger has a sizeable available
database and has been applied extensively in natural language processing
research courses). We chose this tool in processing word decomposition in
sentences and structural analysis of components in sentences because it has
relatively high accuracy and has been applied in many places in analyzing
nature processing language.

Second, the processing of sentences after they have been separated into
words will match with WordLists and Classes used to classify what type of
sentence the sentence belongs. Our system divides into five sentence types:
simple, conditional, comparative, compound, and special sentence. Depending
on the type of sentence, the system has different ways of processing words in
the sentence to get accurate results. Specifically, after being decomposed into
words and labeled through the POS model, the sentence will be sorted into an
array to browse each word in the sentence, from which the system will evaluate
whether each word is in it. How likely it is that the word has such a character
depends on whether the word is positive or negative. After evaluating each
word in the sentence, the system will classify positive or negative comments.
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A specific generative grammar aims to provide a set of rules that
generate (or, more abstractly, license, predict, etc.) all phrase structure trees
that correspond to English grammatical sentences. This means that only the
word sequences standardized by a linguist and a syntactic structure description
(phrase structure) would be considered correct and complete sentences. The
rules also include claims about the constituent structure of English.

5.3. Database design. Many languages are used to write social
networks. As a result, it must apply to all languages and libraries. It must be
constantly updated and expanded to ensure the chatbot’s effectiveness. There
are two factors required to ensure:

– The number of English words must be large enough to avoid
confusion.

– The program can handle frequent updates without requiring
cumbersome manipulations.

For example, English is challenging to evaluate due to its large area of
vocabulary and grammar. Specifically, it contains 12 tenses [34] and complex
structures. Moreover, with the number of comments increasing, we focus on
assessing the opinions of the comments. Thus, a dictionary can break sentences
into meaningful words and phrases. We calculate and draw opinion conclusions
based on evaluation and analysis based on meaningful words or phrases.

5.4. System model. The opinion analysis system consists of 3 main
components in Figure 3:

– Data set: Includes comments collected from sources on the Internet
such as forums, social networks, websites, etc.

– Sentence classification in Figure 4: it is the function of classifying
sentences commenting on their sentence types, such as simple sentences,
compound sentences, negative sentences, comparative sentences, etc.

Fig. 4. Sentence classification model
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– Result: The final feature will decide which group the comments
belong to, positive, negative, or neutral.

The classification model has five classification features of basic
sentence types, including simple sentences, conditional sentences, comparative
sentences, compound sentences, and special sentences. In addition, for each of
the above categories, there is a negative test in the sentence.

On the one hand, in the chatbot system, there is an equally important
part of machine learning training.

Read data. The system reads data from the existing data file and adds
data to lists. Word is a list containing POS-tagging for each word in a sentence,
and classes is a list containing the classification type of the sentence here is
positive. And the negative document is a list that includes both words and
classes. In addition, there are ignore-words, a list of elements that can ignore
in a sentence, and it does not affect the evaluation of sentence classification.

Word tokenization. In this step, we will look at each token (i.e., word
by word of a sentence) and try to predict the phrase type of this token. It can be
a noun, a verb, an adjective, and so on. Knowing each word’s role in a sentence
can help determine the meaning. The original part-of-speech model is trained
by feeding millions of English sentences with each word of speech tagged,
reproducing those behaviors. Note that, this model is purely based on statistics
- it needs to understand what these words mean, as humans do. It only knows
how to guess a part (i.e., a comment) of speech based on similar sentences and
observations it has seen before.

Text lemmatization. Lowercase each word and remove duplicate
comments. Lemmatization is to bring words to their original format by using a
lookup table of the actual vocabulary of the words in the sentence. There may
be rules for dealing with comments we can have never seen before.

Create training model. The prepared dataset is forwarded to the
sequential build model to the respective weight of the process. Then the system
will save the trained model of the system for deployment. Below is a detailed
description of the proposed algorithm.

– Step 01: Layer 1, 128 neurons, dropout(0.01). Layer 2, 64 neurons,
dropout(0.01).

– Step 02: Compile the network with parameters to train the network
to evaluate the optimization.

– Step 03: Learning Rate = 0.001.
On the other hand, we define classify sentences in the Chatbot system

as follows:
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5.4.1. Simple sentences. Simple sentences express a straight point of
view, in which the sentence can contain at most one verb (or possibly none,
e.g., good or bad). Example sentences are as follows: Samsung is good.

After going through the POS tagging system, this sentence will give
the following results: Samsung_NN is_VBZ good_JJ. The sentence contains
one subject (Samsung), one verb (is), and one adjective (good).

The sentence above is positive because we see that there is the adjective
good, which is a positive word.

Therefore, to determine the point of view on a single sentence, we need
to identify the adjectives (or adverbs) in the sentence that indicate positive or
negative. Currently, we use two dictionaries with more than 6,800 adjectives
expressing opinions (1 set of positive adjectives and 1 set of negative adjectives).

For this type of sentence, we build a Chatbot system that handles the
following steps in turn:

– Step 01: Label sentences (POS tagging).
– Step 02: Find adjectives.
– Step 03: Find out which order the adjective belongs to

(positive/negative).
– Step 04: Conclude.
Negative on a simple sentence. Let’s consider the example "The Dell’s

sound quality is not pretty good" in a sentence containing the adjective good.
This is a positive word, so with the steps above, we would conclude that this
is a positive opinion sentence, but it is clear that the above sentence has the
exact opposite opinion. As we have seen in the above sentence containing the
negative word (not), this is the key word to determine the point of view of the
above sentence. Without it, the above sentence is entirely positive, so we need
to check if it contains a negative word. We have to reverse the point of the
sentence.

5.4.2. Conditional sentences. Conditional sentences are sentences that
describe hypothetical effects or situations and their consequences. In English,
various conditional joins can be used to form sentences. A conditional sentence
consists of two clauses: A conditional clause and a consequential clause,
which depend on each other. This relationship has important implications for
describing the opinions of sentences. For the sake of simplicity, comment
words (also known as opinion words) (e.g., great, beautiful, bad) alone cannot
determine the opinion in a sentence. A conditional sentence can contain many
comment words or phrases but may not express an opinion [35].

About here, we will describe a few examples to parse this sentence
form:
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Example 1: "If someone makes a beautiful and reliable car, I will buy
it" expresses the opinion that there is no sympathy for any car, even though
"beautiful" and "reliable" are twowords that mean positive comments. However,
this does not mean that a conditional cannot express opinions/comments.

Example 2: "If you are looking for a phone with good voice quality,
don’t buy this Nokia phone." It has a negative connotation with the "voice
quality" of "Nokia phone," although here there is a positive comment "good"
in the conditional on complementing "voice quality." However, according to
the above sentence, the point of view is the opposite.

Furthermore, we noticed that most conditional sentences contain the
word If. However, there are also many other dependent join words such as:
even if, unless, in case, assumption/supposing, as long as, etc. Corresponding
to each word (phrase) also gives different evaluation conditions.

For this type of sentence, we analyze some assessment skills as follows:
Firstly: Find the position of the commented words/phrases.
Secondly: POS tags comment words; comment words can use in some

of the following cases, not all sentences containing an opinion, for example, I
trust Motorola, and He has a trust fund both contain the word trust. But only
the previous sentence has an idea.

Thirdly: Find words that do not indicate an opinion; similar to how
to find comment words related to an idea, here are some words that imply
the opposite. Words like wondering, thinking, and debating of the user ask
questions or expresses doubt.

Fourthly: Tense patterns and basic tenses use to create a set of features.
We identify the first word in both conditional and consequential clauses by
searching for related words using POS tags. Fifthly: In sentences with or
without the characters ’?’ and ’!’.

Sixthly: Conditional associations used in sentences (if, even if, unless,
only if, etc.) are considered a feature.

Seventhly: Conditional clause length and consequences. Using simple
punctuation rules in the language, we automatically segment sentences into
conditional and consequential clauses. Usually, the conditional is very short
and does not affect the statements of opinion.

Eighthly: The use of negative words like not, don’t, and never, etc.,
often change the opinion of a sentence; for example, adding negative words
before comment words can change the idea of a sentence from positive to
negative.

In addition, to handle more complex sentences, we propose to analyze
and perform the following in Table 2:

If the condition contains VB/VBP/VBZ → 0 conditional;
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If consequent contains VB/VBP/VBS → 0 conditional;
If the condition contains VBG → 1stconditional;
If the condition contains VBD → 2ndconditional;
If the condition contains VBN → 3rdconditional.

Table 2. Tenses to identify comparative sentence types
Type Linguistic Condition POS tags Consequent POS tags

0 If + simple present →
simple present VB/VBP/VBZ VB/VBP/VBZ

1 If + sim present →
will + bare infinitive VB/VBP/VBZ/VBG MD+VB

2 If + past tense →
would + infinitive VBD MD+VB

3 If + past perfect →
present perfect VBD/VBN MD+VBD

5.4.3. Comparative sentences. A helpful note about comparative
sentences is that in each such sentence, there is usually a comparative (e.g.,
“better,” “worse,” and –er ) or superlative (e.g., “best,” “worst,” and the
word –est). The objects to compare often appear on either side of the word
comparison. An excellent sentence can have only one entity, e.g., “Camera X
is the best.” For simplicity, the author uses comparative words (sentences) and
superlative words (sentences).

The comparative words mainly identify the preferred entities in a
comparative sentence in the sentence. Some comparative words explicitly
indicate user preferences, for example, “better,” “worse,” and “best.” We call
such words opinionated comparative words. For example, given the following
sentence: “the picture quality of Camera X is better than that of Camera Y,”
Camera X is a popular product due to its comparative point of view word
“better.”

However, many comparators do not have a specific point of view, or their
opinion (positive or negative) depends on the context or the application domain.
For example, the word "longer" does not hold the conventional wisdom to show
that the length of some feature of one entity is greater than that of another.
However, it can represent a desired (positive) or undesirable (negative) state in
a particular context. For example, given the following sentence: "the battery
life of Camera X is longer than Camera Y," "longer" clearly wants to represent
the desired state of "battery life" (although the object in the sentence does not
support a clear opinion). "Camera X" is also the favorite with "battery life"
among the compared cameras. The opinions in the above sentence are called
implicit opinions.
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Sentences with opinion words (for example, "better" and "worse") are
usually easy to deal with. The key to solving our’s problem is to identify the
opinions (positive or negative) of the context-dependent comparative words.
To conclude, two questions arise: (1) what is context, and (2) how can context
be used to help determine the opinion of a comparative word?

The simple answer to question (1) is the whole thing. However, the
entire sentence and the context could be more straightforward because much
irrelevant information, which can confuse the system. Intuitively, we want
to use the most accurate context that can confirm the point of view of the
word comparison. So, the context must have entity features to compare and
find the comparison word. To answer the second question (2), we need more
information or knowledge because there is no way a computer program can
solve the problem by analyzing the sentences themselves. In this article, we
propose to use customer evaluation information on the Chatbot system to help
solve the problem.

5.4.4. Compound sentences. A compound sentence is a sentence that
contains the following words: but, although, however, and nevertheless. For
this type of sentence, the meaning will often be the opposite of the user’s
original desire.

Example: This is great. However, I hate it; although this is good, I won’t
buy it, etc.

For this type of sentence, we propose to evaluate according to the
following steps:

– Step 01: Identify sentences containing but, although, however, and
nevertheless, not.

– Step 02: Split the above sentence into simple sentences.
– Step 03: Processing simple sentences.
– Step 04: Conclusion.
5.4.5. Special sentences. Special sentences are sentences that contain

special words or contain dichotomous words. For example:
– Dell has a fast processor.
– Dell has a fast battery.
We can see that fast here is fast, which is fine if you have a fast processor,

but it is terrible for battery life. As for how to deal with this, we have established
a dictionary of associated words and their views. Here, we can understand that
"processor+fast->Positive", "Battery+fast->Negative".

6. Evaluation
6.1. Experimental Settings. In this section, we proceed to install and

test. The experiment was written in Python and tested on a 64-bit Windows
11 Pro computer with the following configuration: 16384MB of RAM and
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an 11th Gen Intel(R) Core(TM) i5-11400H 2.70GHz, 2688 Mhz, 6 Core(s),
12 Logical Processor(s). Besides, we use negative and positive words with
6800 words [32]. The data we collect are products, including computers (531
sentences), routers (879 sentences), and Speakers (689 sentences) [36] to test.

When working with text data, we must perform various preprocessing
steps on the data before building amachine learning or deep learningmodel. We
must apply various operations to preprocess the data based on the requirements.
Tokenization is the most fundamental and first thing you can do with text data.
Tokenizing is dividing a large text into small parts, such as words. We iterate
through the patterns, tokenizing the sentence with the nltk.word tokenize()
function and appending each word in the words list. We also make a class list
for our tags. We will now lemmatize each word and remove any duplicates
from the list. Lemmatizing converts a word to its lemma form and creates a
pickle file to store the Python objects used during prediction.

Furthermore, in Table 3, we also test with ten comments that we give
manually and evaluate and compare our system prices.

Table 3. Result of evaluation between the system Chatbot and Human

N. Some English comments on social networks Evaluates Conclusion
Our

ChatBot Human

1 Hardware with very stable performance. Positive Positive True

2 This program contains suspicious,
malicious code. Negative Negative True

3 More memory will run smoother. Positive Positive True

4 If I leave this computer here for a month, it
will malfunction. Negative Negative True

5 In terms of performance, this year’s gaming
computer is better. Positive Positive True

6 This program performed worse than
expected compared to the previous run. Negative Negative True

7
It’s been a long time since he used
his calculator, but it still works fine
with minor repairs.

Positive Positive True

8
He tried to remove malicious programs
from his computer, but it failed and even
crashed his computer.

Negative Negative True

9 Fantastic, it works without problems! Positive Positive True
10 Dammit, the laptop is so old! Negative Negative True
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The results show that the system we evaluated correctly with our manual
evaluation reached 100%. To calculate the above result, we use the following
formula [19]:

Correctdetectionrate =
T hecorrectnumbero f comments

Totalnumbero f comments
. (1)

– Correct detection rate: Accuracy of comments on the system.
– The correct number of comments: The correctly evaluated

sentences that the input already knows.
– Total number of comments: The total number of whole sentences

tested.
In this part, the proposed is compared with two reference methods, A

Chatbot for Changing Lifestyle in the Education method (called ACCLE) and
Interactive Transport Enquiry with AI Chatbot (called ITEAI). A summary of
those reference methods is described as follows.

– ACCLE [37]: The author proposes a Chatbot system to serve to learn
between teachers and students. The system is implemented by having students
ask questions in the Chatbot in the form of text. Then the system processes
it through natural language processing and deep learning technology. Finally,
the system processes to answer the student. However, this system only serves
schools and has yet to analyze the respondents’ emotions.

– ITEAI [38]: Similar to the ACCLE method, this method also builds
a Chatbot system that confirms the user’s current location and final destination
by asking some questions. The design of this method checks the user’s query
and extracts the appropriate entries from the database. This approach aims at
the receiver to get all the information about the bus name and number. Them
so that the person can safely move to the desired location.

Although the methods used have their strengths, our approach has been
evaluated based on training, information extraction, and evaluation based on
human emotions to assess the overall and give good results for the desired user.

Based on the dataset used and having the correct sentence classification,
we conducted a test with 230 (Negative: 67, Positive: 163) sentences with the
data file Computer.txt, with Router.txt with 222 (Negative: 81, Positive: 141)
sentences, and Speaker.txt with 284 (Negative: 63, Positive: 221) sentences
rated as standard negative and positive (Figure 5).
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Fig. 5. GUI - The proposed

In this paper, we have referenced two related works. Unfortunately, our
system gives better results than the two referenced methods in Table 4.

Table 4. Performance of the proposed and reference methods
Type ACCLE ITEAI The proposed

The number of negative sentences 368 271 290
The number of positive sentences 2 290 288
Total number of comments 736 736 736
Rate of the positive sentence 50.27% 76.22% 78.53%
Build finished in 1 minute 10s 55s 46s
Build finished in 70.0679s 55.1462s 46.2025s
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The results in Table 4 show that the proposed method always accounts
for a higher percentage than the remaining methods when considering 736
sentences. The ACCLE approach shows low results when it comes to the
average at 50.27%, while the ITEAI method gives results of 76.22% or more.
The proposed method reached the lowest level at 78.53%.

7. Conclusion. We have built a Chatbot model to deal with some simple
sentences, such as simple sentences, and comparison sentences with conditional
and compound sentences, which are reliable, but for memorable sentences
because there needs to be more time to solve the problem.

The paper has built an automatic evaluation model of opinion mining
over a Chatbot system. This concept developed in response to the current
issues that businesses face as social networks grow, but quality values remain
limited. A series of document reviews to ensure consistency in all work, and
the chatbot was determined to be the best model to meet the requirements.
Chatbot research draws connections to learn more about emerging transient
technologies and compatible algorithms such as Artificial Intelligence, Machine
Learning, Python, and Natural Language Processing (NLP). The results show
that our proposed method is up to 78.53%.
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Х.В. НГУЕН , Н. ТАН , Н.Х. КУАН , Ч.Т. ХЫОНГ , Н.Х. ПХАТ
СОЗДАНИЕ СИСТЕМЫ ЧАТ-БОТОВ ДЛЯ АНАЛИЗА МНЕНИЙ

АНГЛОЯЗЫЧНЫХ КОММЕНТАРИЕВ

Нгуен Х.В., Тан Н., Куан Н.Х., Хыонг Ч.Т., Пхат Н.Х. Создание системы чат-ботов для
анализа мнений англоязычных комментариев.

Аннотация. Исследования чат-ботов значительно продвинулись за эти годы.
Предприятия изучают, как улучшить производительность, принятие и внедрение этих
инструментов, чтобы общаться с клиентами или внутренними командами через социальные
сети. Кроме того, предприятия также хотят обращать внимание на качественные отзывы
клиентов в социальных сетях о продуктах, доступных на рынке. Оттуда, пожалуйста,
выберите новый метод для улучшения качества обслуживания своих продуктов, а затем
отправьте его в издательские агентства для публикации на основе потребностей и оценки
общества. Несмотря на то, что в последнее время было проведено множество исследований,
не все из них затрагивают вопрос оценки мнений о системе чат-ботов. Основная цель
исследования в этой статье — оценить человеческие комментарии на английском языке
с помощью системы чат-ботов. Документы системы предварительно обрабатываются и
сопоставляются мнения, чтобы предоставить заключения на основе комментариев на
английском языке. Основанная на практических потребностях и социальных условиях,
эта методология направлена на развитие контента чат-бота на основе взаимодействия с
пользователем, что позволяет осуществлять циклический и контролируемый человеком
процесс со следующими этапами оценки комментариев на английском языке. Сначала мы
предварительно обрабатываем входные данные, собирая комментарии в социальных сетях, а
затем наша система анализирует эти комментарии в соответствии с рейтингом просмотров
по каждой затронутой теме. Наконец, данная система будет давать рейтинг и результат
комментариев для каждого комментария, введенного в систему. Эксперименты показывают,
что данный метод может повысить точность на 78,53% лучше, чем упомянутые методы.

Ключевые слова: чат-бот, оскорбительные комментарии, культура поведения, онлайн,
онтология, анализ мнений, анализ настроений.
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А.Н. ТРОФИМОВ, Ф.А. ТАУБИН 
АНАЛИЗ ЭФФЕКТИВНОСТИ КАСКАДНОГО КОДИРОВАНИЯ 
ДЛЯ ПОВЫШЕНИЯ ВЫНОСЛИВОСТИ МНОГОУРОВНЕВОЙ 

NAND ФЛЕШ-ПАМЯТИ 
 

Трофимов А.Н., Таубин Ф.А. Анализ эффективности каскадного кодирования для 
повышения выносливости многоуровневой NAND флеш-памяти. 

Аннотация. Повышение плотности записи в современных чипах NAND флеш-
памяти, достигаемое как за счет уменьшающегося физического размера ячейки, так и 
благодаря возрастающему количеству используемых состояний ячейки, сопровождается 
снижением надежности хранения данных – вероятности ошибки, выносливости (числа 
циклов перезаписи) и времени хранения. Стандартным решением, позволяющим 
повысить надежность хранения данных в многоуровневой флеш-памяти, является 
введение помехоустойчивого кодирования. Эффективность введения 
помехоустойчивого кодирования в существенной степени определяется адекватностью 
модели, формализующей основные процессы, связанные с записью и чтением данных. В 
работе приводится описание основных искажений, сопровождающих процесс 
записи/считывания в NAND флеш-памяти, и явный вид плотностей распределения 
результирующего шума. В качестве аппроксимации полученных плотностей 
распределения результирующего шума рассматривается модель на основе композиции 
гауссова распределения и распределения Лапласа, достаточно адекватно отражающая 
плотности распределения результирующего шума при большом числе циклов 
перезаписи. Для этой модели проводится анализ помехоустойчивости каскадных 
кодовых конструкций с внешним кодом Рида-Соломона и внутренним многоуровневым 
кодом, состоящим из двоичных компонентных кодов. Выполненный анализ позволяет 
получить обменные соотношения между вероятностью ошибки, плотностью записи и 
числом циклов перезаписи. Полученные обменные соотношения показывают, что 
предложенные конструкции позволяют за счет очень незначительного снижения 
плотности записи обеспечить увеличение граничного значения числа циклов перезаписи 
(определяемого производителем) в 2–2.5 раза при сохранении требуемого значения 
вероятности ошибки на бит.  

Ключевые слова: многоуровневая NAND флеш-память, модель искажений в канале 
записи/считывания, NL распределение, каскадное кодирование, анализ 
помехоустойчивости, выносливость. 

 
1. Введение. Энергонезависимая память (non-volatile memory, 

NVM) – класс памяти, который поддерживает сохраненные данные 
даже после отключения от источника питания. Современная 
энергонезависимая память обеспечивают более быстрый доступ 
к данным, пониженное энергопотребление и улучшенную 
отказоустойчивость по сравнению с обычными жесткими дисками. 
Как результат, устройства на основе энергонезависимой памяти стали 
основной заменой жестких дисков для различных новых приложений, 
связанных с хранением данных, включая аэрокосмические системы, 
персональную электронику, мобильные вычисления, автономные 
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транспортные средства, корпоративные хранилища, дата-центры, 
вычислительные системы с интенсивным использованием данных, 
медицинские и IoT устройства [1 – 9]. Существует множество типов 
энергонезависимой памяти, различающихся по своим 
потребительским свойствам, обусловленным способом построения 
запоминающих ячеек, и сферам применения. В настоящее время 
наиболее популярной технологией энергонезависимой памяти является 
NAND флеш-память, представляющая собой разновидность 
технологии электрически перепрограммируемой памяти 
и поддерживающая чтение, программирование и стирание данных 
в качестве основных операций. Ключевыми достоинствами NAND 
флеш-памяти являются компактность, дешевизна, механическая 
прочность, высокая емкость и скорость работы, низкое 
энергопотребление. Одной из основных целевых областей применения 
NAND флеш-памяти являются приложения, в которых данные 
постоянно записываются и стираются. Диапазон таких приложений 
весьма широк – от потребительской электроники до корпоративных 
центров обработки данных для облачных приложений и социальных 
сетей. Эффективное функционирование таких центров требует 
наличия быстрых и надежных механизмов хранения/обновления 
громадных объемов данных, и эта потребность удовлетворяется за счет 
использования флеш-памяти в виде твердотельных накопителей (SSD) 
[1, 6, 9]. Улучшения в технологии изготовления NAND флеш-памяти 
за последнее десятилетие привели к снижению удельной стоимости 
и увеличению плотности записи данных и, таким образом, сделали 
NAND флеш-память практически безальтернативным решением для 
ряда современных приложений. 

Чип NAND флеш-памяти представляет собой микросборку из 
нескольких кристаллов. Каждый кристалл, в свою очередь, 
представляет собой массив ячеек, каждая из которых является 
полевым транзистором с плавающим затвором. Такая ячейка 
характеризуется одним из нескольких конечных состояний, 
определяемых величиной заряда в плавающем затворе. Флеш-память 
с числом состояний q > 2 называется многоуровневой (multi-level cell, 
MLC), в отличие от одноуровневой памяти (single-level cell, SLC), где 
возможен лишь один ненулевой уровень. Наиболее 
распространенными в настоящее время являются чипы 
многоуровневой NAND флеш-памяти с 4 и 8 уровнями хранимого 
электрического заряда в ячейке. На стадии разработки находятся чипы, 
позволяющие хранить в ячейке 4 бита [10, 11] и 5 бит [12]. 
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Известно, что повышение плотности записи сопровождается как 
уменьшением максимально возможного числа циклов 
программирования и стирания (P/E cycling), так и снижением 
надежности хранения данных [13, 14]. В результате в типичных 
условиях эксплуатации срок службы чипа многоуровневой флеш-
памяти вследствие повышенного износа может составить всего 
несколько месяцев [15]. Хорошо известно, что в результате повышения 
плотности записи, характеристики основных параметров 
многоуровневой NAND флеш-памяти – вероятность ошибки, 
выносливость (flash cell endurance) и долговечность хранения 
(data retention), как правило, оказываются неприемлемыми. Так, 
исходная вероятность ошибки в четырехуровневой флеш-памяти 
(raw error rate), даже при умеренных значениях числа циклов 
перезаписи и времени хранения, составляет порядка 10–4...10–3 и более 
[16], тогда как требуемая вероятность ошибки лежит в диапазоне  
10–12...10–16. Например, согласно рекомендациям Joint Electron Device 
Engineering Council (JEDEC), стандартное значение требуемой 
вероятности ошибки в твердотельных накопителях составляет 10–15 
для клиентских приложений и 10–16 для корпоративных решений 
[17, 18]. Далее, твердотельные накопители на базе SLC флеш-памяти 
могли выдерживать 150 000 циклов программирования и стирания, 
тогда как современные твердотельные накопители с четырехуровневой 
флеш-памятью на основе техпроцесса 1x (т.е. 15–19 нм) могут 
выдержать только 3000 циклов программирования и стирания [19, 20]. 
При этом требуемая величина выносливости, т.е. допустимого числа 
циклов перезаписи, может достигать значения 105, а требуемое время 
хранения данных составляет до 10 лет. В результате, производители 
и пользователи многоуровневой флеш-памяти (и в частности, 
твердотельных накопителей) сталкиваются с трудным выбором 
в соотношении цены, производительности, емкости и надежности, 
включающем в качестве важного компонента обеспечение увеличения 
выносливости при сохранении требуемой вероятности ошибки. 

Важным фактором, влияющим на выносливость флеш-памяти, 
является то, что конструктивно чип NAND флеш-памяти состоит, как 
правило, из нескольких десятков расположенных друг над другом 
слоев двумерных массивов ячеек, называемых флеш-блоками. Флеш- 
блок есть своего рода неделимая единица при выполнении операции 
стирания (block granularity), т.е. в нулевое состояние переводятся 
одновременно все ячейки блока. Каждый флеш-блок делится 
на страницы, которые являются минимальными (по размеру) 
адресуемыми элементами при выполнении операций записи и/или 
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чтения (page granularity). В результате, при перезаписи некоторой 
страницы происходит ненужное (unneeded) стирание остальных 
страниц флеш-блока (с последующим восстановлением стертых 
данных). Этот эффект – write amplification, который количественно 
определяется как отношение числа физически выполненных операций 
записи к числу логически выполненных записей и может достигать 
величин порядка 3…4, приводит, очевидно, к снижению 
производительности памяти и её выносливости. Многообещающим 
инструментом, позволяющим существенно снизить число 
«паразитных» циклов перезаписи, является использование 
перезаписываемых (re-write) кодов, и, в частности, WOM кодов 
[21, 22, 23]. WOM коды характеризуются тем, что при перезаписи 
только увеличивают уровень заряда в ячейке; в результате страница 
может быть перезаписана несколько раз (по меньшей мере дважды) 
перед тем, как потребуется стереть флеш-блок. Вместе с тем, 
известные WOM коды не позволяют обеспечить требуемую 
вероятность ошибки порядка 10–12...10–16, а потенциально 
перспективное объединение перезаписываемых кодов и кодов, 
исправляющих ошибки, пока находится в начальной стадии 
исследования [24, 25]. 

Поэтому в настоящее время решением, позволяющим улучшить 
потребительские характеристики многоуровневой флеш-памяти, 
является введение помехоустойчивого кодирования [26 – 33]. Одна 
из основных проблем, возникающих при реализации 
помехоустойчивого кодирования в NAND флеш-памяти, связана 
с необходимостью учета наличия нескольких источников шума, 
характеристики которых изменяются при изменении как количества 
выполненных циклов программирования/стирания, так и времени 
хранения данных в памяти. Кроме того, параметры источников шума 
зависят от данных, так как увеличение величины заряда в ячейке 
сопровождается потенциально более интенсивным процессом утечки 
заряда. Таким образом, эффективность введения помехоустойчивого 
кодирования в существенной степени определяется адекватностью 
модели, формализующей основные процессы, связанные с записью 
и чтением данных. В разделе 2 приводится описание основных 
искажений, сопровождающих процесс записи/считывания в NAND 
флеш-памяти, и явный вид плотностей распределения 
результирующего шума. В качестве аппроксимации полученных 
плотностей распределения результирующего шума, рассматривается 
модель на основе композиции гауссова распределения 
и распределения Лапласа, достаточно адекватно отражающая 
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плотности распределения результирующего шума при большом числе 
циклов перезаписи. Применительно к этой модели искажений сигнала 
в NAND флеш-памяти, для ряда каскадных кодовых конструкций 
из [30, 31, 33], кратко представленных в разделе 3, в разделе 4 
проводится анализ помехоустойчивости рассматриваемых кодовых 
конструкций, позволяющий получить обменные соотношения между 
вероятностью ошибки, плотностью записи и числом циклов 
перезаписи. Полученные обменные соотношения позволяют оценить 
эффективность использования рассматриваемых вариантов 
помехоустойчивого кодирования для увеличения выносливости NAND 
флеш-памяти при поддержании требуемой вероятности ошибки. 

Некоторые предварительные результаты данной работы были 
частично представлены на XXV Международной научной 
конференции «Волновая электроника и инфокоммуникационные 
системы», Санкт-Петербург, 2022 [34]. 

2. Модель искажений в NAND флеш-памяти. К основным 
факторам, определяющим надежность флеш-памяти, обычно относят: 

1) случайные изменения величины заряда, вводимого 
в плавающий затвор транзистора в процессе записи (program 
disturbance); 

2) повторяющиеся в процессе эксплуатации циклы 
записи/стирания – P/E cycling; 

3) взаимную интерференцию ячеек (cell-to-cell interference); 
4) утечку заряда плавающего затвора с течением времени 

(retention problem). 
Один из подходов, позволяющих формализовать влияние 

указанных факторов, состоит в следующем [35]. Случайное 
отклонение реального порогового уровня напряжения от целевого 
уровня (target value) рассматривается как сумма шумов (случайных 
величин), порождаемых процессами стирания (erasure noise), записи 
в ячейку (programming noise), перезаписи (random telegraph noise), 
старения памяти (retention noise) и взаимной интерференцией ячеек 
(сell-to-сell interference, CCI). Обозначим упорядоченную 
по возрастанию последовательность целевых уровней (состояний) 
напряжения в ячейке как 0 1 1, ,..., qx x x − , где q – число уровней записи; 
наименьший по величине целевой уровень 0x  соответствует 
состоянию «стерто». 

Плотность распределения шума eξ , возникающего при 
считывании состояния x0 («стерто»), хорошо аппроксимируется, как 
показывают многочисленные эксперименты [35, 36], выражением: 
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где 2

eσ  – дисперсия шума в состоянии «стерто». 
Плотность распределения шума pξ , возникающего в процессе 

записи, полагается равномерной на интервале [0, ]∆ , где  
∆  – величина шага приращения напряжения (the incremental step pulse 
programming, ISPP) при записи целевого уровня: 

 
1( ) , 0 .p p pf ξ ξ= ≤ ≤ ∆
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Отметим, что при нахождении ячейки в состоянии «стерто» 

шум =0.pξ  
Плотность распределения шума ,tξ  возникающего вследствие 

перезаписи, хорошо аппроксимируется, согласно многочисленным 
измерениям [36], стандартным распределением Лапласа с нулевым 
средним: 
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где значение параметра θ  определяются числом циклов 
записи/стирания N  в виде: = ,K Nα

θθ  где Kθ  и α  – константы, 
определяемые конкретной технологией изготовления чипа [36]. 

Плотность распределения шума ,rξ  возникающего вследствие 
старения памяти, может быть с разумной точностью 
аппроксимирована гауссовым распределением [35, 36], параметры 
которого – среднее значение и дисперсия, зависят от целевого уровня 
напряжения (состояния) ячейки. Условная плотность распределения 
шума ,rξ  возникающего вследствие старения памяти, при считывании 
уровня , 1, 2,..., 1,ix i q= −  имеет вид: 
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T  – длительность хранения данных, sK , dK , mK , 0t  – константы, 
определяемые конкретной технологией изготовления чипа [36]. 
Отметим, что среднее значение шума rξ : 1) отлично от нуля 
и отрицательно, что можно интерпретировать как «сжатие» диапазона 
целевых уровней, 2) различно для различных целевых уровней 
и 3) возрастает при увеличении целевого уровня. При нахождении 
ячейки в состоянии 0x  («стерто»), шум =0.rξ  

Взаимная интерференция ячеек проявляется в том, величина 
заряда подвергающейся воздействию интерференции ячейки (victim 
cell) изменяется при выполнении операций записи или стирания 
в соседних ячейках (agressor cells). В частности, при выполнении 
операции записи в соседних ячейках интерферирующая помеха 
увеличивает величину заряда в ячейке-жертве, тогда как при 
выполнении операции стирания (в соседних ячейках) величина заряда 
в ячейке-жертве уменьшается вследствие интерференции. 
Для ослабления влияния взаимной интерференции (CCI) используется 
компенсация интерференционной помехи в ячейке-жертве на основе 
удаления/добавления корректирующего заряда, величина которого 
есть линейная комбинация величин зарядов соседних ячеек с весами, 
определяемыми емкостными связями между ячейками [37]. Плотность 
распределения остаточного (после компенсации) интерференционного 
шума ,cciξ  как показывают результаты моделирования в [37], хорошо 
аппроксимируется «вплоть до хвостов» (down to the tails) гауссовым 
распределением c нулевым средним. Таким образом, плотность 
распределения интерференционного шума cciξ  моделируется как: 
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где 2
cciσ  – дисперсия остаточного (после компенсации) 

интерференционного шума. 
Экспериментальные исследования [38, 39] показывают, что при 

эффективной компенсации взаимной интерференции 
в многоуровневой флеш-памяти доминирующим является 
распределение ошибок, близкое к равномерному на множестве блока 
ячеек, и при этом не наблюдается заметной тенденции 
к пакетированию. Последнее обстоятельство может служить 
аргументом для формального описания рассматриваемого канала 
записи/считывания блока ячеек флеш-памяти как канала без памяти. 
Поэтому, в рамках принятого допущения, описание модели сводится 
к отысканию плотности распределения сигнала, считываемого 
из ячейки флеш-памяти. 

Указанные факторы, определяющие надежность флеш-памяти, 
характерны, главным образом, для 2D (планарной) NAND флеш-
памяти. Архитектура 3D NAND флеш-памяти – трехмерное 
расположение ячеек чипа, и используемая в 3D NAND технология 
ловушки заряда (charge trap), т.е. хранение заряда в изолированной 
области ячейки из непроводящего материала типа нитрида кремния 
(вместо помещения заряда в плавающий затвор), позволяют 
существенно повысить плотность записи и снизить вероятность утечки 
заряда, но при этом порождают ряд дополнительных особенностей. 
К ним относятся, прежде всего: а) появление существенного отличия 
динамики изменения среднего значения и дисперсии шума rξ , 
возникающего вследствие старения памяти (early retention loss), 
и б) возникновение зависимости скорости утечки заряда из ячейки 
от величин зарядов, хранящихся в соседних ячейках (retention 
interference) [40, 41, 42]. Моделирование интерференционных явлений 
между «charge trap»-ячейками и оценки влияния интерференции 
на надежность памяти оказывается весьма сложной задачей. Поэтому 
формализация и апробирование модели шума старения в 3D NAND 
флеш-памяти пока, как представляется, ещё находятся в стадии 
анализа и накопления экспериментальных данных. 

Приведенные выше источники шумов полагаются аддитивными 
и независимыми, поэтому условные плотности распределений 

0| 0( | ),y xp y x  
1| 1( | ),y xp y x …, 

1| 1( | )
qy x qp y x
− −  считываемого из ячейки 

сигнала y можно вычислить с использованием свертки распределений 
(1) – (5) отдельных слагаемых суммарного шума. Если ячейка 
находится в состоянии 0x  («стерто»), то считываемый из ячейки 
сигнал: 
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0 ,e t cciy x xxx  = + + +  (6) 
 
т.е. суммарный шум равен ,e t cciξ ξ ξ+ +  поэтому плотность 
распределения 

0| 0( | )y xp y x  считываемого из ячейки сигнала (6) 
вычисляется с использованием свертки распределений (1), (3) и (5). 
В результате получаем: 
 

2
0 0 0

2

0

0 0 0 02
0

0 0

1( ) e e e ,
2

y x y x

y x

y x y x
p y x Q Q

δ
θ θ θδ δ

θ θ δ θ δ

− −
−    − −

= − + +         
  (7) 

 
где 2( ) (1/ 2 ) exp( / 2) ,

z
Q z t dtp

∞
= −∫  2 2 2

0 .e cciδ σ σ= +  Если ячейка 

находится в программируемом состоянии , 1, 2,..., 1,ix i q= −  
то считываемый из ячейки сигнал: 
 

,i p t r cciy x xxxx   = + + + +  (8) 
 
т.е. суммарный шум равен ,p t r cciξ ξ ξ ξ+ + +  поэтому плотность 
распределения | ( | )

iy x ip y x  считываемого из ячейки сигнала (8) 
вычисляется с использованием свертки распределений (2) – (5). 
В результате получаем: 
 

2

2

1( ) exp
2 2i

i
y x i

p y x
δ
θ

 
= × ∆  

 

( ) ( )
exp i r i i i r i

i

y x x y x x
Q

µ δ µ
θ θ δ

  − − − −  + −       
 

( ) ( )
exp i r i i i r i

i

y x x y x x
Q

µ δ µ
θ θ δ

 − − − − − − − +  
   

 

( ) ( )
exp i r i i i r i

i

y x x y x x
Q

µ δ µ
θ θ δ

 − − ∆ − − − ∆ − + − − −  
   

 

( ) ( )
exp i r i i i r i

i

y x x y x x
Q

µ δ µ
θ θ δ

 − − ∆ − − − ∆ − − + +      
 

( ) ( )1 ,i r i i r i

i i

y x x y x x
Q Q

µ µ
δ δ

    − − ∆ − − −
+ +     ∆     

 

(9) 
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где 2 2 2( )i r i ccixδ σ σ= + . 
Приведенные выражения (7) и (9), определяющие в замкнутой 

форме точное (в рамках принятой модели) аналитическое 
представление условных плотностей распределения 

| ( | ), 0,1,..., 1,
iy x ip y x i q= −  являются весьма громоздкими, что 

затрудняет их непосредственное использование как при анализе 
кодовых конструкций, так и при реализации процедур декодирования 
с использованием мягких решений. Указанное обстоятельство диктует 
необходимость достаточно простых аппроксимаций для условных 
плотностей распределения | ( | ), 0,1,..., 1,

iy x ip y x i q= −  хорошо 
согласующихся, при этом, с точными выражениями (7) и (9). Так, 
например, в работе [35] были рассмотрены возможности 
аппроксимации плотности распределения суммарного 
(результирующего) шума гауссовым распределением, бета-
распределением, гамма-распределением, логнормальным 
распределением и распределением Вейбулла. Среди этих 
распределений для рассмотренных в [35] сценариев работы флеш-
памяти с умеренным числом циклов перезаписи гауссово 
распределение оказалось в большинстве случаев наиболее 
предпочтительным вариантом аппроксимации. 

Гауссовская аппроксимация. Простейшей (и наиболее 
распространенной) аппроксимацией является аппроксимация 
выражений (7) и (9) гауссовым распределением [35, 38, 43, 44]. 
При этом средние значения и дисперсии аппроксимирующих 
гауссовых распределений полностью определяются первым и вторым 
моментами распределений (1) – (5) отдельных слагаемых суммарного 
шума. Так, для состояния x0 имеем: среднее значение равно x0, 
дисперсия составляет 2 2 22 .e cciσ θ σ+ +  Для состояния , 1, 2,..., 1ix i q= −  
(программируемое состояние) среднее значение равно 

/ 2 ( ),i r ix xµ+ ∆ −  дисперсия составляет 2 2 2 22 /12 ( ) .r i ccixθ σ σ+ ∆ + +  
Таким образом, гауссова аппроксимация условных плотностей 
распределения сигнала, считываемого из ячейки, имеет следующий 
вид. Если ячейка находится в состоянии 0x  («стерто»), то: 

 

( )
( )

( )0

2
0( )

0 2 2 22 2 2

1( ) exp .
2 22 2

g
y x

e ccie cci

y x
p y x

σ θ σp σ θ σ

 −
 = −
 + ++ +  

 (10) 
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Если ячейка находится в состоянии , 1, 2,..., 1,ix i q= −  (одном 
из программируемых состояний), то: 
 

( )
( )

( )

( )

2 2 2 2

2

2 2 2 2

1( )
2 2 /12 ( )

/ 2 ( )
exp .

2 2 /12 ( )

i

g
iy x

r i cci

i r i

r i cci

p y x
x

y x x
x

p θ σ σ

µ
θ σ σ

= ×
+ ∆ + +

 − − ∆ +
 −
 + ∆ + + 

 (11) 

 
Отметим, что среднее значение и дисперсия сигнала, считываемого из 
ячейки, находящейся в одном из программируемых состояний, зависят 
от этого состояния, поэтому рассматриваемая аппроксимация 
с условной плотностью распределения, задаваемой соотношениями 
(10) и (11), представляет собой гауссовскую модель с дисперсией 
аддитивного шума, зависящей от записанного значения (input-
dependent additive Gaussian noise, ID-AGN). 

Характеризовать в целом адекватность гауссовской 
аппроксимации, с учетом факторов, ограничивающие её применение, 
можно следующим образом. Среди перечисленных выше искажений, 
возникающих в процессе записи/считывания, искажения pξ , 
порождаемые при записи в ячейку (programming noise), и искажения 

tξ , порождаемые накопленными циклами перезаписи (random 
telegraph noise), имеют распределение, существенно отличающееся 
от гауссова. При малых значениях шага приращения напряжения ∆ , 
что достаточно типично, влияние первого из этих двух видов 
искажений pξ , не является существенным. Влияние же искажений tξ , 
вызванных накопленным количеством циклов перезаписи N, довольно 
быстро усиливается с ростом N; так, дисперсия случайной величины 

tξ  возрастает пропорционально 2 ,N α  где показатель 0.5...1.α =  
Таким образом, можно полагать, что гауссовская аппроксимация 
вполне приемлема для сценария, при котором влияние искажений tξ  
(оцениваемое, например, относительным весом дисперсии 22θ  
в суммарной дисперсии 2 2 2 22 /12 ( ) , 1, 2,..., 1r i ccix i qq σ σ+ ∆ + + = − ) 
сравнительно невелико. По мере увеличения накопленного количества 
циклов перезаписи N (и приближения к предельному значению, 
заявленному производителем), качество гауссовской аппроксимации 
плотностей (7) и (9) существенно снижается, что объясняется, главным 

326

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

ЦИФРОВЫЕ ИНФОРМАЦИОННО-ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ



образом, появлением асимметрии и «утяжелением хвостов» 
в плотностях (7) и (9) [45]. Для учета указанных факторов – 
асимметрии и «утяжеления хвостов» (вследствие большего влияния 
распределения Лапласа в свертках соответствующих функций 
плотности вероятностей), в работе [46] было предложено использовать 
новую модель, представляющую собой композицию гауссова 
распределения и распределения Лапласа – NL распределение (normal-
Laplace distribution). 

Аппроксимация NL распределением. NL распределение 
представляет собой свертку гауссова распределения и распределения 
Лапласа. Это распределение «почти» гауссово в средней области, 
тогда как на краях области определения NL распределение «почти» 
совпадает с распределением Лапласа. Асимметрия может быть введена 
в NL распределение посредством использования в свертке 
перекошенного, или асимметричного, распределения Лапласа (skew-
Laplace distribution). 

Общее выражение для плотности NL распределения 
(с введенной асимметрией) имеет следующий вид. Пусть ( , )mξ σ  – 
гауссова случайная величина с плотностью распределения: 
 

( )2

22

1( ; , ) exp ,
22

g

m
f m

x
x σ

σpσ

 −
 = −
 
 

 (12) 

 
где m – среднее значение, 2σ  – дисперсия. Пусть ( , )ζ λ µ  – случайная 
величина с асимметричной плотностью распределения Лапласа: 
 

( )

( )

exp , 0,
( ; , )

exp , 0,
slf

lµ lζ ζ
l µ

ζ l µ
lµ µζ ζ
l µ

 − > += 
 ≤
 +

 (13) 

 
где 0λ > , 0µ >  – параметры перекошенного распределения Лапласа. 
Очевидно, что при λ µ=  получаем обычное (симметричное) 
распределение Лапласа вида (3). Другие частные случаи µ = ∞  
и λ = ∞  приводят к экспоненциальным плотностям вида: 
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( )exp , 0,
( ; , )

0, 0,slf
ll ζ ζ

ζ l
ζ

 − >∞ = 
≤

 

 
и: 
 

( )
0, 0,

( ; , )
exp , 0.slf

ζ
ζ µ

µ µζ ζ
>∞ =  ≤

 

 
Пусть ( , ) ( , )y mξ σ ζ λ m= + ; тогда случайная величина y имеет NL 
распределение с плотностью: 
 

2

2

( 2 2 ) 2
2

(2 2 ) 2
2

( ; , , , )

.

y m

NL

y m

y mf y m e Q

y me Q

λ λσ

mm σ

λm λσσ λ m
λ m σ

mσ
σ

− + +

− +

  − −
= − +  +  

 − +
  

 (14) 

 
В работе [46] предложена два варианта модели 

четырехуровневой ячейки флеш-памяти, названные «идеальный» 
и «смешанный». В идеальном варианте выходные значения ячейки 
памяти заданы следующим равенством: 
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С учетом того, что 1 1 1 1(0, ) ( , )x xx σ x σ+ =  и 2 2 2 2(0, ) ( , )x xx σ x σ+ =  
можно записать, что: 
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где обозначения ( , )mξ σ  и ( , )ζ λ µ  используются для указания 
случайных величин, распределенных в соответствии с плотностями 
вероятности, заданными равенствами (12) и (13) соответственно. 
Из равенств (15) следует, что условные функции плотности 
вероятности, определяющие «идеальную» модель, заданы как: 
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y x sl

ideal
y x NL
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y x sl
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p y x f y x

p y x f y x

p y x f y x

l

sl  µ

sl  µ

µ

= − ∞

=

=

= − ∞

 (16) 

 
В работе [46] указано, что распределение, дающее более точное 
соответствие с результатами экспериментальных измерений, может 
быть получено как смесь распределений, задаваемых равенствами (16), 
вида: 
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, (17) 

 
где все величины 00 01 33, ,...,k k k  положительны, и кроме того 

00 02 03 1k k k+ + = , 11 12 13 1k k k+ + = , 22 23 1k k+ =  и 33 1k = . Такое 
описание канала называется смешанной NL (mixed normal-Laplace) 
моделью. Конкретный вид функций плотности вероятности вида (17) 
определяется значениями пятнадцати параметров: четырех значений 
уровней 0 3,...x x , шести значений параметров плотностей (16) 

0 1 1 2 2, , , , ,λ σ λ µ σ λ  и пяти весовых коэффициентов 02 03 12 13 23, , , ,k k k k k  
в правой части равенства (17). В работе [46] указаны значения этих 
параметров в зависимости от отношения nom/N N , где N  – число 
циклов перезаписи, nomN  – число циклов перезаписи, гарантируемое 
производителем устройства памяти, или номинальное число циклов 
перезаписи. Эти зависимости указаны в таблице 1. Графики условных 
ф.п.в (17) в линейном и логарифмическом масштабе представлены 
на рисунках 1 и 2. 
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Таблица 1. Параметры смешанной NL модели ячейки флеш-памяти 

Параметр 
модели 

Функциональная 
зависимость от z, z=N/Nnom c2 c1 c0 

k02
k03 
k12 
k13 
k23

exp(c1z + c0) 

0.87 
1.41 
1.63 
0.73 
1.50 

–11.89
–19.82
–19.22
–11.67
–17.69

x0 
x1 
x2 
x3 

2
1 0

cc z c+
1 

0.17 
0.26 
0.39 

1.52 
12.96 
11.69 
6.83 

–150.81
61.12

186.86
319.38

σ1
σ2

c0 
14.95 
11.62 

λ0 
λ1
λ2
μ 

1/(c1z + c0)

1.84 
0.65 
0.53 
0.37 

14.28 
6.36 
6.48 
5.13 

Рис. 1. Графики условных функций плотности вероятности для смешанной 
NL модели в линейном и логарифмическом масштабах 
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3. Краткое описание рассматриваемой каскадной кодовой 
конструкции. Один из возможных эффективных подходов 
к организации введения помехоустойчивого кодирования связан 
с использованием каскадных конструкций [24]. Основной мотив 
целесообразности использования каскадной схемы кодирования для 
многоуровневой флеш-памяти состоит в том, чтобы с помощью 
подходящего сравнительно простого внутреннего кода обеспечить 
лучшее согласование мощного внешнего кода с расширенным 
каналом, включающим кодер и декодер внутреннего кода. Среди 
возможных вариантов внутреннего кода следует выделить 
многомерные сигнальные множества на основе целочисленных 
решеток, обладающие гибкой структурой с широким диапазоном 
варьирования параметров и допускающие сравнительно простую 
организацию мягкого декодирования, что позволяет существенно 
повысить эффективность внешнего кодирования. Каскадное 
кодирование (с многомерным сигнальным множеством в качестве 
внутреннего кода) рассматривалось в работах [47, 48]. В этих 
публикациях, рассматривавших в качестве возможных внешних кодов, 
соответственно, коды Рида-Соломона и LDPC коды, была 
продемонстрирована существенная эффективность такого рода 
каскадных конструкций. Весьма важным достоинством каскадной 
схемы в плане реализации является гибкость ее архитектуры, что 
позволяет, в частности, реализовать внутреннюю ступень кода, 
имеющую небольшую сложность, непосредственно на странице 
кристалла (чипа) флеш-памяти, содержащей защищаемые данные (on-
chip implementation). Расширение класса приемлемых конструкций 
внутреннего кода с сопутствующим существенным расширением 
диапазона обменных соотношений «помехоустойчивость – плотность 
записи – сложность реализации», достигаемое путем использования 
произвольных mod-4 решеток и многоуровневых конструкций было 
представлено в работах [25, 26, 28]. 

Анализируемый далее класс каскадных многокомпонентных 
кодовых конструкций был предложен в работах [30, 31, 33]. Для 
удобства и связности изложения приведем далее краткое описание 
рассматриваемой класса каскадных многокомпонентных кодовых 
конструкций. В рассматриваемой схеме каскадного кодирования 
в качестве внешнего кода выбран расширенный (удлиненный на один 
символ) (N1, K) код Рида-Соломона (РС) над полем 

2s , 12s N= . 
Внутренний код, обозначим его B0, представляет собой множество 
последовательностей, состоящих из n символов над алфавитом 
A = {0,1,…,q–1}, где q – число уровней записи ячейки флеш-памяти. 
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Элементы алфавита A связаны с входными уровнями (уровнями 
записи) ячейки памяти посредством взаимно однозначного 
отображения I множества A на множество 0 1 1{ , ,..., }qx x x −  вида I(i) = xi , 

0,1,..., 1i q= − . Иными словами, алфавит A представляет собой 
множество индексов уровней записи q. Будем полагать далее, что 
m = log2 q целое число, т.е. ячейка памяти может хранить m бит 
данных. Для исключения пакетирования ошибок на внешней ступени 
декодирования, кодовые символы внешнего кода (при необходимости) 
подвергаются блоковому перемежению (рисунок 2), а именно: 
h последовательных слов кода Рида-Соломона записываются 
в прямоугольную таблицу, содержащую h строк, после чего 
последовательно считываются по столбцам; каждый столбец этой 
таблицы отображается в один символ внутреннего кода. 

 

 
Параметр h определяется объёмом внутреннего кода, обозначим 

его 0| |B , и размером алфавита кода Рида-Соломона, совпадающим 
с его длиной N1, в соответствии со следующим соотношением: 

1 0| |hN B= . При h = 1 один символ внешнего кода отображается в одно 
слово внутреннего кода, то есть имеет место обычная каскадная схема 
кодировании. Обозначим через R и R0 скорости внешнего 
и внутреннего кода, соответственно; очевидно, что R = K/N1, 

0 2 0log /R B n= . Общая скорость каскадного кода Rобщ, 
определяющая значение плотности записи в ячейку флеш-памяти, есть 
произведение R и R0, т.е. общ 0 2 0 1log / ( )R RR K B N n= =  бит/ячейка. 

Внутренний код B0 определяется следующей формулой: 

Слово внешнего 
кода (кода РС) 

Слово внутреннего 
кода (n-мерный  
q-ичный вектор) q = 4 

 

 

…
. 

1 

2 

h 

... 

N1 

 . .
 . .

 . .
K 

    

n 

Рис. 2. Структура каскадного кода с перемежением между ступенями 
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( ){ }( ) ( ){ }( )
1 1

( ) ( )
0 2 2

0
2 ψ 1 exp 2 ψ 1 exp ,

L m
j j j j

l j j l
j j L

B l k l n
− −

= =

= ≤ ≤ + ≤ ≤∑ ∑a G a  

 
где ψ – естественное вложение (ψ-вложение) 2

n  в n-мерную 

целочисленную решетку nZ , { }( )
21 exp ( )j

l jl k≤ ≤a  – совокупность 

двоичных векторов размера kj, { }( )
21 exp ( )j

l l n≤ ≤a  – совокупность 
двоичных векторов размера n, Gj, – порождающая матрица линейного 
двоичного кода Cj, имеющая размер kj×n , 0,1,...,j L= . Скорость 

внутреннего многоуровневого кода 1
0 0

( ) / .L
jj

R m L k n−

=
= − +∑

Компонентные коды C0, C1,…, CL–1 внутреннего кода B0 выбираются 
исходя из обменных соотношений между скоростью R0, минимальным 
евклидовым расстоянием δ0 и сложностью декодирования. Отметим, 
что при выполнении ряда условий, указанных в [30, 31], внутренний 
код B0 представляет собой конечное подмножество решетки Барнса-
Уолла, что позволяет использовать для декодирования кода B0 
достаточно эффективную (хоть и не оптимальную) процедуру – 
bounded-distance decoding (BDD). Ограничимся далее рассмотрением 
двухуровневых (L=2) конструкций внутреннего кода для NAND флеш-
памяти с четырьмя ранжированными по уровню состояниями. 

Примеры каскадных конструкций с внутренним двухуровневым 
кодом 0B  представлены в таблицах 2 и 3, которые частично повторяют 
содержимое соответствующих таблиц, приведенных в [30, 31] и [33]. 
В таблице 2 перечислены варианты каскадного кодирования, 
в которых внутренний код построен на основе решеток Барнса-Уолла, 
а в таблице 3 – на основе циклически усечённого сверточного 
кода (tail-biting code, TB) C0 и кода с проверкой на четность 
(single parity check code, SPC) C1. Номер варианта в общей 
нумерации показан в первом столбце таблиц, а выбор 
конкретного варианта(-ов) из нескольких, если он возможен, 
выделен полужирным шрифтом. Описание структуры кодов, 
перечисленных в таблицах 2 и 3, более подробно изложено в [30, 31] 
и [33] соответственно. 

4. Анализ помехоустойчивости кодовой конструкции 
для смешанной NL модели. Приводимый далее анализ 
помехоустойчивости рассматриваемой кодовой конструкции позволяет 
получить обменные соотношения между вероятностью ошибки, 
плотностью записи и числом циклов перезаписи. 
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Таблица 2. Параметры каскадных конструкций с внутренним кодом на основе 
решеток Барнса-Уолла 

№ Размерность 
решётки n 

Исходная 
решетка 

Λ0 

Коды C0 и C1 
Объём 

внутреннего 
кода |B0| 

Возможные 
значения h 

и длины кода 
РС N1 

Плотность 
записи, Rобщ, 
бит/ячейка 

1,2 8 E8 C0 = (8,4,4) 
C1 = (8,8,1) 212 

N1 = 16, h = 3 
N1 = 64, h = 2 
N1 = 4096, h=1 

1.5 R 

3 8 RE8 C0 = (8,1,8) 
C1 = (8,7,2) 28 N1 = 256, h = 1 1.0 R 

4 16 Λ16 C0 = (16,5,8) 
C1 = (16,15,2) 220 

N1 =16, h = 5 
N1 =32, h = 4 

N1 =1024, h=2 
1.25 R 

 
Таблица 3. Параметры каскадных конструкций с внутренним двухуровневым 

кодом B0 на основе циклически усечённого сверточного кода C0 и кода 
с проверкой на четность C1 

№ Коды C0 и C1 
Объём 

внутреннего 
кода |B0| 

Возможные значения 
h и длин кода РС N1 

Плотность 
записи, 

Rобщ, бит/ячейка 
5 C0 = (8,4,4) 

C1 = (8,7,2) 211 N1=2048, h =1 1.375 R 

6 C0 = (12,3,6) 
C1 = (12,11,2) 214 N1 =128, h = 2 1.167 R 

7 C0 = (18,9,6) 
C1 = (18,17,2) 226 N1=8192, h =2 1.444 R 

 
Полученные численным образом обменные соотношения 

позволяют оценить эффективность использования рассматриваемых 
вариантов помехоустойчивого кодирования для увеличения 
выносливости NAND флеш-памяти при поддержании требуемой 
вероятности ошибки. Оценка помехоустойчивости представленных 
каскадных кодовых конструкций включает в себя два этапа. Первый 
этап состоит в вычислении (оценке) вероятности ошибки 
декодирования по максимуму правдоподобия (МП) слова внутреннего 
кода. На втором этапе вычисляется (оценивается) вероятность ошибки 
декодирования слова внешнего кода (кода Рида-Соломона) 
с использованием результатов, полученных на первом этапе. 
Стандартная оценка вероятности ошибки на бит при декодировании 
недвоичного внешнего кода в канале с независимыми ошибками 
может быть записана как [49]: 
 

1
1

1
1 1

1 (1 )
2

N
N ii i

b N e e
i t

i tP C p p
N

−

= +

+
≤ −∑ , (18) 
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где pe – вероятность ошибки декодирования символа внутреннего кода 
по МП, N1 – длина внешнего кода, t – максимальное число ошибок, 
исправляемых кодом. Основная проблема при вычислении правой 
части оценки (18) состоит в вычислении аддитивной оценки 
вероятности ошибки декодирования внутреннего кода ep . 
Она решается с использованием ранее разработанного подхода 
[30, 31, 50]. Итоговое выражение для верхней границы вероятности ep
при этом получается в виде: 
 

0

1 ( )Re ,e
D j Mp d

M j
α β α

p β α

∞ − −
≤

+∫  (19) 

 
где M – число слов внутреннего кода, и: 
 

( ) ( )

' 1

( ) ( ; , ' ).
n

l l
z

l

D c x xω ω
=

= ∑∑∏
x x

 (20) 

 
Значение параметра β в правой части (19) выбирается в некоторых 
допустимых пределах; хорошим выбором для многих примеров может 
служить значение β =1/2 [30, 31, 50]. В выражении (20): 
 

( ; , ') exp( ( , '))z x xc j z x xω ω= , (21) 
 
где | ' |( , ') ln( ( | ') / ( | ))y x y xz x x p y x p y x= , черта сверху здесь обозначает 
усреднение по распределению, заданному условной плотностью 
вероятности | ( | )y xp y x , а суммирование по x  и 'x  в правой части (20) 
выполняется по всем словам внутреннего кода. В качестве 
технических приемов для вычисления границы (19) используются: 
1) решетчатое представления внутреннего кода, 2) рассмотрение 
произведения этой решетки на себя, 3) разметка решетки-
произведения с использованием характеристических функций 
вида (21), 4) получение значений функции ( )D ω  (20), и 5) численное 
нахождения значения интеграла (19) при значении параметра 1/ 2β = . 
Подробное описание процесса вычисления значений функции ( )D ω  
дано в работе [50]. 
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Как следует из описания приведенного подхода, для вычисления 
оценки вероятности ep  требуется найти значения характеристических 
функций (21), которые можно выразить как: 

 
1

( ; , ') | ' |exp( ( , ')) ( | ') ( | )j j
z x x y x y xc j z x x p y x p y x dyω ω
ω ω

∞
−

−∞

= = ∫ , (22) 

 
для jω α β= − , где 0 α< < ∞ , 1 / 2β =  для различных условных ф.п.в 

| ( | )y xp y x , задающих модель канала, и всех входных значений канала 
, 'x x . Ранее [30, 31, 50] этот подход применялся для случаев, когда 

выражения для характеристических функций (22) удавалось получить 
аналитически в замкнутом виде. К таким случаям, в частности, 
относится и ID-AGN модель канала флеш-памяти, которая 
рассматривалась в работах [30, 31]. Для рассматриваемой в настоящем 
исследовании смешанной NL модели получить выражение для 
характеристических функций (22) в замкнутом виде не удается. 
Поэтому их вычисление выполнялось численным методом для ряда 
значений переменной α  при соответствующем выборе пределов 
изменения этой величины. Набор значений характеристических 
функций (22), вычисленных для значений аргумента jω α β= − , 

1 / 2β = , далее использовался при вычислениях по формулам (20), (19) 
и (18). 

В качестве примеров применения этой техники оценки 
характеристик корректирующего кодирования для канала, заданного 
смешанной NL моделью, были рассмотрены варианты кодовых схем, 
перечисленных в таблицах 2 и 3. Результаты вычисления границ (19) 
и (18) для семи вариантов кодовых схем, указанных в таблицах 2 и 3, 
в зависимости от значений нормированного числа циклов перезаписи 

nom/N N  приведены на рисунках 3 – 6. 
Приведенные на рисунках 3 – 6 графики в совокупности 

представляют собой искомые обменные соотношения между 
вероятностью ошибки Pb, плотностью записи Rобщ и числом циклов 
перезаписи N. Из рассмотрения данных, представленных 
на рисунках 3 – 6, следует:  

1. Для каждой из рассмотренных конструкций, при числе 
циклов перезаписи N в диапазоне от 0.1Nnom до Nnom, незначительное 
увеличение плотности записи (это увеличение может быть даже 
несколько тысячных) сопровождается существенным ростом 
вероятности ошибки (на порядок и более). 
336

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

ЦИФРОВЫЕ ИНФОРМАЦИОННО-ТЕЛЕКОММУНИКАЦИОННЫЕ ТЕХНОЛОГИИ



  
а) б) 

Рис. 3. Зависимость границы вероятности Pb от нормированного числа циклов 
перезаписи N/Nnom: а) кодовая схема № 1, б) кодовая схема № 2 

 

  
а) б) 

Рис. 4. Зависимость границы вероятности Pb от нормированного числа циклов 
перезаписи N/Nnom: а) кодовая схема № 3, б) кодовая схема № 4 
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Рис. 5. Зависимость границы вероятности Pb от нормированного числа циклов 
перезаписи N/Nnom: а) кодовая схема № 5 (слева), б) кодовая схема № 6 

 

 
Рис. 6. Зависимость границы вероятности Pb от нормированного числа циклов 

перезаписи N/Nnom, кодовая схема № 7 
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2. Число циклов перезаписи N = Nnom может действительно 
рассматриваться, в большинстве случаев, как своего рода граничное 
значение. Судя по приведенным графикам, увеличение числа циклов 
перезаписи N на порядок – от 0.1Nnom до 1.0Nnom, приводит к росту 
вероятности ошибки на 1.5…2 порядка, тогда как дальнейшее 
увеличение числа циклов перезаписи N на порядок – до 10Nnom, 
сопровождается ростом вероятности ошибки на 12(!) и более порядков. 
Отметим, что при использовании гауссовской аппроксимации 
зависимость вероятности ошибки от числа циклов перезаписи 
N примерно линейна (в логарифмическом масштабе), поэтому 
выделить такого рода граничное значение в рамках гауссовой модели, 
видимо, не представляется возможным. 

3. За счет очень незначительного снижения плотности записи 
Rобщ можно обеспечить увеличение допустимого числа циклов 
перезаписи в 2 – 2.5 раза, относительно величины Nnom, при 
сохранении требуемого значения вероятности ошибки на бит. Ясно, 
что увеличение числа циклов перезаписи приводит к увеличению 
срока службы при неизменной интенсивности обменов с памятью, 
либо к увеличению интенсивности обмена данными при сохранении 
времени эксплуатации системы хранения. В обоих случаях получаем 
эффект увеличения выносливости флеш-памяти, что обеспечивает 
заметное улучшение эксплуатационных характеристик систем 
долговременного хранения данных. Одним из иллюстративных 
примеров такого обмена «плотность записи – число циклов 
перезаписи» может служить рисунок 5, из которого следует, что при 
снижении плотности записи с 1.2231 до 1.2158 бит/ячейка вероятность 
ошибки на бит остается в пределах ≈ 2⋅ 10–15 при значении N/Nnom = 2. 

4. Конструкции внутреннего кода вида TB/SPC могут 
обеспечить внушительный выигрыш (до нескольких порядков) 
по приемлемому числу циклов перезаписи, относительно кодов 
на основе решеток Барнса-Уолла, при равной плотности записи 
и надежности хранения данных. Отметим, что этот выигрыш имеет 
место как при гауссовской аппроксимации искажений сигнала 
записи/считывания (это было показано в работе [28]), так и при 
смешанной NL модели, причем в рамках смешанной NL модели 
выигрыш может достигать нескольких порядков. 

5. Заключение. В настоящей работе представлены результаты 
применения разработанных авторами подходов к оценке 
эффективности корректирующего кодирования для каналов хранения 
данных многоуровневой NAND флеш-памяти. Эффективность 
корректирующего кодирования оценивается через обменное 
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соотношение, связывающее повышение надежности воспроизведения 
данных при их передаче или хранении за счет снижения скорости 
кодирования. Применительно к рассматриваемой модели канала флеш-
памяти эти показатели выражаются в повышении числа циклов 
перезаписи (выносливости ячейки флеш-памяти) за счет снижения 
плотности записи при сохранении требуемого значения вероятности 
ошибки. Каскадный принцип построения корректирующего кода 
позволяет строить длинные коды с высокой корректирующей 
способностью. При этом достигается высокая корректирующая 
способность при умеренной сложности реализации, что порой имеет 
решающее значение при реализации систем кодирования для флеш-
памяти. 

Отличительной особенностью настоящей публикации является 
использование смешанной гауссово-лапласовой модели (NL модели) 
для описания искажений, возникающих при считывании из ячейки 
NAND флеш-памяти. Такая модель используется наряду с ID-AGN 
моделью и в некоторых случаях оказывается более предпочтительной, 
так как достаточно адекватно отражает искажения сигнала 
записи/считывания для широкого диапазона изменений основных 
параметров – числа циклов перезаписи и длительности хранения. 
В качестве схемы кодирования рассмотрена становящаяся все более 
популярной каскадная схема кодирования. В ней внутренняя ступень 
представляет собой многоуровневый код, построенный либо на основе 
решеток Барнса-Уолла, либо на основе циклически усечённого 
сверточного кода и кода с проверкой на четность, а в качестве 
внешней ступени используется код Рида-Соломона. Для этой 
конфигурации подразумевается мягкое декодирование внутреннего 
кода по МП и алгебраическое декодирование внешнего кода 
с исправлением сравнительно небольшого числа ошибок. 
Разработанный ранее подход [30, 31, 50] к анализу 
помехоустойчивости декодера внутреннего кода был применен 
в настоящей работе для анализа в условиях принятой смешанной NL 
модели. В ходе исследования оказалось, что особенности, 
обусловленные природой используемой модели, не позволяют 
получить в явном виде выражения для характеристических функций, 
используемых при вычислении границы вероятности ошибки 
декодирования внутреннего кода по МП. Это привело к определенным 
трудностям вычислительного характера, которые были преодолены, 
и в итоге были получены в численной форме обменные соотношения 
между вероятностью ошибки, плотностью записи и числом циклов 
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перезаписи. Полученные обменные соотношения позволили оценить 
эффективность использования представленных вариантов каскадного 
кодирования для увеличения выносливости NAND флеш-памяти при 
поддержании требуемой вероятности ошибки. Среди представленных 
в разделе 4 конечных результатов можно отметить два результата, 
важных в прикладном плане. Во-первых, в рамках смешанной NL 
модели можно достаточно определенно выделить такую важную 
характеристику, как номинальное число циклов перезаписи, 
представляющего собой своего рода граничное значение, при 
превышении которого помехоустойчивость резко ухудшается. Во-
вторых, предложенные конструкции позволяют за счет очень 
незначительного снижения плотности записи обеспечить увеличение 
этого граничного значения числа циклов перезаписи в 2–2.5 раза при 
сохранении требуемого значения вероятности ошибки на бит. 
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A. TROFIMOV, F. TAUBIN  
PERFORMANCE ANALYSIS OF CONCATENATED CODING TO 
INCREASE THE ENDURANCE OF MULTILEVEL NAND FLASH 

MEMORY 
 
Trofimov A., Taubin F. Performance Analysis of Concatenated Coding to Increase the 
Endurance of Multilevel NAND Flash Memory. 

Abstract. The increasing storage density of modern NAND flash memory chips, achieved 
both due to scaling down the cell size, and due to the increasing number of used cell states, 
leads to a decrease in data storage reliability, namely, error probability, endurance (number of 
P/E cycling) and retention time. Error correction codes are often used to improve the reliability 
of data storage in multilevel flash memory. The effectiveness of using error correction codes is 
largely determined by the model accuracy that exhibits the basic processes associated with 
writing and reading data. The paper describes the main sources of disturbances for a flash cell 
that affect the threshold voltage of the cell in NAND flash memory, and represents an explicit 
form of the threshold voltage distribution. As an approximation of the obtained threshold 
voltage distribution, a Normal-Laplace mixture model was shown to be a good fit in multilevel 
flash memories for a large number of rewriting cycles. For this model, a performance analysis 
of the concatenated coding scheme with an outer Reed-Solomon code and an inner multilevel 
code consisting of binary component codes is carried out. The performed analysis makes it 
possible to obtain tradeoffs between the error probability, storage density, and the number of 
P/E cycling. The resulting tradeoffs show that the considered concatenated coding schemes 
allow, due to a very slight decrease in the storage density, to increase the number of P/E 
cycling up to 2–2.5 times than their nominal endurance specification while maintaining the 
required value of the bit error probability. 

Keywords: multilevel NAND flash memory, threshold voltage distribution, Normal-
Laplace mixture model, concatenated coding, performance analysis, endurance. 
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Д.В. ЕФАНОВ, Т.С. ПОГОДИНА 
ИССЛЕДОВАНИЕ СВОЙСТВ САМОДВОЙСТВЕННЫХ 
КОМБИНАЦИОННЫХ УСТРОЙСТВ С КОНТРОЛЕМ 

ВЫЧИСЛЕНИЙ НА ОСНОВЕ КОДОВ ХЭММИНГА 
 

Ефанов Д.В., Погодина Т.С. Исследование свойств самодвойственных 
комбинационных устройств с контролем вычислений на основе кодов Хэмминга. 

Аннотация. Рассматривается новый подход к синтезу самопроверяемых устройств, 
основанный на контроле вычислений контролируемыми объектами с помощью кодов 
Хэмминга, проверочные символы (контрольные биты) которых описываются 
самодвойственными функциями. При этом структура работает в импульсном режиме, 
что фактические основано на внесении временнóй избыточности при построении 
самопроверяемого устройства. Это, к сожалению, приводит к некоторому снижению 
быстродействия, однако существенно повышает характеристики контролепригодности, 
что особенно актуально для устройств и систем критического применения, входные 
данные для которых изменяются не столь часто. Дается краткий обзор методов 
построения схем встроенного контроля на основе свойства самодвойственности 
вычисляемых функций. Приведены основные структуры организации схем встроенного 
контроля. Отмечены предполагаемые пути развития теории синтеза схем встроенного 
контроля на основе проверки принадлежности вычисляемых функций классу 
самодвойственных булевых функций. Установлены все возможные значения числа 
информационных символов для кодов Хэмминга, которые будут обладать свойством 
самодвойственности функций, описывающих контрольные биты. Кодеры таких кодов 
Хэмминга будут являться самодвойственными устройствами. Так как функции, 
описывающие контрольные биты кодов Хэмминга, являются линейными, то для того, 
чтобы они были самодвойственными необходимо, чтобы в каждой из них 
использовалось нечетное количество аргументов. Доказано, что число разрядов кодовых 
слов кодов Хэмминга с самодвойственными контрольными функциями равно n=3+4l, 
l∈N0. Приводятся результаты моделирования самодвойственных устройств со схемами 
встроенного контроля по двум диагностическим признакам в среде Multisim. Предложен 
способ модификации структуры контроля вычислений по двум диагностическим 
признакам, позволяющий использовать любой линейный блоковый код (не обязательно 
код Хэмминга). Он основан на дооснащении кодера устройством преобразования 
функций в самодвойственные. Фактически это устройство для формирования 
модифицированного кода. Доказано, что для получения модифицированного кода 
Хэмминга с самодвойственными контрольными функциями для случаев n≠3+4l, l∈N0, 
достаточно сложить по модулю M=2 несамодвойственную контрольную функцию с 
функцией старшего информационного бита.  

Ключевые слова: самопроверяемое комбинационное устройство, схема 
встроенного контроля, контроль вычислений на выходах комбинационных устройств, 
линейный блоковый код, контроль вычислений по двум диагностическим признакам, 
контроль самодвойственности, контроль вычислений по кодам Хэмминга. 
 

1. Введение. Для реализации высоконадежных и безопасных 
устройств автоматики и вычислительной техники требуется 
своевременно обнаруживать возникающие в процессе их эксплуатации 
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неисправности (устойчивые отказы и сбои), а также парировать 
их проявления в виде ошибок на линиях схем и неверных 
сигналов на выходах блоков и узлов. Для этого проектируемые 
устройства реализуют с контролепригодными, самопроверяемыми 
и отказоустойчивыми структурами, что требует специальных подходов 
к их разработке [1 – 5]. 

Для обнаружения неисправностей в процессе 
функционирования исходные устройства (назовем их объектами 
диагностирования) снабжаются дополнительными средствами 
технического диагностирования в виде схем встроенного контроля 
(СВК) [6, 7]. СВК косвенно контролируют в процессе эксплуатации 
возникновение неисправностей по результатам вычислений значений 
на рабочих выходах объектов диагностирования, либо же в специально 
выбранных контрольных точках. При фиксации факта возникновения 
неисправности отказавшее устройство (блок, подсистема и пр.) 
отключается от последующих каскадов, сигналы блокируются, 
а неверно вычисленные данные в последующем не используются. 
Устройства, снабжаемые СВК, фактически входят в состав более 
сложных устройств, позволяющих отключать объекты, осуществлять 
реконфигурацию архитектуры, а также запускать процесс 
восстановления после перезагрузки, либо ремонта объекта 
с выявленной неисправностью. Такое обустройство отказоустойчивой 
системы требует внесения существенной избыточности. При этом 
повсеместно используются методы информационного, временнóго 
и структурного резервирования на различных уровнях реализации 
отказоустойчивых систем: от микроуровня и резервирования самих 
элементарных составляющих до макроуровня защиты целых блоков 
и узлов [8]. 

При синтезе СВК применяются разнообразные подходы: 
от дублирования для сопоставления сигналов на одноименных 
выходах различных копий устройств до применения методов 
помехозащищенного и помехоустойчивого кодирования [9]. 
В процессе синтеза СВК ориентируются на заранее установленную 
модель неисправностей, которая с некоторой вероятностью покрывает 
реальное множество дефектов [10]. Например, модель одиночной 
константной неисправности (stuck-at fault) покрывает от 80 до 95 % 
реальных физических дефектов при использовании КМОП-технологии 
для реализации устройств [11]. 

В настоящей статье читателю предлагаются новые результаты 
в исследовании методов синтеза СВК с контролем вычислений сразу 
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же по двум диагностическим признакам – контролю принадлежности 
формируемых значений заранее выбранным линейным блоковым 
кодам, а также принадлежности каждой реализуемой функции 
установленному особому классу булевых функций. В качестве кода 
выбраны всем известные коды Хэмминга [12], а в качестве особого 
класса булевых функций рассматриваются самодвойственные функции 
[13]. В статье освещены особенности синтеза СВК с применением 
кодов Хэмминга, проверочные символы (контрольные биты) которых 
описываются самодвойственными булевыми функциями. 

2. Основные результаты в теории синтеза схем встроенного 
контроля по признаку самодвойственности функций. 
Рассматриваемая в настоящей работе задача следует из более чем 
полувекового опыта ученых всего мира в части разработки методов 
синтеза СВК с применением временнóго и пространственного 
кодирования. Широко распространенными методами в практике 
синтеза СВК являются дублирование, методы, подразумевающие 
использование различных блоковых кодов (кодовые методы), методы, 
основанные на контроле принадлежности вычисляемых функций 
особым классам булевых функций [9]. Остановимся на кратком обзоре 
достижений ученых-диагностов в области синтеза СВК с контролем 
самодвойственности вычисляемых функций.  

В работе [14] обсуждаются вопросы обнаружения ошибок 
в устройствах автоматики и вычислительной техники 
с помощью временнóй избыточности и применения свойств 
самодвойственных функций. Авторами данной статьи установлены 
свойства структуры, которые позволяют обнаруживать любые 
одиночные неисправности. Устройства автоматики и вычислительной 
техники, выходы которых описываются самодвойственными 
функциями, называются самодвойственными устройствами [15]. 
Некоторые типовые устройства являются самодвойственными, 
например, полный сумматор или сумматор по модулю M=2 [16]. Они 
исследуются и в современном периоде развития микроэлектроники. 
Например, в [17] моделируются простейшие устройства сложения 
двоичных чисел. В [18] показано, что логические элементы, 
реализующие самодвойственные функции, могут быть эффективно 
реализованы с применением реконфигурируемых нанотехнологий. 

Известно [19], что любую булеву функцию можно 
преобразовать в самодвойственную с использованием всего одной 
избыточной переменной. Поэтому путем модернизации структуры 
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(ресинтеза) можно любое устройство преобразовать 
в самодвойственное.  

Методы преобразования булевых функций в самодвойственные 
описаны, например, в [20, 21]. Один из методов состоит в замене 
в структуре исходного устройства несамодвойственных элементов 
на самодвойственные аналоги. Другой метод базируется 
на использовании альтернативного сигнала a и известного 
преобразования К.Э. Шеннона, заключающегося в том, что любую 
булеву функцию можно разложить по любой переменной 
по формуле [13]: 

 
( )

( ) ( )
1

1 1

,..., ,...,

,...,1,..., ,...,0,..., , 1, .

j t

j t j t

f x x x

x f x x x f x x j t

=

= ∨ =
 (1) 

 
Самодвойственная функция fSD получается по формуле: 

 
,SDf a f ag= ∨  (2) 

 
где f – исходная функция, а g – двойственная к ней функция. 

В [20] приводятся примеры самодвойственных преобразований, 
а также даются результаты экспериментов по преобразованиям 
тестовых комбинационных схем [22, 23] в самодвойственные схемы. 
При этом отмечается, что в среднем избыточность самодвойственной 
схемы возрастает для представленной выборки схем на 171 %, что 
ниже, чем при использовании дублирования. Однако различные схемы 
обладают различным индексом самодвойственности ISD, 
показывающим, насколько исходное устройство близко 
к самодвойственному, поэтому для устройств с ISD≥0,5 в среднем 
усложнение гораздо ниже – 146 % относительно показателя сложности 
технической реализации исходной схемы. 

В [19] рассматривается метод синтеза самопроверяемых 
устройств, который подразумевает использование инвертирования 
данных и самодвойственного представления функций, реализуемых 
устройством. Автором данной статьи распространяется идея 
самодвойственного контроля комбинационных устройств 
на устройства с памятью, при этом установлены условия, при которых 
конечные автоматы, описывающие устройства с памятью, будут 
самодвойственными; приводятся простейшие модификации триггеров 

352

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



и условия реализации СВК для использования метода инвертирования 
данных. 

В дальнейшем теория синтеза СВК на основе свойств 
самодвойственных функций развивается научной школой 
под руководством проф. В.В. Сапожникова и Вл.В. Сапожникова. 
В уже отмеченной выше работе [20] приведена структура 
организации СВК для комбинационной схемы, основанная 
на использовании импульсного режима работы и контроля 
принадлежности функций к классу самодвойственных. 
Она изображена на рисунке 1. С помощью генератора Г формируется 
импульсная последовательность a, которая позволяет сигналы 
с каждого входа x1, x2, …, xt преобразовать в импульсную 
последовательность и реализовать самодвойственное устройство 
по формуле (2). Контроль самодвойственности каждой 
выходной функции f1, f2, …, fm осуществляется с помощью тестера 
TSC (totally self-checking checker), который, в данном случае, 
представляет собой каскад тестеров самодвойственного 
сигнала (тестеров самодвойственности) SSC (self-checking self-dual 
checker) и самопроверяемого компаратора. Схема SSC приведена 
на рисунке 2 [24]. Он имеет два входа: f и a, на который 
подаются функциональный и альтернативный сигналы соответственно. 
Для формирования на внутренних линиях SSC двухфазного 
сигнала в точках ν1 и ν2 из сигнала f используется элемент временной 
задержки τ. Величина задержки определяется как длина одного 
такта импульсной последовательности a. На выходах z0 и z1 
формируется контрольный сигнал. Если на входы подан 
самодвойственный сигнал, то на выходах будет присутствовать 
парафазный сигнал <01> или <10>, при нарушении 
самодвойственности сигнала на входе f и при собственных 
неисправностях SSC выдаст непарафазный сигнал. Компаратор 
реализуется в виде схемы сжатия парафазных сигналов на основе 
стандартных модулей сжатия парафазных сигналов TRC (two-rail 
checker), структуры которых даны в [25]. В качестве альтернативного 
устройства для синтеза компаратора может использоваться схема 
из [26]. 
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Рис. 1. Контроль самодвойственных схем: а) структура; б) представление 

сигналов 
 

В [27, 28] развивается подход к синтезу СВК с контролем 
вычислений по признаку самодвойственности. Предложена структура 
организации СВК, основанная на принципе логической коррекции 
сигналов (названном авторами впоследствии логическим дополнением 
[29] и развиваемом, в том числе, в работах современников [30, 31]), 
приведенная на рисунке 3. В данной структуре подразумевается 
преобразование сигналов с выходов устройства F(x) 
в самодвойственные сигналы с помощью элементов сложения 
по модулю M=2 по формуле: 

 
,i i ih f δ= ⊕  1, ,i m=  (3) 

 
где δi – функции логической коррекции, вычисляемые блоком Δ(x). 
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Рис. 2. Тестер самодвойственности: а) структура; б) фиксация 
несамодвойственности сигнала f на временной диаграмме работы 
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Рис. 3. Структура организации СВК на основе логической коррекции сигналов 
 

В этой же работе приводятся методы расчета функций 
логической коррекции, и описывается структура организации контроля 
вычислений по методу самодвойственного паритета. Данный метод 
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подразумевает, что предварительно сигналы со всех выходов объекта 
диагностирования F(x) будут сжаты с помощью свертки по модулю 
M=2 в один сигнал, который впоследствии будет преобразован 
в самодвойственный с помощью единственной функции коррекции 
по формуле (3). В эксперименте с тестовыми комбинационными 
схемами показано, что такой подход к организации СВК позволяет 
получать выигрыш даже по сравнению с использованием 
традиционной структуры контроля по паритету, описанной в [32]. 

В [33, 34] предлагаются различные модификации структур, 
основанных на использовании принципа логической коррекции 
сигналов: структура самодвойственного дублирования и структура 
с выделением групп выходов объекта диагностирования со свертками 
по модулю M=2 с последующим самодвойственным преобразованием. 
В [15] исследуются особенности синтеза самопроверяемых 
комбинационных устройств с контролем вычислений по признаку 
самодвойственности формируемых функций. Авторами данной работы 
предложен метод преобразования структур комбинационных 
устройств в защищенные от неисправностей, основанный 
на реализации схем с монотонным проявлением неисправностей 
на выходах. В [35] исследованы вопросы реализации СВК 
для устройств с памятью. 

Результаты многолетних исследований ученых в части 
организации СВК с контролем самодвойственности вычисляемых 
функций обобщены в трех монографиях [21, 36, 37]. 

Дальнейшее же развитие методов синтеза СВК с контролем 
самодвойственности вычисляемых функций, по нашему мнению, 
связано с применением нескольких диагностических признаков – 
с комбинированием кодовых методов синтеза СВК и метода контроля 
самодвойственности сигналов. 

На рисунке 4 изображена структура СВК, в которой применено 
устройство G(f) для преобразования m сигналов в k. Устройство G(f) 
является кодером заранее выбранного блокового кода [9]. Следует 
отметить, что, фактически, приведенная на рисунке 4 структура 
получена путем развития структуры организации СВК по методу 
«самодвойственного паритета». Подобная структура может 
использоваться без элементов логической коррекции, если кодер G(f) 
будет описываться самодвойственными функциями, а может быть 
модифицирована в структуру с дополнительным контролем 
вычислений по признаку принадлежности кодовых векторов, 
формируемых в СВК, заранее выбранным блоковым кодам. 
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Входы
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t Δ(x)
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G(f)
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k
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Функциональные 
выходы

Контрольные
выходы

Рис. 4. Структура организации СВК на основе логической коррекции сигналов 
и применения кодовых методов для контроля вычислений 

 
В качестве кодов, которые могут применяться 

для преобразований в структуре рисунка 4, могут выступать любые 
блоковые коды. Так как различные блоковые коды обладают 
различными характеристиками обнаружения ошибок, то существуют 
и определенные особенности их применения [9]. Например, 
использование линейных блоковых кодов позволяет применять 
помимо свойства самодвойственности еще и свойство линейности 
реализуемых функций. Среди таких кодов могут эффективно 
применяться классические коды Хэмминга, алгебраические коды 
и их разнообразные модификации [12, 38 – 41]. Может быть 
использовано свойство реализации монотонных функций, которым 
обладают классические коды с суммированием (коды Бергера), 
равновесные коды и некоторые их модификации [9, 42, 43]. Таким 
образом, синтез СВК может быть осуществлен с контролем 
вычислений сразу же по нескольким диагностическим признакам. 
В ряде статей, например, в упомянутой выше [24], приводится способ 
организации СВК, который подразумевает контроль вычислений 
по равновесным кодам «r из 2r» (r – вес кодового слова) 
с самодвойственной реализацией каждой функции, описывающей 
биты равновесных кодов. Отмечается, что вместо равновесных кодов 
могут быть применены и другие блоковые коды (при этом, однако, не 
любой код подходит для этих целей). Использование при контроле 
вычислений двух диагностических признаков и импульсного режима 
работы позволяет повышать число тестовых комбинаций для проверки 
неисправностей, что особенно актуально для диагностирования 
устройств с редко меняющимися входными данными [44 – 46]. 

Настоящая работа относится к ветви исследований, 
охватывающей вопросы изучения особенностей применения кодов 
Хэмминга при синтезе СВК с контролем самодвойственности 
сигналов. Применению кодов Хэмминга при построении СВК 
посвящено достаточно большое количество работ, направленных как 
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на практические приложения при синтезе самопроверяемых устройств 
[47, 48], так и на исследования характеристик самих кодов, 
проявляющихся при их построении [49 – 51]. Однако работы, 
посвященные исследованию применения при синтезе СВК кодов 
Хэмминга, контрольные биты которых описываются 
самодвойственными функциями, отсутствуют. Представленная статья 
восполняет данный пробел.  

3. Постановка задачи. Целью представленного в настоящей 
работе исследования является изучение особенностей реализации СВК 
с контролем вычислений по признаку самодвойственности булевых 
функций, описывающих проверочные символы кодов Хэмминга. 

Для достижения цели решаются следующие задачи: 
1. Разработка структуры СВК по кодам Хэмминга, 

контрольные биты которых описываются самодвойственными 
функциями. 

2. Исследование особенностей кодов Хэмминга и поиск тех 
длин кодовых слов, при которых все контрольные биты будут 
описываться самодвойственными булевыми функциями. 

3. Моделирование простейших цифровых устройств 
с контролем вычислений по двум обозначенным выше 
диагностическим признакам в целях подтверждения эффективности в 
части повышения характеристик контролепригодности. 

4. Разработка структуры СВК по произвольным кодам 
Хэмминга с преобразователем сигналов от кодера в самодвойственные 
сигналы. 

4. Коды Хэмминга. Код Хэмминга строится следующим 
образом. Формируется проверочная матрица вида: 

 
0 0 ... 1 1
0 0 ... 1 1

.... ... ... ... ...
0 1 ... 1 1
1 0 ... 0 1

nH

 
 
 
 =
 
 
 
 

 (4) 

 
В матрице Hn перечисляются подряд слева направо все 

возможные двоичные числа от числа [00…01]2 до числа [11…11]2. 
Столбцы, соответствующие двоичным числам с десятичными 
аналогами 2 ,in =  0 ,i∈  отводятся под проверочные символы 
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(им соответствуют столбцы с одним символом «1»). Остальные 
столбцы соответствуют информационным символам. Значение 
функции gj, 1, ,j k=  описывающей j-ый проверочный символ, 
получается, как сумма по модулю M=2 сигналов тех информационных 
бит fi, на пересечении столбцов которых с j-ой строкой стоит единица. 
Число проверочных символов определяется как ближайшее целое, 
удовлетворяющее неравенству: 1 2km k+ ≤ − , где m=n–k – число 
информационных символов. 

Часто проверочная матрица (4) для удобства представляется 
в форме k × (k+m), где часть, соответствующая проверочным 
символам, отделена от части, соответствующей информационным 
символам: 

 
0 0 ... 0 1 0 0 ... 1 1
0 0 ... 1 0 0 0 ... 1 1

.... ... ... ... ... ... ... ... ... ...
0 1 ... 0 0 1 1 ... 1 1
1 0 ... 0 0 1 1 ... 0 1

nH

 
 
 
 =
 
 
 
 

 (5) 

 
Примеры получения кодовых слов, принадлежащих кодам 

Хэмминга, здесь приводить не будем, они есть в большом числе 
источников, включая работы [48 – 51]. 

5. Структура самопроверяемого устройства с контролем 
вычислений по кодам Хэмминга с самодвойственными 
функциями. Рассмотрим структуру, приведенную на рисунке 5. 
В отличие от структуры рисунка 4 в представленной структуре 
не используется логической коррекции сигналов в СВК. Здесь 
подразумевается следующее: кодер G(f) является самодвойственным 
устройством, преобразующим m информационных сигналов 
в k контрольных. Их можно напрямую контролировать с помощью 
каскада тестеров самодвойственности kSSC1, преобразующих 
k сигналов в один контрольный сигнал, а также снабдить кодер 
компаратором kTRC1, а СВК дооборудовать блоком G(x) – вычисления 
контрольных функций по входным воздействиям, выходы которого 
также подключить к компаратору. Это позволит контролировать 
вычисления по заранее выбранному коду, проверочные символы 
которого описываются самодвойственными булевыми функциями. 
Устройства G(f) и kTRC1 образуют тестер выбранного кода 
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(устройство TSC). Если рассматривать только эту схемную часть, 
исключая каскад тестеров самодвойственности и входной каскад 
получения самодвойственных сигналов, то будет представлена 
классическая структура организации СВК [6, 7, 9]. Добавление каскада 
тестеров самодвойственности и входного каскада получения 
самодвойственных функций дает возможность дополнительного 
контроля еще одного диагностического признака. Выходы устройств 
TSC и kSSC1 подключаются к входам одного модуля сжатия 
парафазных сигналов TRC, выходы которого уже являются 
контрольными выходами СВК. 

 

ttx
Входы

F(x)

t G(x)

t

Γ

1

a

G(f)

m

k

k

kTRC1 2

Функциональные 
выходы

Контрольные
выходы

kSSC1 2
TRC 2

TSC

Рис. 5. Структура самопроверяемого устройства с контролем вычислений 
по блоковым разделимым кодам с самодвойственными контрольными 

функциями 
 

Остается определить те коды (здесь ограничимся 
рассмотрением только кодов Хэмминга), которые будут обладать 
свойством самодвойственности функций, описывающих проверочные 
символы. 

Коды Хэмминга строятся с использованием контрольных сумм 
по модулю M=2 некоторого подмножества информационных бит. 
Сами контрольные функции являются линейными. Для линейной 
функции известно следующее свойство [52]. 

Теорема 1. Любая линейная булева функция является 
самодвойственной только при нечетном числе аргументов, 
от которых она зависит существенно. 

Таким образом, если каждый проверочный символ кода 
Хэмминга описывается функцией с нечетным числом аргументов, 
то его кодер будет самодвойственным устройством. Это условие 
выполняется не для любого числа информационных бит. 

6. Определение числа информационных бит кодов 
Хэмминга, для которых функции, описывающие проверочные 
символы, будут самодвойственными. Определим те значения m, 
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для которых строятся коды Хэмминга с самодвойственными 
функциями, описывающими проверочные символы. 

Вначале определим число суммируемых слагаемых 
при выполнении j-ой контрольной проверки (при вычислении j-го 
проверочного символа), ( )21, log 1j n= +   , где n – десятичный 
эквивалент двоичного числа, записанного на вертикали матрицы. 
При этом в каждой сумме jΕ  каждой j-ой строки будем учитывать 
и значения, характеризующие сами контрольные функции (напомним 
читателю, что столбцы матрицы, для которых 2 ,in =  i∈ℕ, отводятся 
под проверочные символы, а нулевой столбец не используется). Далее 
этот факт учтем. 

Рассмотрим матрицу, представленную таблицей 1. Она может 
служить в качестве проверочной матрицы для кода Хэмминга 
(15, 11, 3) при n=15 и для укороченных кодов Хэмминга с длиной 
кодового слова n<15 (при удалении некоторого количества столбцов). 
В ней по возрастающей от n=1 до n=15 записаны четырехбитные 
двоичные кодовые векторы от [0001]2 до [1111]2. Определим, 
как заполнена матрица. 

 
Таблица 1. Пример проверочной матрицы для кода Хэмминга 

gi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

g4 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

g3 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

g2 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

g1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

 
Заполнение матрицы производится с периодичностью, 

определяемой величиной: 
 

2 .jjτ =  (6) 
 
При этом чередуются 12 j−  нулей и столько же единиц в каждом 

периоде. К примеру, для j=3 длина периода составляет 3
3 2 8,τ = =  

чередуется 3 12 4− =  нуля и столько же единиц. Исключение составляет 
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только первый период для каждой строки, так как отсутствует число 
[0000]2. Будем далее это учитывать. 

Введем следующее обозначение: jΕ  – сумма единиц по j строке 
проверочной матрицы. Формализуем получение чисел jΕ  
для задаваемых значений n и j. 

Алгоритм. Последовательность получения чисел :jΕ  
1. Задается число n. 
2. Определяется число полных периодов 

j

Fkτ  для заданного 
числа n. Оно равно: 
 

1 .
2j

F
j

nkτ
+ =   

 (7) 

 
К примеру, для n=13 имеется j=1, 2, 3, 4, число полных 

периодов для которых равно: 
1 1

13 1 7,
2

Fkτ
+ = =  

 
2 2

13 1 3,
2

Fkτ
+ = =  

 

3 3

13 1 1,
2

Fkτ
+ = =  

 
4 4

13 1 0.
2

Fkτ
+ = =  

 

3. Определяется число единиц для всех полных периодов jτ . 

Сумма единиц в каждом полном периоде равна 12 j− . 
Соответственно, для всех полных периодов она составляет: 

 

1 1 12 2 .
2j

j F j
j

nkτ
− − + =   

 (8) 

 
К примеру, для n=13 и j=2 получаем в полных периодах 

2 12 3 6− =  единиц. К слову, число нулей определяется аналогично. 
4. Определяется число единиц в неполном периоде. 
Неполный период включает в себя: 
 

( ) ( ) 11 1 2
2j

F j
j j

nn k nττ + + − = + −   
 нулей и единиц. (9) 
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К примеру, для n=13 и j=2 получаем: 
2

2
214 14 2 3 14 12 2.Fkττ− = − ⋅ = − =  

В неполном периоде имеется следующее количество нулей: 
 

( )

12
1

j

j

F
jn kττ

−
 + −

 
при
при

 
( )
( )

1

1

1 2 ;

1 2 .
j

j

F j
j

F j
j

n k

n k
τ

τ

τ

τ

−

−

+ − >

+ − ≤
 (10) 

 
Остальное – единицы. 
К примеру, для n=13 и j=2 имеем: ( )1 2

j

F
jn kττ+ − =  

и 1 2 12 2 2j− −= = , откуда следует, что число нулей равно 2, а число 
единиц – 0; для n=13 и j=3 имеем: ( )1 14 8 1 6

j

F
jn kττ+ − = − ⋅ =  

и 1 3 12 2 4j− −= = , откуда следует, что число нулей равно 4, а число 
единиц – 2. 

Отбросим число нулей из неполного периода, получив в нем 
сумму единиц: 
 

( ) 111 2 2
2

0

j j
j

nn − + + − −   


 
при
при

 
( )
( )

1

1

1 2 ;

1 2 .
j

j

F j
j

F j
j

n k

n k
τ

τ

τ

τ

−

−

+ − >

+ − ≤
 (11) 

 
5. Определяется сумма единиц в j строке. 
Итак, сумма единиц по j строке будет равна: 

 

( )1 1

1

1 12 1 2 2
2 2

12
2

j j j
j j

j
j

j

n nn

n

− −

−

 + +   + + − −        Ε = 
+ 

   

 
при

при

 
( )

( )

1

1

11 2 2 ;
2

11 2 2 .
2

j j
j

j j
j

nn

nn

−

−

+ + − >  
+ + − ≤  

 (12) 

 
Упростим выражение (12): 
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( ) 1

1

11 2 1
2
12

2

j
j

j
j

j

nn

n

−

−

  +  + − +      Ε = 
+ 

   

 
при

при
 
( )

( )

1

1

11 2 2 ;
2

11 2 2 .
2

j j
j

j j
j

nn

nn

−

−

+ + − >  
+ + − ≤  

 (13) 

 
К примеру, для n=13 и j=3 имеем: 

( ) ( ) 3
8

1 13 11 2 13 1 2 14 8 6,
2 2

j
j

nn + +   + − = + − ⋅ = − =      
 1 3 12 2 4,j− −= =  

откуда следует, что для подсчетов нужно использовать верхнее 
выражение в формуле (13): 

 

( ) ( )1 3 1
3

1 13 11 2 1 13 1 2 1 14 4 2 6.
2 2

j
j j

nn − − +   +    Ε = + − + = + − + = − ⋅ =            
 

 
В таблице 2 приводятся значения чисел jΕ  для n=0…31 

(для демонстрации свойств сумм jΕ  рассмотрено также и число n=0, 
имеющее смысл лишь с точки зрения наглядности представления 
закономерности). Выделены столбцы, соответствующие числам n, 
для которых каждая контрольная сумма будет иметь нечетное 
количество слагаемых. 

Матрица, в которой позиции 2 ,in =  0i∈ , отведены также 
под информационные символы, описывает известный [51] 
модифицированный код Хэмминга. Такая матрица содержит 
в каждом столбце слева направо возрастающие двоичные числа. 
Каждый столбец соответствует информационному символу. 
Таким образом, при построении модифицированного кода 
Хэмминга значение j-го проверочного символа, ( )21, log 1j m= +    
(здесь именно m – размерность кода), получается, как сумма 
по модулю M=2 тех информационных символов, которым 
соответствуют столбцы в проверочной матрице, в которых 
на пересечении j-ой строки записана единица. Отметим, что длина 
такого кода будет равна ( )2log 1n m m= + +   , а минимальное 
расстояние dmin=2. 
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Таблица 2. Значения чисел jΕ  для n=0…31 

gi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

g5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

g4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

g3 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

g2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

g1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

jΕ  

gi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

g5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

g4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 

g3 0 0 0 0 1 2 3 4 4 4 4 4 5 6 7 8 

g2 0 0 1 2 2 2 3 4 4 4 5 6 6 6 7 8 

g1 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 7 8 

                 
gi 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 

g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

g4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 

g3 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 

g2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

g1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

jΕ  

gi 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 

g5 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

g4 8 8 8 8 8 8 8 8 9 10 11 12 13 14 15 16 

g3 8 8 8 8 9 10 11 12 12 12 12 12 13 14 15 16 

g2 8 8 9 10 10 10 11 12 12 12 13 14 14 14 15 16 

g1 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 16 

 
Теорема 2. Для модифицированного кода Хэмминга при числе 

информационных символов 2 2,km n= = −  { }2,3,... ,k ∈  все числа jΕ  

являются нечетными и равными 12 1k
j

−Ε = − . 
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Доказательство. Рассмотрим элементарный случай k=3 (случаи 
с меньшими k не показательны, так как модифицированный 
код Хэмминга имеет смысл строить для k≥3). Для данного случая 
существует 32 2 8k = =  различных 0,7.n =  Всего для каждой 
контрольной функции 1,3j =  имеется 1 3 12 2 4k− −= =  нуля и столько 
же единиц. Максимальная сумма jΕ  для каждого j достигается 
для случая n=7 и равна 1 2 3 4Ε = Ε = Ε = . Это число четное. Если 
рассмотреть случай n=6, то для него следует вычесть по одной 
единице для каждого jΕ , ведь десятичному числу [7]10 соответствует 
двоичное [111]2, в котором все разряды равны единице. Таким 
образом, для n=6 1 2 3 3Ε = Ε = Ε = . Это число нечетное. Если 
рассмотреть любое меньшее число n, то потребуется отнять 
от нечетного числа 1 2 3 3Ε = Ε = Ε =  для каждого j различное число 
единиц. Для n=5 для двух из трех jΕ  ( 2Ε  и 3Ε , поскольку для n=6 
двоичный эквивалент равен [110]2) потребуется отнять по единице. 
Поэтому 1 3Ε =  и 2 3 2Ε = Ε = . Далее, при формировании сумм числа 
n=4 нужно от числа [101]2 перейти к числу [100]2, что потребует 
отнять от 1 3Ε =  и 3 2Ε =  по единице: 1 2 2Ε = Ε =  и 3 1Ε = . Числа n<4 
рассматривать не следует, так как для этих чисел k=2. Таким образом, 
из всех возможных вариантов для k=3 только вариант 

32 2 2 2 6km n= = − = − =  дает все нечетные jΕ . При этом, 

они в точности будут равны 1 3 12 1 2 1 3.k
j

− −Ε = − = − =  
Рассмотрим произвольное значение k. Для него существует 

k различных сумм ,jΕ  1, .j k=  Для каждой контрольной функции 

максимальная сумма 12k
j

−Ε = . Это четное число. Число n для такой 
суммы будет в двоичном виде выглядеть так: [11…11]2. И только 
для числа n–1 одновременно от каждого 12k

j
−Ε =  будет отнята 

единица. Новые 12 1k
j

−Ε = − , и они все будут нечетными. Число n–1 
в двоичном виде будет равно: [11…10]2. Следующее за ним число 
по убыванию n–2 в двоичном виде будет равно: [11…01]2. Для его 
получения потребуется от всех 12 1k

j
−Ε = − , кроме 1

1 2 1k−Ε = −  отнять 

по единице. Новые суммы станут равными 12 2,k
j

−Ε = −  { }2,3,...,j k∈  
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и 1
1 2 1k−Ε = − . Все числа, кроме 1Ε , четные. Далее при получении 

числа n–3 изменится четность у всех 12 2,k
j

−Ε = −  { } { }1,2,..., \ 2 .j k∈  

Все числа 12 3,k
j

−Ε = − { }3,4,...,j k∈  будут нечетными, 
а 1

1 2 2 2k−Ε = Ε = −  – четными. Далее процесс продолжится, так как для 
числа n–4 четность функций старших разрядов должна поменяться. В 

итоге, предельный случай для числа 1
2
n
+  будет соответствовать 

двоичному числу [10…00]2, для которого 22 ,k
j

−Ε =  1, 1j k= −  и 
1.kΕ =  Условие теоремы выполняется. Выполняется оно и для случая 

k+1. Теорема доказана. 
Теорема 2 относится к модифицированным кодам Хэмминга. 

При построении классических кодов Хэмминга столбцы  
2 ,in =  0i∈ , отводятся под проверочные символы (таблица 3). 

Определим число суммируемых слагаемых при выполнении j-ой 
контрольной проверки, 1, ,j k=  для классического кода Хэмминга. 

 
Таблица 3. Пример проверочной матрицы кода Хэмминга с выделением 

столбцов, соответствующих контрольным символам 
gi 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
g4 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
g3 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
g2 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 

g1 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

 
Число Εj (формула 13) определяет сумму единиц без учета 

отбрасываемых единиц для чисел 2 ,in =  0i∈ . 
Новая проверка появляется только тогда, когда формируется 

столбец для числа j. Для каждого числа j требуется удалить одну 
«лишнюю» единицу. Получаем: 

 
* 1.j jΕ = Ε −  (14) 

 
В таблице 4 приводятся значения чисел jΕ  для n=0…31 

для классического кода Хэмминга. Аналогично таблице 2, в таблице 4 
выделены те столбцы, для которых каждая полученная контрольная 
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сумма будет иметь нечетное количество слагаемых. В таблице 4, 
в отличие от таблицы 2, выделены уже другие столбцы, 
соответствующие числам n. Анализ таблицы 4 позволяет установить 
закономерность в выделении столбцов. 

 
Таблица 4. Значения чисел jΕ  для n=0…31 для классических кодов Хэмминга 

gi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
g5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
g4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
g3 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
g2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
g1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

jΕ  

gi 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
g5 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 
g4 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 2 3 4 5 6 7 
g3 0 0 0 0 0 1 2 3 3 3 3 3 4 5 6 7 
g2 0 0 0 1 1 1 2 3 3 3 4 5 5 5 6 7 
g1 0 0 0 1 1 2 2 3 3 4 4 5 5 6 6 7 

 
gi 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 
g5 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 
g4 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 1 
g3 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 1 
g2 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 
g1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 

jΕ  

gi 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 
g5 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
g4 7 7 7 7 7 7 7 7 8 9 10 11 12 13 14 15 
g3 7 7 7 7 8 9 10 11 11 11 11 11 12 13 14 15 
g2 7 7 8 9 9 9 10 11 11 11 12 13 13 13 14 15 
g1 7 8 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 

 
Теорема 3. Для классического кода Хэмминга при числе 

разрядов в кодовых словах 3 4 ,n l= +  0l∈ , все числа jΕ  являются 
нечетными. 

Доказательство. Рассмотрим первое из чисел n=3, для которого 
должно выполняться условие теоремы 3. При формировании каждого 
из чисел ,jΕ  1, 2,j =  требуется сложить ровно ( )2log 1 12 n

j
+ −Ε =  единиц: 

от двоичных чисел [1]2, [10]2 и собственно числа [11]2. Однако 

368

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



при формировании матрицы было оговорено, что числа n, равные 
степени числа 2, не должны учитываться, и из числа jΕ каждый раз 
при добавлении новой контрольной функции с ростом n должна 
вычитаться единица. Числа [1]2 и [10]2 есть степени числа 2. Вычтем 
из каждого ,jΕ  1, 2,j =  по единице и получим 1 2 1Ε = Ε = . 

Далее появляется группа из четырех чисел, для которой 
вводится еще один контрольный разряд: [100]2, [101]2, [110]2, [111]2. 
Первое число исключается как степень числа 2. 
Для формирования второго числа [101]2 нужно добавить к 1 1Ε =  
единицу и то же к 3 1Ε = . Число 1Ε  станет равным 1 2.Ε =  Это четное 
число. Далее следует число [110]2. Нужно добавить к 2 1Ε =  и к 3 1Ε =  
по единице. Таким образом, 2 3 2.Ε = Ε = Все три суммы четные. 
Следующее число формируется при добавлении к каждой сумме 
по единице. Все суммы становятся нечетными. Это случай n=3+4=7. 

Далее следует группа чисел [1000]2, [1001]2, [1010]2, [1011]2. 
К нечетным числам 1 2 3Ε = Ε =  при формировании последнего 
из представленных двоичных чисел добавляется ровно по 2 единицы, 
что не меняет их четности. К числу 3Ε  не прибавляется ничего. Число 

4 1.Ε =  Десятичное число, соответствующее двоичному [1011]2, равно 
n=3+4+4=7+4=11. 

Далее рассматривается следующая «четверка» чисел. Всякий раз 
при формировании четвертого из них в каждую сумму либо 
не добавляется ничего, либо добавляется четное число 2, а с ростом  
n – либо 2, либо 4 (таблица 5).  

 
Таблица 5. Значения чисел jΕ  для 3 4 ,n l= +  { }0,1,...,15l∈  

3 7 11 15 19 23 27 31 35 39 43 47 51 55 59 63 
0 0 0 0 0 0 0 0 3 7 11 15 19 23 27 31 
0 0 0 0 3 7 11 15 15 15 15 15 19 23 27 31 
0 0 3 7 7 7 11 15 15 15 19 23 23 23 27 31 
0 3 3 7 7 11 11 15 15 19 19 23 23 27 27 31 
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 
1 3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 

 
В итоге, как видно, при рассмотрении каждого четвертого числа 

после 3, четность сумм jΕ не меняется. Теорема доказана. 
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Определим числа m для тех n, которые характеризуют нечетные 
суммы jΕ  для всех j, что важно с практической точки зрения, так как 
дают возможность выбора конкретного кода Хэмминга. 

Задача заключается в определении числа m n k= −  для каждого 
случая 3 4 ,n l= +  0l∈ . 

Для каждого числа k существует предельное значение m=m*: 
 

( )* 2 1 ,km k= − −  k∈ℕ. (15) 
 
Все значения m для данного k (то есть числа 

( ) ( )1** 2 1 1 1km m k−> = − − − − ) могут быть получены по формуле: 
 

* 4 ,m m l= −  * **0,1,...,
4

m ml  −  ∈    
. (16) 

 
К примеру, получим по формуле (16) все возможные значения m 

для кодов с k=5: 
 

( )5* 2 1 5 26,m = − − =  
 

( ) ( )5 1** 2 1 5 1 11,m −= − − − =  
 

26 4 ,m l= −  0,3 :l =  26 4 0 26,m = − ⋅ =  26 4 1 22,m = − ⋅ =  
26 4 2 18,m = − ⋅ =  26 4 3 14.m = − ⋅ =  

Таким образом, пользуясь формулой (16), можно получить 
для каждого значения k все возможные значения m, для которых jΕ  
для всех j. 

Можно сделать следующие выводы. Во-первых, не любой код 
Хэмминга может быть использован для контроля вычислений 
на выходах самодвойственных устройств. Для кодов Хэмминга 
со значениями длин 3 4 ,n l≠ +  0l∈  кодеры не будут являться 
самодвойственными устройствами. Во-вторых, организовать контроль 
вычислений на выходах самодвойственного устройства 
по представленному методу можно только путем выделения групп 
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выходов с мощностью 3 4 ,n l= +  0l∈ . При построении СВК выходы 
отдельных СВК для образованных групп выходов исходного 
устройства подключаются к входам самопроверяемого компаратора, 
выходы которого уже являются контрольными выходами устройства. 

7. Моделирование самодвойственных устройств. Для 
демонстрации особенностей тестирования самодвойственных 
устройств с применением структуры, приведенной на рисунке 5, 
проведем моделирование в среде Multisim, широко используемой 
для отладки и симуляции цифровых схем [53, 54]. Для этого 
рассмотрим элементарное комбинационное устройство, реализованное 
в базисе стандартных функциональных элементов (рисунок 6). 

 

 
Рис. 6. Схема комбинационного устройства, реализованная в Multisim 

 
Выбранное комбинационное устройство имеет три входа x1, x2, 

x3 и один дополнительный вход, на который подается альтернативный 
сигнал a для реализации импульсного режима работы, а также 
снабжено четырьмя выходами f1, f2, f3, f4. 
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Для реализации структуры рисунка 5 был синтезирован блок 
контрольной логики G(x). Сами шаги процедуры синтеза здесь 
не приведены, так как использованы известные методики [11]. 
Остальные элементы структуры рисунка 5 являются типовыми: кодер 
кода Хэмминга G(f), тестеры самодвойственности SSC и модули 
сжатия парафазных сигналов TRC. Синтезированное устройство 
со схемой встроенного контроля по двум диагностическим признакам 
приведено на рисунке 7. 

 

 
Рис. 7. Самопроверяемое устройство для рассматриваемого примера 
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На рисунке 8 показана работа устройства и выведены сигналы 
с тех точек, в которых наблюдаются значения рабочих выходов 
устройств F(x) и G(x) и контрольных сигналов в СВК. Генератор 
кодовых слов (XWG1) настраивается таким образом, чтобы на входы 
устройства в каждой паре тактов поступали ортогональные по всем 
переменным входные комбинации (рисунок 8а). Использована подача 
пар входных комбинаций по возрастающей в их последовательности 
от (0000, 1111) к (0111, 1000). Всего 8 пар входных комбинаций. 
На рисунках 8б и 8в демонстрируются временные диаграммы работы 
схем при подаче всех пар входных комбинаций. Читатель может 
обратить внимание на то, что на каждой паре входных комбинаций 
значения на выходах парафазны (рисунок 8б), как парафазны 
и значения на парах тестовых выходов проверяющих элементов 
(рисунок 8в). Это характеризует работу исправного устройства. 

 

 
а) 

  
б) в) 

Рис. 8. Моделирование работы схемы при исправности объекта 
диагностирования: а) настройка генератора кодовых слов; б) временная 

диаграмма работы устройств F(x), G(f), G(x); в) временная диаграмма работы 
устройств SSC и TRC 
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На рисунке 9 отдельно приводятся схема кодера G(f), а также 
временные диаграммы его работы в отсутствие и при наличии 
неисправности «константа 0» на верхнем входе его элемента U3. 
Из сравнения рисунков 9б и 9в видно, что при неисправности в схеме 
на каждой паре входных комбинаций парафазность сохраняется, 
однако не на всех комбинациях генерируются корректные 
контрольные векторы (пары 2, 4, 6 и 8 (обе комбинации в паре 
тестовые); 3 – первая комбинация в паре тестовая). 

 

 
а) 

  
б) в) 

Рис. 9. Моделирование работы кодера кода Хэмминга: а) схема кодера 
с подключенным анализатором XLA1; б) временная диаграмма работы кодера 

в исправном состоянии объекта диагностирования; в) временная диаграмма 
работы кодера при неисправности «константа 0» на верхнем входе его 

элемента U3 
 

Схема тестера самодвойственности и результаты 
моделирования его работы представлены на рисунке 10. На вход f 
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тестера подается самодвойственный сигнал, который в самом тестере 
уже преобразуется в двухфазный с использованием линии задержки. 

 

 
а) 

  
б) в) 

Рис. 10. Моделирование работы тестера самодвойственности: а) схема SSC 
с подключенным анализатором XLA1; б) временная диаграмма работы SSC 

в штатном режиме; в) временная диаграмма работы при неисправности 
«константа 0» на нижнем входе его элемента U2 

 
Задержка на элементе A1 выбирается равной одному такту 

импульсной последовательности a, которая подается 
на соответствующий вход тестера. Частота последовательности равна 

0,5 кГц. Поэтому задержка равна 
11 0,5 кГц 1 мс

2 2
ντ = = = . 

На рисунке 10б показана работа тестера самодвойственности 
в отсутствии неисправностей. На рисунке 10в демонстрируется работа 
при возникновении неисправности «константа 0» на нижнем входе 
элемента U2. Из анализа диаграмм следует, что вторая комбинация 
в каждой паре входных комбинаций является тестовой. 

Сигналы с одноименных выходов блоков G(f) и G(x) поступают 
на входы двух элементов TRC – TRC1 и TRC2 на схеме рисунка 7. 
Так как на одноименных выходах обоих блоков реализуются 
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одинаковые функции, сигналы от блока контрольной логики 
инвертируются на элементах U49 и U50. Выходы TRC2 фактически 
представляют собой контрольные выходы тестера кода Хэмминга. 
Каскад тестеров TRC3 – TRC5 служит для сжатия четырех парафазных 
сигналов – с выходов SSC1 – SSC3 и TRC2. Выходы устройства TRC5 
представляют собой контрольные выходы z0 и z1 всей СВК по двум 
диагностическим признакам. 

С целью демонстрации эффективности использования контроля 
вычислений по двум диагностическим признакам по сравнению 
с контролем по одному из них, смоделируем работу всего устройства 
с СВК при возникновении неисправностей в объекте 
диагностирования F(x). Особенностью схемы устройства F(x) является 
то, что только элементы 1U1…1U4 связаны путями со всеми четырьмя 
ее выходами f1, f2, f3 и f4; остальные элементы схемы путями связаны 
только с каким-либо одним из ее выходов. Поэтому рассмотрим для 
примера особенности фиксации ошибок, вызванных неисправностями 
«константа 0» и константа 1» только элемента 1U3 (рисунок 6). 
Временные диаграммы работы самопроверяемого устройства 
представлены на рисунке 11. Анализируются они на каждой паре 
входных комбинаций, показанной вертикальными пунктирными 
отсечками. 

Результаты моделирования сведены в таблицу 6, где указаны 
те входные комбинации в каждой паре, которые являются тестовыми 
для заданных неисправностей. Приведены данные для выходов 
устройств TRC2 и TRC5. Использование контроля по двум 
диагностическим признакам позволило увеличить число тестовых 
комбинаций, что улучшает свойство контролепригодности самого 
устройства. 

 
Таблица 6. Результаты моделирования неисправностей в самопроверяемом 

устройстве 

Пара входных комбинаций Номер такта 
Номер тестовой комбинации в паре 

Константа 0, 1U3 Константа 1, 1U3 
TRC2 TRC5 TRC2 TRC5 

(0000, 1111) 1 2 2 1 1, 2 
(0001, 1110) 2 2 2 1 1, 2 
(0010, 1101) 3 2 2 1 1, 2 
(0011, 1100) 4 1 1, 2 2 2 
(0100, 1011) 5 2 2 1 1, 2 
(0101, 1010) 6 2 2 1 1, 2 
(0110, 1001) 7 2 2 1 1, 2 
(0111, 1000) 8 2 1, 2 2 2 
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а) 
 

б) 
 

  
в) г) 

Рис. 11. Моделирование работы самопроверяемого устройства 
при возникновении неисправностей: а) временная диаграмма работы устройств 

F(x), G(f), G(x) при неисправности «константа 0» на выходе элемента 1U3; 
б) временная диаграмма работы устройств SSC и TRC при неисправности 
«константа 0» на выходе элемента 1U3; в) временная диаграмма работы 
устройств F(x), G(f), G(x) при неисправности «константа 1» на выходе 
элемента 1U3; г) временная диаграмма работы устройств SSC и TRC 

при неисправности «константа 1» на выходе элемента 1U3 
 

8. Использование δ-преобразователей для получения 
самодвойственных функций. Ранее было доказано, что для кодов 
Хэмминга со значениями длин 3 4 ,n l≠ +  0l∈  кодеры не будут 
являться самодвойственными устройствами. Возможна организация 
СВК таким образом, чтобы и для несамодвойственных кодеров G(f) 
организовать контроль по двум диагностическим признакам. Для этого 
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каждый классический код Хэмминга модифицируем в некоторый  
δ-код, проверочные символы которого будут всегда описываться 
самодвойственными функциями. 

Внесем следующие изменения в структуру рисунка 5.  
Во-первых, заменим блок G(f) на блок Δ(f), образованный 
последовательным соединением исходного несамодвойственного 
блока G(f) и преобразователя несамодвойственного сигнала 
в самодвойственный Δ(g). Устройство Δ(f) фактически будет кодером 
модифицированного δ-кода. Во-вторых, заменим блок G(x) на блок 
Δ(x), который будет формировать проверочные символы δ-кода 
по значениям входов для устройства F(x). Остальное оставим 
без изменений (рисунок 12). 

 

ttx
Входы

F(x)

t Δ(x)

t

Γ

1

a

G(f)

m

k

k

kTRC1 2

Функциональные 
выходы

Контрольные
выходы

kSSC1 2
TRC 2

TSC

Δ(g)

k

Δ(f)

Рис. 12. Структура самопроверяемого устройства с контролем вычислений  
по модифицированным кодам в коды с самодвойственными контрольными 

функциями 
 
Процесс синтеза блока Δ(x) не отличается от процесса синтеза 

блока G(x). Интерес представляет процесс синтеза преобразователя 
Δ(g). 

Теорема 4. Для того, чтобы функция, описывающая выход 
кодера и имеющая четное число аргументов, стала самодвойственной 
необходимо и достаточно сложить ее по модулю M=2 с функцией, 
описывающей старший разряд в векторе аргументов. 

Доказательство. Для рассматриваемой функции q четно. 
Функция, описывающая старший разряд в векторе аргументов – 
функция f1, – на половине наборов равна 0 и на половине равна 1. 
Для тех наборов, на которых она равна 0, имеем: 1g f gδ = ⊕ = . 

Для тех наборов, на которых она равна 1, справедливо: 1g f gδ = ⊕ = . 
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Таким образом, при инвертировании всех аргументов инвертируется 
значение функции. Функция будет самодвойственной, что 
и требовалось доказать. 

Из теорем 1 и 4 следуют правила построения кодера линейного 
блокового кода от m переменных, снабженного k самодвойственными 
выходами: 

 

1 2
... ,

qj i i ig f f f= ⊕ ⊕ ⊕ { }1 2, ,...., 1, 2,..., ,qi i i m∈ 1, .j k=  (17) 
 

1

,
,

j
j

j

g
g f

δ
=  ⊕

 
если
если

  
q
q
−
−

 
нечетно,

четно.
 (18) 

 
Выражения (17) и (18) фактически описывают проверочные 

символы модифицированного δ-кода. 
Формула (18) применима к любому линейному блоковому коду. 

Приведем здесь пример ее использования для формирования δ-кода 
из классического кода Хэмминга со значением m=6 (матрицы 4 и 5). 

Из правил построения кода Хэмминга получаем: 
 

1 1 2 4 5

2 1 3 4 6

3 2 3 4

4 5 6

;
;

;
.

g f f f f
g f f f f
g f f f
g f f

= ⊕ ⊕ ⊕
 = ⊕ ⊕ ⊕
 = ⊕ ⊕
 = ⊕

 (19) 

 
В формуле (19) 1 4,Ε =  2 4,Ε =  3 3,Ε =  4 2.Ε =  
Необходимо преобразование g1, g2 и g4: 
 

1 1 1 2 4 5

2 2 1 2 4 6

3 3

4 4 1

;
;

;
.

g f f f f
g f f f f
g
g f

δ
δ
δ
δ

= ⊕ = ⊕ ⊕
 = ⊕ = ⊕ ⊕
 =
 = ⊕

 (20) 

 
Контрольные разряды δ-кода будут описываться системой 

функций (20). 
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Устройство Δ(g) является довольно простым. И содержит 
не более k элементов XOR. В таблице 7 приводятся значения числа 
элементов в преобразователе Δ(g) для кодов Хэмминга со значениями 
k=3, 4 и 5. Отметим, что максимальное количество элементов XOR, 
равное p=k, используется только в одном случае числа n для каждого  
k: 2 2kn = − . Другими словами, максимальное число элементов XOR 
преобразователь Δ(g) будет иметь при n=6, 14, 30 и т. д. Для всех 
остальных значений n число p≤k–1. 
 

Таблица 7. Число элементов XOR в преобразователе Δ(g) 
n m k p 

0 1 2 3 4 5 
4 – –             
5 2 3   ×         
6 3 3       ×     
7 4 3 ×           
8 – –             
9 5 4   ×         
10 6 4       ×     
11 7 4 ×           
12 8 4     ×       
13 9 4   ×         
14 10 4         ×   
15 11 4 ×           
16 – –             
17 12 5   ×         
18 13 5     ×       
19 14 5 ×           
20 15 5     ×       
21 16 5   ×         
22 17 5         ×   
23 18 5 ×           
24 19 5     ×       
25 20 5   ×         
26 21 5         ×   
27 22 5 ×           
28 23 5       ×     
29 24 5   ×         
30 25 5           × 
31 26 5 ×           
 

Примечания. 1. Знаком «×» обозначено число элементов XOR 
для каждого n, необходимое для получения δ-кода. 2. Для чисел 

{ }2 , 2,3,... ,in i= ∈  коды Хэмминга не строятся. 
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В заключение отметим, что работу структуры, приведенной 
на рисунке 12, можно также смоделировать в Multisim и показать 
эффективность ее функционирования. Кроме того, как показано выше, 
в ее основе может использоваться любой линейный блоковый код, 
к которому всегда можно применить преобразование (18). 
Это расширяет число способов организации СВК по двум 
диагностическим признакам. 

9. Заключение. Коды Хэмминга и их модификации могут 
эффективно использоваться при СВК по двум диагностическим 
признакам – с контролем принадлежности формируемых кодовых слов 
выбранному коду и с контролем самодвойственности каждой 
вычисляемой функции. При этом использование кодов Хэмминга 
позволяет обнаруживать одно- и двукратные ошибки в кодовом 
векторе, а дополнительный контроль самодвойственности повышает 
число рабочих воздействий с тестовыми свойствами. Таким образом, 
использование предложенной новой структуры самопроверяемого 
устройства с контролем вычислений по кодам Хэмминга 
с самодвойственными функциями позволяет повышать характеристики 
контролепригодности – увеличивать число рабочих входных 
комбинаций, которые одновременно являются и тестовыми 
для рассматриваемого класса неисправностей. С точки зрения 
контролепрогодности это приводит к улучшению свойства 
наблюдаемости. 

По сравнению с традиционным использованием кодовых 
методов для контроля вычислений описанный в статье метод обладает 
следующим основным недостатком: за счет использования временнóй 
избыточности и импульсного режима работы снижается 
быстродействие схем. Помимо этого требуется использование тестеров 
самодвойственности сигналов. Однако это незначительно влияет 
на увеличение структурной избыточности СВК. Достоинством 
является повышение показателей контролепригодности и увеличение 
числа рабочих входных комбинаций, которые одновременно являются 
и тестовыми, что позволяет при редкой смене входных комбинаций 
осуществлять проверку работоспособности самопроверяемого 
устройства. Это является весомым преимуществом даже в том случае, 
когда применение дублирования оказывается более простым 
по характеристикам структурной избыточности, поскольку повышает 
показатели контролепригодности и позволяет фиксировать ошибки 
в вычислениях на большем числе рабочих комбинаций. 
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Представленный в статье подход к синтезу СВК по двум 
диагностическим признакам может быть распространен 
на использование других избыточных кодов (например, часто 
применяемых для организации контроля вычислений устройствами 
кодов паритета, Рида-Маллера, Сяо, алгебраических кодов  
и др. [55 – 62]), а также иных разделимых блоковых кодов с учетом 
их характеристик. 
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D. EFANOV, T. POGODINA  
PROPERTIES INVESTIGATION OF SELF-DUAL 

COMBINATIONAL DEVICES WITH CALCULATION CONTROL 
BASED ON HAMMING CODES 

 
Efanov D., Pogodina T. Properties Investigation of Self-Dual Combinational Devices with 
Calculation Control Based on Hamming Codes. 

Abstract. A new approach to the synthesis of self-checking devices is considered, based 
on the control of calculations in testing objects using Hamming codes, the check bits of which 
are described by self-dual functions. In this case, the structure operates in a pulsed mode, 
which is actually based on the introduction of temporal redundancy when building a self-
checking device. This, unfortunately, leads to some decrease in performance, however, it 
significantly improves the characteristics of controllability, which is especially important for 
devices and systems of critical use, the input data for which does not change so often. A brief 
review of methods for constructing built-in control circuits based on the self-duality property 
of calculated functions is given. The basic structures of the organization of built-in control 
circuits are given. The proposed ways of developing the theory of synthesis of built-in control 
circuits are based on checking whether or not the calculated functions belong to a class of self-
dual Boolean functions. All possible values of the number of data bits for Hamming codes have 
been established. They will have the property of the self-duality of functions describing control 
bits. En-coders of such Hamming codes will be self-dual devices. Since the functions of the 
check bits of Hamming codes are linear, in order for them to be self-dual, it is necessary that an 
odd number of arguments be used in each of them. It is proved that the number of bits of code 
words of Hamming codes with self-dual check functions is equal to n=3+4l, l∈N0. The results 
of the simulations self-dual devices with built-in control circuits along two diagnostic 
parameters in the Multisim environment are presented. A method is proposed for modification 
of the structure of calculation control along two diagnostic parameters, which allows to use any 
linear block code (not necessarily Hamming code). It is based on retrofitting the encoder with a 
device for converting functions into self-dual ones. In fact, this is a code modification device. It 
is proved that to obtain a modified Hamming code with self-dual control functions for n=3+4l, 
l∈N0; cases, it is enough to add modulo M=2 the non-self-dual control function with the 
function of the high data bit. 

Keywords: self-checking combinational device, integrated control circuit, checking of 
calculations at the outputs of combinational devices, linear block code, checking of 
calculations by two diagnostic parameters, control of self-duality, checking of calculations by 
Hamming codes. 
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YU. ZELENKOV  
OPTIMIZATION OF THE REGRESSION ENSEMBLE SIZE 

 
Zelenkov Yu. Optimization of the Regression Ensemble Size. 

Abstract. Ensemble learning algorithms such as bagging often generate unnecessarily 
large models, which consume extra computational resources and may degrade the 
generalization ability. Pruning can potentially reduce ensemble size as well as improve 
performance; however, researchers have previously focused more on pruning classifiers rather 
than regressors. This is because, in general, ensemble pruning is based on two metrics: 
diversity and accuracy. Many diversity metrics are known for problems dealing with a finite set 
of classes defined by discrete labels. Therefore, most of the work on ensemble pruning is 
focused on such problems: classification, clustering, and feature selection. For the regression 
problem, it is much more difficult to introduce a diversity metric. In fact, the only such metric 
known to date is a correlation matrix based on regressor predictions. This study seeks to 
address this gap. First, we introduce the mathematical condition that allows checking whether 
the regression ensemble includes redundant estimators, i.e., estimators, whose removal 
improves the ensemble performance. Developing this approach, we propose a new ambiguity-
based pruning (AP) algorithm that bases on error-ambiguity decomposition formulated for a 
regression problem. To check the quality of AP, we compare it with the two methods that 
directly minimize the error by sequentially including and excluding regressors, as well as with 
the state-of-art Ordered Aggregation algorithm. Experimental studies confirm that the proposed 
approach allows reducing the size of the regression ensemble with simultaneous improvement 
in its performance and surpasses all compared methods. 

Keywords: ensemble pruning, regression, ensemble learning, error-ambiguity 
decomposition, diversity of regressors. 

 
1. Introduction. Ensemble learning is a method that combines 

several models, which are obtained by applying a learning process to a 
given problem. The main idea of this approach is that models view the 
problem from different points. Therefore, their combination improves 
robustness and accuracy either in classification or regression. However, the 
existing ensemble learning algorithms often generate unnecessarily large 
ensembles, which consume extra computational resources and may degrade 
the generalization ability [1]. There are theoretical and empirical 
publications that have shown that small ensembles can be better than large 
ensembles [1, 2]. 

The ensemble learning process can be described as the overproduce-
and-choose approach [3]. The overproduction phase is aimed to produce a 
large set ℱ0 = [𝑓𝑓𝑖𝑖 , 𝑖𝑖 = 1 …𝑀𝑀0]  of candidate base models 𝑓𝑓𝑖𝑖 . The choice 
phase is intended to select the subset of models ℱ ⊆ ℱ0  that can be 
combined to achieve optimal performance. 

In general, there are two ways to realize the choice phase. The first is 
a sequential selection when the algorithm starts from an empty set and 
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sequentially adds models according to some metric. Often the selection is 
combined with model generation. The second is pruning, in that case, the 
ensemble includes all candidate models, and the goal is to choose their 
optimal subset according to some metric. 

Both the selection and pruning have the potential advantage of 
reducing ensemble size, and improving performance [4]. However, the 
selection and pruning of classifiers, rather than regressors, has previously 
received more attention from researchers [5, 6]. Some of these methods 
have been adapted to the regression task [7], but there is a lack of 
theoretical and empirical works dedicated exclusively to the regression 
problem. 

There are theories considering the specifics of regression, in 
particular, these are the error-ambiguity decomposition [8, 9], which can be 
applied to develop a pruning algorithm. Here we present an ambiguity-
based pruning algorithm that sequentially removes regressors with the worst 
generalization ability. We compare the performance of this algorithm with a 
state-of-the-art Ordered Aggregation [10] method also as with two 
algorithms based on direct optimization of the quality metric. 

The rest of the paper organizes as follows. After the literature 
review, we introduce the mathematical condition that allows checking 
whether the regression ensemble includes redundant estimators, i.e., 
estimators, whose removal improves the ensemble performance. Next, on 
the basis of this approach, we propose the Ambiguity-based Pruning (AP) 
algorithm. In the last part of the paper, we present the results of experiments 
on real datasets that confirm that the proposed approach outperforms known 
methods in terms of accuracy and model complexity. 

2. Literature Review. We consider the typical regression problem, 
and for a clear presentation, we establish the notation that will be used 
below. Take 𝑋𝑋 to be the vector space of all possible inputs, and 𝑌𝑌 ∈ ℝ to be 
the vector space of all possible outputs and there exists some unknown 
probability distribution over the product space 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 . The training set 
𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = {(𝐱𝐱1,𝑦𝑦1), (𝐱𝐱2, 𝑦𝑦2), … , (𝐱𝐱𝑁𝑁 ,𝑦𝑦𝑁𝑁)} is made up of N samples from this 
probability distribution. Every 𝐱𝐱𝑖𝑖 is an input vector from the training data, 
and 𝑦𝑦𝑖𝑖 is the corresponding output. The goal is to induce on the basis of the 
training set a function 𝑓𝑓:𝑋𝑋 →  𝑌𝑌  that approximates an unknown true 
function such as 𝑓𝑓(𝐱𝐱)~𝑦𝑦. The quality of the approximation is given by the 
generalization error, which usually is a mean squared error: 
 

𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓) = 𝔼𝔼[(𝑓𝑓(𝐱𝐱)− 𝑦𝑦)2]. 
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Because it is not possible to determine this true error of a model 𝑓𝑓, 
the error is estimated on a different set of data 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, containing 𝐾𝐾 samples: 

 
𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓) ≈ 1

𝐾𝐾
∑ [(𝑓𝑓(𝐱𝐱𝑖𝑖)− 𝑦𝑦𝑖𝑖)]2𝐾𝐾
𝑖𝑖=1 . 

 
We will consider a regression ensemble, i.e., the combination of a 

few models since this should improve robustness and accuracy. In 
regression problems, ensemble integration most often is performed using a 
linear combination of the base models [3, 6]. 
 

𝑓𝑓𝐸𝐸(𝐱𝐱) = ∑ [𝑤𝑤𝑖𝑖(𝐱𝐱) ∗ 𝑓𝑓𝑖𝑖(𝐱𝐱)]𝑀𝑀
𝑖𝑖=1 , 

 
where 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝐱𝐱)’s are the weighting functions, and 𝑀𝑀 is a number of models 
𝑓𝑓𝑖𝑖(𝐱𝐱) ∈ ℱ  in the ensemble (models 𝑓𝑓𝑖𝑖  are often also referred to as 
estimators, predictors, regressors or learners). It follows from this that the 
problem of the models' selection is closely related to choosing the optimal 
weights. From now on, we will use notation 𝑓𝑓 instead of 𝑓𝑓(𝐱𝐱) and 𝑤𝑤 instead 
of 𝑤𝑤(𝐱𝐱) for simplicity. 

Study [8] proposed the ambiguity decomposition of ensemble error 
that separates the weighted average error of the individual regressors and 
variability among their estimations at an arbitrary single data point: 

 
(𝑓𝑓𝐸𝐸 − 𝑦𝑦)2 = ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2𝑀𝑀

𝑖𝑖=1 − ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝐸𝐸)2𝑀𝑀
𝑖𝑖=1 . (1) 

 
The first term 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2 is the weighted error of the i-th ensemble 

member. The second, 𝑤𝑤𝑖𝑖(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝐸𝐸)2, is the ambiguity term, measuring the 
amount of variability among the ensemble member answers for this pattern. 
This equation explains why the quadratic error of the ensemble is less than 
or equal to the average quadratic error of the component estimators. Note 
that this decomposition is valid only for convex ensembles [9], i.e., when 
𝑓𝑓𝐸𝐸 = ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖𝑓𝑓𝑖𝑖𝑀𝑀

𝑖𝑖=1  and ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖 = 1,𝑤𝑤𝑖𝑖 ≥ 0.𝑀𝑀
𝑖𝑖=1  

An essential assumption of ensemble learning is that the base models 
should be sensitive to variations in the training set, so Decision Trees (DT) 
and Neural Networks (NN) usually are used. 

The most popular ensemble learning algorithms for regression are 
Bagging, Random Forest, Negative Correlation and Gradient Boosting. The 
Bagging algorithm [11] employs bootstrap sampling to generate many 
training sets from the original training set and then trains a model for each 
of those training sets. The component predictions are combined via simple 
averaging for regression tasks. Bagging can be used both with DT and NN. 
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The Random Forest [12] algorithm is similar to Bagging in that they both 
resample the data. However, Random Forest is based exclusively on DT, 
when it performs splitting, a random sample of the features is also selected. 
In Negative Correlation learning [13], all the individual estimators in the 
ensemble are trained simultaneously and interactively through the 
correlation penalty terms in their error functions. This approach is used 
exclusively with NN since in that case there is a possibility to include a 
penalty in the formula for weights tuning in the backpropagation method. 
The Gradient Boosting algorithm [14] on each iteration computes pseudo-
residuals and trains a new model using them as a target. Thus, each new 
estimator attempts to correct the error of its predecessors. The weight of 
each member is found in the process of a linear search. 

The stochastic nature of Bagging and Random Forest leads to 
ensembles that can be significantly improved by pruning. Many authors 
used this fact in their research [7]. The family of Boosting methods 
(including AdaBoost) produces more balanced ensembles in general. 
However, some researchers report on successful applications of pruning 
especially in case of the classification problem solved with the AdaBoost 
algorithm [1, 2]. 

Different authors proposed different classification schemes of 
pruning algorithms. In study [6] the authors classify them as partitioning-
based and as search-based. Partitioning-based methods divide the pool of 
models into subgroups. Then, for each subgroup, one or more models are 
selected using a given selection criterion. Search-based algorithms, in turn, 
are divided into (1) exponential that search the complete space of models, 
(2) randomized that use stochastic methods, such as evolutionary 
algorithms, and (3) sequential that search for a subset of the original pool by 
iteratively adding or removing models. 

In study [1] the authors split pruning algorithms into two categories, 
(1) selection-based that do not weight each model by a weighting 
coefficient and either select or reject the learner, and (2) weight-based 
algorithms that improve the generalization performance of the ensemble by 
tuning the weight on each ensemble member. 

In paper [6] the authors reviewed regression ensemble pruning 
approaches published before 2008, here we will consider some recent 
publications on the basis of the approach to the classification proposed in 
[1]. First, we review some selection-based algorithms. 

Study [5] reviewed a family of pruning methods based on modifying 
the order of estimators in a Bagging ensemble. This order in the original 
Bagging algorithm is unspecified, and the error of the ensemble generally 
exhibits a monotonic decrease as a function of the number of estimators. 
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According to pruning strategies based on ordered aggregation, from the 
subensemble ℱ𝐿𝐿−1  of size 𝐿𝐿 − 1 , the subensemble ℱ𝐿𝐿  of size 𝐿𝐿  is 
constructed by incorporating a single estimator selected from the set 
ℱ0\ℱ𝐿𝐿−1 , which contains the estimators from the original ensemble not 
included in ℱ𝐿𝐿−1. This estimator is identified using a rule that attempts to 
optimize the performance of the augmented ensemble ℱ𝐿𝐿 . The ordered 
ensemble that includes 𝐿𝐿 < 𝑀𝑀 estimators generally exhibits the error that is 
below the error of the complete bagging ensemble. 

Assuming that the generalization error of the regression ensemble 
can be expressed as: 

 
𝐸𝐸 = 1

𝑀𝑀2∑ ∑ 𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖𝑀𝑀
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀
𝑖𝑖=1 ,𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 = 1

𝑁𝑁
∑ �(𝑓𝑓𝑖𝑖(𝐱𝐱𝑛𝑛)− 𝑦𝑦𝑛𝑛)�𝑓𝑓𝑗𝑗(𝐱𝐱𝒏𝒏)− 𝑦𝑦𝑛𝑛��𝑁𝑁
𝑛𝑛=1 , (2) 

 
where the correlation matrix 𝐶𝐶 is estimated over a training dataset. In paper 
[10] the authors proposed Ordered Aggregation (OA) algorithm. The 
algorithm starts with an empty ensemble and then selects at each iteration 
the regressor that, when incorporated, reduces the training error (2) of the 
new ensemble the most. 

As for the disadvantages of this method, we can state the following. 
First, this approach based on the assumption that minimizing training error 
leads to the minimization of generalization error but in fact, this usually 
leads to overfitting. Second, time complexity grows exponentially. Third, 
the number of ensemble members is an external factor; there is no internal 
stopping criterion. 

Later the same authors [7] proposed to use Semidefinite 
Programming (SDP) introduced in [15] for the classification task. In that 
case, it is necessary to find a sub-ensemble for which the sum of the 
elements in the corresponding sub-matrix of 𝐶𝐶 is as low as possible. Note, 
that it is also NP-hard computational problem. 

Authors reported that the minimum of test error obtained either with 
OA and SDP-pruning is generally below the asymptotic error of the 
complete bagging ensemble, and pruned ensembles obtained by retaining 
only 20% of the original bagging ensemble have the best overall 
performance. The main conclusion of [7] is that the key to improvement in 
generalization performance is the selection of subsets of regressors whose 
bias is low and whose correlations are small or negative. 

Study [4] extended the OA approach using dynamic ensemble 
selection technique. Their algorithm consists of two steps. First, the base 
regressors are trained on bootstrap samples of the training dataset, and the 
regressor order is found for every instance in the training set. In the second 
stage, the regressor order that is associated with the training instance closest 
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to the test instance is retrieved. To find the closest training instance the  
k-Nearest Neighbors method is used. Empirical testing on several data sets 
showed that in most cases this approach outperforms original OA-pruning. 

There are also examples of the use of evolutionary methods for 
selecting the optimal set of estimators. For example, a genetic algorithm 
that searches in the space of candidate base models ℱ0 . In that case, binary 
fixed-length strings {0,1}𝑀𝑀0  where 𝑀𝑀0 = |ℱ0|  represent ensembles that 
form the evolving population. The pruned ensemble includes only 
estimators that have a value of 1 in the corresponding position of the coding 
string. In study [16] the authors used such an approach for pruning 
classification ensembles obtained by the AdaBoost algorithm. 

In paper [17] the authors generalized this approach as a multi-
objective optimization problem; they proposed simultaneously to minimize 
two variables – the generalization error of the ensemble and its size. 

Some authors claim that weight-based pruning is a more general 
approach than selection-based [1]. According to [2], the optimal weights of 
the regression ensemble can be obtained as: 

 

𝑤𝑤𝑖𝑖 =
∑ (𝐶𝐶−1)𝑖𝑖𝑖𝑖𝑀𝑀
𝑗𝑗=1

∑ ∑ (𝐶𝐶−1)𝑘𝑘𝑘𝑘𝑀𝑀
𝑗𝑗=1

𝑀𝑀
𝑘𝑘=1

. 

 
However, in real-world applications, some estimators can be quite 

similar, which makes the correlation matrix 𝐶𝐶 (2) ill-conditioned [2]. The 
second problem of this formulation is that the optimal combination of 
weights is computed from the training set, which can lead to overfitting [1]. 

In paper [1] the authors presented the ensemble pruning algorithm by 
expectation propagation that approximates the posterior estimation of the 
weight vector. It produces a «sparse» combination of weights, most of 
which are zeros. For experiments with the regression, authors used Bagging 
and Random Forest algorithms with 100 Decision Trees, they reported that 
the size of the pruned ensemble was reduced, on average, approximately ten 
times. 

In study [18] the authors explored two other weight-based pruning 
techniques: one based on a cocktail ensemble (CE) algorithm [19] and the 
second on stacking generalization [20]. 

CE that was designed for generating the ensemble of ensembles is 
the following. Since the combination of multiple regressors is an NP-hard 
problem, the authors of [19] proposed to use the pair-wise combinations of 
estimators. Through a linear combination of models 𝑓𝑓1  and 𝑓𝑓2 , a new 
ensemble is formed: 
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𝑓𝑓𝐸𝐸(𝐱𝐱) =  𝑤𝑤1𝑓𝑓1(𝐱𝐱) + (1 −𝑤𝑤1)𝑓𝑓2(𝐱𝐱) w.r.t. 𝑤𝑤1 ∈ [0,1]. 
 

Following the error-ambiguity decomposition [8], in study [19] the 
authors proved that given 𝐸𝐸1  and 𝐸𝐸2  as generalization errors of 𝑓𝑓1  and 𝑓𝑓2  
respectively, the optimal weight of 𝑓𝑓1  is 𝑤𝑤1 = (𝐸𝐸2 − 𝐸𝐸1) 2∆⁄ + 0.5, where 
∆= 𝔼𝔼��𝑓𝑓1(𝐱𝐱) − 𝑓𝑓2(𝐱𝐱)�2�  is the squared output difference of the two 
ensembles. 𝐸𝐸1, 𝐸𝐸2 and ∆ can be estimated from training data. CE algorithm 
starts from the selection base model with the lowest error; then each 
subsequently selected regressor is the one which reduces the combined 
estimated error the most. 

Stacking is a popular ensemble learning strategy, where the weights 
of the base models are the regression coefficients of the meta-level 
regressor [20]. The authors of [18] used the linear regression as a meta-
level; the final ensemble consists only of models with greater than zero 
weight. According to the experimental results, in some cases, the stacked-
based approach provides results with less error than standard Bagging and 
CE and generates the shortest ensembles [18]. 

Other authors use various randomized algorithms to search for the 
optimal combination of weights in the ensemble. Study [2] utilized the 
genetic algorithm with a floating coding scheme to represent weights. 
Authors reported that their approach outperforms on regression task original 
Bagging and AdaBoost.R2 algorithms with NN as the base model, an 
average number of networks after pruning was less than 4. 

All approaches discussed above are based on the set of models 
obtained by ensemble methods that produce estimators using a single 
learning algorithm. An alternative approach is the usage of heterogeneous 
models. In this case, a large number of models is generated using various 
learning algorithms, and the goal is to select those, which produce better 
generalization. This task also can be formulated as a pruning problem, there 
is an ensemble that includes all models, and it is necessary to remove non-
effective ones. Most of the works in this scientific flow are dedicated to the 
selection problem [21]. 

To conclude this review we can note that, in general, ensemble 
pruning is based on two metrics: diversity and accuracy [22, 23]. Formally 
the problem is to find a subset of candidate estimators {𝑓𝑓𝑘𝑘} ⊂ ℱ0  with both 
high accuracy (i.e., lower loss 𝐿𝐿({𝑓𝑓𝑘𝑘})) and maximum diversity 𝐷𝐷({𝑓𝑓𝑘𝑘}): 
 

𝑓𝑓𝑀𝑀 = argmin𝑘𝑘 𝐿𝐿({𝑓𝑓𝑘𝑘})  w. r. t. 𝐷𝐷({𝑓𝑓𝑘𝑘}) → max. 
 

Many diversity metrics are known for problems dealing with a finite 
set of classes defined by discrete labels [22, 24]. Therefore, much work on 
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ensemble pruning is focused on tasks of classification [25, 26], clustering 
[27, 28], and selection of an optimal set of features [29, 30]. 

For the regression problem, it is much more difficult to introduce a 
diversity metric. In fact, the only such metric known to date is the 
correlation matrix (2) proposed in [10]. This approach is used in recent 
papers: [31], but in general the number of studies on regression ensemble 
pruning published after 2010 is extremely small. 

We propose a new approach to regressor selection based on error-
ambiguity decomposition, which was introduced in [8], studied in detail in 
[9], and generalized to all supervised learning problems in [32]. Many 
authors have pointed out that this decomposition potentially opens ways of 
optimizing ensembles [33, 34]. Other applications of the error-ambiguity 
decomposition include, for example, adaptive sampling [35, 36]. 

3. Ensemble pruning on the basis of Error-Ambiguity 
decomposition. Study [37] proposed the Reduce-Error pruning algorithm. 
The first learner incorporated into the ensemble is the one with the lowest 
error, as estimated on the selection set. The remaining estimators are then 
sequentially incorporated in the ensemble, one at a time, in such a way that 
the error of the partial subensemble, estimated on the selection set, is as low 
as possible. This method was proposed for the classification problem, but 
we can adapt it to the regression task. So, the regressor 𝑓𝑓𝑀𝑀  that should be 
incorporated into the subensemble 𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀−1 to construct 𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀  is selected by the 
rule: 

 
𝑓𝑓𝑀𝑀 = argmin

𝑘𝑘
� 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀−1(𝑥𝑥) ∪ 𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑦𝑦),𝑘𝑘 ∈

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝐷𝐷

ℱ0\𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀−1. (3) 

 
Instead of the selection, we can also use a sequential reduction 

process, i.e., starting from an ensemble that includes all regressors, at each 
step, one of them whose removal reduces error maximally is deleted. This 
regressor is selected by the rule: 

 
𝑓𝑓𝑀𝑀 = argmin𝑘𝑘 ∑ 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀(𝑥𝑥)\𝑓𝑓𝑘𝑘(𝑥𝑥), 𝑦𝑦)(𝑥𝑥,𝑦𝑦)∈𝐷𝐷 , 𝑘𝑘 ∈  𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀 . (4) 
 
In what follows, we will refer to the algorithm presented by 

Equation (3) as a Direct Reduce Error (DR), and to the algorithm 
Equation (4) as a Reverse Reduce Error (RR). 

Consider the conditions under which a regressor selected according 
to Equation (4) must meet to create the maximum effect. Averaging the 
error – ambiguity decomposition (1) for all N samples in the dataset, we 
obtain the following formula: 
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𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀 − 𝑦𝑦)2] = �𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2]

𝑀𝑀

𝑖𝑖=1

−�𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀)2]

𝑀𝑀

𝑖𝑖=1

= �𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀(𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2]−𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀)2])

𝑀𝑀

𝑖𝑖=1

, 

(5) 

 
where 𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑀𝑀  is the optimal weight of the i-th estimator in the ensemble of 
size 𝑀𝑀. 

The first term 𝐸𝐸𝑖𝑖 = 𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑦𝑦)2]  is the mean squared error of 
regressors in the ensemble, and the second one 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀 = 𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝑖𝑖 − 𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀)2] is their 
ambiguity (note that its value depends on all ensemble members). Thus, to 
ensure 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀) = 0, it is enough to fulfill the conditions: 

 
∀𝑖𝑖: 𝐸𝐸𝑖𝑖 = 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀 , 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑀𝑀. (6) 

 
This can be explained in terms of diversity. Formula (6) means that 

the i-th estimator, which satisfies this condition, differs from other members 
of the ensemble (i.e., its outputs are correlated with outputs of other 
members) in such a way that its error is compensated by this diversity. 

Using Equation (5), we can find the condition when the removal of 
one regressor will not lead to a growth of the total ensemble error, i.e.: 

 
𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀 − 𝑦𝑦)2]− 𝔼𝔼[(𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀−1 − 𝑦𝑦)2] ≥ 0. 

 
Let the regressor that is to be removed have index M. Since the 

ensemble can be presented as: 
 

𝑓𝑓𝐸𝐸𝑀𝑀 = ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀𝑓𝑓𝑖𝑖𝑀𝑀

𝑖𝑖=1 = ∑ 𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀𝑓𝑓𝑖𝑖𝑀𝑀−1

𝑖𝑖=1 +𝑤𝑤𝑀𝑀𝑀𝑀𝑓𝑓𝑀𝑀 , 
 
after some algebra, we get the condition that the removed regressor must 
match in order not to reduce the overall performance: 

 

𝑤𝑤𝑀𝑀𝑀𝑀(𝐸𝐸𝑀𝑀 − 𝐴𝐴𝑀𝑀𝑀𝑀)− �� 𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀−1(𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀−1)

𝑀𝑀−1

𝑖𝑖=1

− � 𝑤𝑤𝑖𝑖
𝑀𝑀(𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀)

𝑀𝑀−1

𝑖𝑖=1

� ≥ 0. (7) 

 
Accordingly, this regressor must have a maximal positive value 

defined by Equation (7). An essential consequence of this formula is that it 
allows us to evaluate the potential of the current ensemble for pruning. If 
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there are no regressors in the ensemble for which the value of Equation (7) 
is positive, then the pruning of such an ensemble is impossible. 

Formula (7) is derived from Equation (4), but Equation (4) presents 
the algorithm that is more effective computationally since it requires just the 
computation of the MSE of each regressor. It can be done once before the 
pruning cycle since the errors of individual estimators do not depend on 
ensemble composition. The procedure presented by Equation (7) requires 
the computation of ambiguity value, which depends on the current ensemble 
composition and therefore changes on each step. 

The term in square brackets in Equation (7) represents the difference 
between the errors of the pruned subensemble and the original ensemble, 
from which the prediction of deleted regressor is excluded. This value 
determines the threshold that the value of 𝑤𝑤𝑀𝑀𝑀𝑀(𝐸𝐸𝑀𝑀 − 𝐴𝐴𝑀𝑀𝑀𝑀)  of deleted 
regressor must exceed. But, since we determine these values based on the 
training set, we are not sure that this takes into account all the information 
about the actual distribution of data. Thus, the assumption is reasonable that 
we can omit the term in square brackets and present the rule for choosing a 
regressor to be deleted as: 

 
max𝑖𝑖[𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑀𝑀(𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀) ≥ 0], 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑀𝑀. (8) 
 
On the one hand, this simplification reduces computational 

complexity since we exclude the 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀−1 term. On the other hand, it could 
facilitate the selection of subensemble with greater generalization since it 
introduces stochasticity in the selection process. In most cases, the regressor 
that is selected for removal from the ensemble by rule Equation (8) will 
coincide with the one chosen by Equation (4). Discrepancies can only be 
observed when the ensemble is already well optimized, and differences 
defined by Equation (7) tend to zero. 

Since for the ensembles based on averaging like Bagging and 
Random Forest 𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑀𝑀 = 1 𝑀𝑀⁄ , this rule can be simplified as: 
 

max
𝑖𝑖

[(𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀) ≥ 0], 𝑖𝑖 = 1, … ,𝑀𝑀. 
 
We can show that this is equivalent to choosing a regressor with a 

maximum distance to the line defined by Equation (4) on the half-plane 
𝐸𝐸𝑖𝑖 ≥ 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀 . The distance from the point 𝑀𝑀(𝑥𝑥𝑀𝑀 ,𝑦𝑦𝑀𝑀)  to the line  
determined by the equation 𝐴𝐴𝐴𝐴 + 𝐵𝐵𝐵𝐵+ 𝐶𝐶 = 0  is defined as  
𝑑𝑑 = |𝐴𝐴𝑥𝑥𝑀𝑀 + 𝐵𝐵𝑦𝑦𝑀𝑀 + 𝐶𝐶| √𝐴𝐴2 + 𝐵𝐵2⁄ .  Substituting into this formula the 
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coordinate values of the 𝑖𝑖th regressor (𝐸𝐸𝑖𝑖 ,  𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀) and the coefficients of the 
equation of the straight line 𝐸𝐸 − 𝐴𝐴𝑀𝑀 = 0, we obtain 𝑑𝑑𝑖𝑖 = |𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀| √2⁄ . 

Figure 1 presents the example of the averaging ensemble of 
4 regressors trained on the airfoil dataset (its parameters will be given 
below). The left chart shows the values of 𝐸𝐸𝑖𝑖 and 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀 of these regressors; a 
solid line presents Equation (6). The right graph shows the corresponding 
values of the two terms of Equation (7). As it follows from the data 
presented on the right graph best candidate for removing is estimator 
number 2 according to Equation (7) and estimator number 0 according to 
Equation (8). Corresponding points are marked by red and green circles on 
the left chart, respectively. The exclusion of estimator 2 will lead to better 
performance on the training set, but, as said above, it can also lead to a loss 
of the generalization since the pruned model will be overfitted to training 
data. The ambiguity of the remaining ensemble members changes when any 
estimator is removed; therefore, the use of equations (7) and (8) can lead to 
different final structures. In the next sections, we will present empirical 
data, which confirms that rule Equation (8) allows us to generate more 
effective ensembles. 

 

 
Fig. 1. Bagging ensemble of 4 regressors 

 
The next issue that should be discussed is the data for the creation of 

an initial pool of regressors and their subsequent selection. Some authors 
use separated training and selection datasets. Researchers often use this 
approach to avoid overfitting, but it also can lead to degradation of the 
generalizing ability of the model since it reduces data available for the 
model generation. On the other hand, paper [10] reported that the size of the 
subensembles minimizing the error on the training data tends to be smaller 
than the optimal subensembles when the error is estimated on an 
independent selection set. Besides, the selection of the optimal subensemble 
is an NP-hard problem and not generally feasible in practice. 
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Our experiments in the preparation of this article confirm that the 
separation of data into training and selection sets does not improve overall 
performance. On the contrary, this often leads to a decrease in productivity 
since candidate models obtained on reduced training datasets do not have 
sufficient predictive ability. 

We compared three different approaches. First, we divided all the 
data available for training 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡  into independent sets: the first one for 
generating models and second for selecting 𝐷𝐷𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠. Table 1 shows the results 
for cases when the size of the 𝐷𝐷𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠  includes 50% and 33% of the data 
available. In the third experiment, we performed the generation and 
selection on the same set 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡, which included all available data. 

 
Table 1. The pruning model performance for various combinations of training and 

selection data 
Dataset splitting Bagging AP RR OA DR 

|𝐷𝐷𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠| = 0.5|𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡| 0.273 0.235 0.243 0.259 0.243 
|𝐷𝐷𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠𝑠| = 0.33|𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡| 0.250 0.228 0.226 0.234 0.219 
Training and selection on 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 0.223 0.189 0.189 0.202 0.197 

 
Table 1 shows the best average MSE obtained with 10-fold cross-

validation on the airfoil dataset. We used a single-layer artificial neural 
network (NN) as a base estimator. At each iteration, we first optimized the 
number of neurons in the NN, and then we generated the initial pool of 100 
estimates using the Bagging algorithm and, finally, applied reduction and 
selection algorithms. We tested two pruning algorithms Reverse Reduce 
Error (RR) (4) and Ambiguity-based Pruning (AP) (8) and two selection 
methods Direct Reduced Error (DR) (3) and Ordered Aggregation 
(OA) [10]. 

As we can see, the critical factor that defines the pruned model 
performance is the performance of the initial ensemble that improves when 
the amount of data available for training grows. Therefore, here and below, 
we propose to use the single dataset for the generating of candidate models 
and the selection of optimal subsets. 

Summing up the above, the proposed algorithm, which we call 
Ambiguity-Based Pruning (AP), is presented in Table 2. Since instead of 
using the exact expression (7) to select the regressor for reduction, we use 
an approximate value (8), we must stop the algorithm when the current 
MSE value begins to rise to control convergence and prevent the loss of 
generalization (lines 9-13). 
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Table 2. Ambiguity Based Pruning Algorithm 

INPUT Training dataset 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡 = {(𝑥𝑥𝑖𝑖 ,𝑦𝑦𝑖𝑖)}𝑖𝑖=1𝑁𝑁 , pool 𝑓𝑓𝐸𝐸 of regressors fitted 
on 𝐷𝐷𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡𝑡. 

1 Initialize 𝑒𝑒𝐸𝐸 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓𝐸𝐸) 
2 Repeat 
3        ensPruned is False 
4       For each 𝑓𝑓𝑖𝑖 in 𝑓𝑓𝐸𝐸 do 
5                   𝑒𝑒𝑖𝑖 =  𝑤𝑤𝑖𝑖

𝑀𝑀�𝐸𝐸𝑖𝑖 − 𝐴𝐴𝑖𝑖𝑀𝑀� 
6       End for 
7        𝑗𝑗 = argmax(𝒆𝒆) 
8        𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 = 𝑓𝑓𝐸𝐸\𝑓𝑓𝑗𝑗   
9        If 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) ≤ 𝑒𝑒𝐸𝐸  
10               𝑒𝑒𝐸𝐸 = 𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀𝑀(𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛) 
11               𝑓𝑓𝐸𝐸 = 𝑓𝑓𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛𝑛 
12               ensPruned is True 
13        End if 
14 Until ensPruned is True 

RETURN 𝑓𝑓𝐸𝐸 
 

4. Empirical Analysis and Evaluation. In this section, we assess 
the generalization performance of Ambiguity-Based Pruning (AP) and 
compare this technique with other algorithms. As a state-of-art method that 
sets the baseline for the performance of pruning algorithms, we use Ordered 
Aggregation (OA). In study [7] the authors conducted an experimental 
comparison of OA with conventional ensemble methods such as Bagging, 
AdaBoost.R2, and Negative Correlation, and showed that it surpasses them 
in performance. Also, according to [7], OA outperforms other known 
pruning methods such as hybrid ensembles [38], GASEN [2], regularized 
stacked generalization [39, 40], and performs slightly better than SDP-
pruning [7], although the difference between average ranks of OA and SDP 
is not statistically significant. 

In addition to OA, we also included in the set of methods for 
comparing two algorithms discussed in Section 3, Direct Reduce Error 
(DR), and Reverse Reduce Error (RR). 

It should be noted that the authors of [7] defined the number of 
estimators in the OA-pruned ensemble as an external parameter. In our 
experiments, we used a slightly modified OA algorithm: the selection of 
regressors continues while the error in the training data does not increase 
(lines 9-13 in Table 2). Such an approach helps to identify the optimal size 
of the final subensemble. A similar condition was applied to other 
algorithms tested (RR and DR). 
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The experiments are carried out on 20 regression problems from the 
UCI-Repository and other sources. They include real-world problems from 
different fields of application: industry, biology, urban management, etc. 
All datasets were scaled to center around zero and have unit variance. 
Table 3 displays the number of instances (N), the number of attributes (K) 
and the source of the different datasets considered. 

 
Table 3. Datasets used in the experiments 

Dataset Description N / K Source 
abalone  Predicting the age of abalone  4177/8 KEEL 
airfoil  Aerodynamic and acoustic tests of airfoil 1503/5 UCI 
bank8FM  Simulation of how customers choose bank 8192/8 OML 
bike  Count of rental bikes 17379/12 UCI 
california Median house value of the block groups 20640/8 KEEL 
CASP  Properties of protein tertiary structure 45730/9 UCI 
CCPP  Combined Cycle Power Plant 9568/4 UCI 
compactiv  Computer systems activity measures 8192/21 KEEL 
concrete  Predicting the concrete compressive 

h 
1030/8 KEEL 

egrid  Electrical grid stability simulated data 10000/12 UCI 
elevators  Action taken on the elevators of the aircraft 16599/18 KEEL 
facebook  Facebook comment volume 40949/53 UCI 
forestFires Burned area of forest fires in Portugal 517/12 KEEL 
house  Median house price in the regions of USA 22784/16 KEEL 
kin8nm  Forward kinematics of an 8-link robot arm 8192/8 OML 
laser  Far-Infrared-Laser in a chaotic state 993/4 KEEL 
stock  Daily stock prices for aerospace companies 950/9 KEEL 
supercond  Superconductors and their relevant features 21263/81 UCI 
treasury  Economic data of USA 1049/15 KEEL 
wankara  The weather information of Ankara 1609/9 KEEL 

 
Data sources: 
− KEEL – KEEL dataset: https://sci2s.ugr.es/keel/datasets.php 
− OML – OpenML: https://www.openml.org/search?type=data 
− UCI – UC Irvine Machine Learning Repository: 

http///archive.ics.uci.edu/ml/ 
 
The experimental protocol is the following. We used 10-fold cross-

validation to estimate the mean squared error. The experiments involve 
building a bagging ensemble of M = 100 predictors. Following the work [7], 
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we use the feed-forward neural network (NN) with a single hidden layer of 
sigmoidal neurons and a linear unit in the output layer as a base learner. The 
networks are trained during 1000 epochs using the quasi-Newton 
optimization method BFGS. Before the generation of the bagging ensemble, 
the optimal number of hidden units in NN was explored using Bayesian 
optimization and a separate 5-fold cross-validation procedure. Once the best 
architecture of NN is found, a bagging ensemble is generated using neural 
networks with these hyper-parameters. Next, the bagging ensemble is 
pruned using various pruned algorithms. Finally, we computed the mean 
value of MSE on all testing folds for all compared algorithms, also as 
bagging ensemble, to use the last as a benchmark for performance 
comparison. All computations were performed using the Python 
programming language and scikit-learn and scikit-optimize libraries. 

Table 4 shows the average mean squared error and its standard 
deviation estimated by 10-fold cross-validation for each dataset and each 
prediction method. 

 
Table 4. Average mean squared error normalized by the corresponding scaling 

factor 
Dataset Scaling 

factor Bagging AP DR RR OA 

abalone 10-1 4.309 (0.272) 4.318 (0.272) 4.315 (0.272) 4.324 (0.273) 4.319 (0.272) 
airfoil 10-1 2.225 (0.112) 1.890 (0.099) 1.973(0.104) 1.887 (0.094) 2.023 (0.109) 
bank8FM 10-2 3.470 (0.002) 3.443 (0.002) 3.440 (0.002) 3.442 (0.002) 3.467 (0.002) 
bike 10-1 1.448 (0.091) 1.154 (0.065) 1.163 (0.066) 1.155 (0.065) 1.209 (0.071) 
cadata 10-1 2.775 (0.096) 2.685 (0.088) 2.684 (0.089) 2.683 (0.088) 2.756 (0.095) 
CASP 10-1 5.609 (0.012) 5.522 (0.013) 5.521 (0.013) 5.521 (0.012) 5.601 (0.012) 
CCPP 10-2 5.889 (0.005) 5.833 (0.005) 5.833 (0.005) 5.833 (0.005) 5.889 (0.005) 
compactiv 10-2 1.738 (0.001) 1.674 (0.001) 1.672 (0.001) 1.674 (0.001) 1.707 (0.001) 
concrete 10-2 8.629 (0.020) 8.206 (0.019) 8.139 (0.019) 8.140 (0.019) 8.333 (0.021) 
egrid 10-2 4.773 (0.003) 4.523 (0.003) 4.528 (0.003) 4.529 (0.003) 4.623 (0.003) 
elevators 10-2 8.829 (0.014) 8.575 (0.013) 8.575 (0.013) 8.575 (0.013) 8.754 (0.014) 
facebook 10-1 4.599 (0.188) 4.621 (0.181) 4.672 (0.177) 4.659 (0.180) 4.498 (0.181) 
forestFires 100 1.218 (1.664) 1.281 (1.585) 2.722 (2.429) 1.408 (1.553) 1.533 (1.614) 
house 10-1 4.207 (0.057) 4.138 (0.055) 4.140 (0.056) 4.140 (0.056) 4.193 (0.057) 
kin8nm 10-2 9.233 (0.008) 8.648 (0.008) 8.652 (0.008) 8.646 (0.008) 8.816 (0.008) 
laser 10-2 1.362 (0.015) 1.360 (0.015) 1.411 (0.016) 1.430 (0.017) 1.369 (0.015) 
stock 10-1 1.486 (0.112) 1.498 (0.126) 1.541 (0.128) 1.514 (0.126) 1.535 (0.121) 
supercond 10-1 1.759 (0.128) 1.737 (0.123) 1.741 (0.123) 1.735 (0.123) 1.754 (0.127) 
treasury 10-3 4.027 (0.002) 3.818 (0.002) 3.822 (0.002) 3.804 (0.002) 4.003 (0.002) 
wankara 10-3 6.099 (0.001) 6.022 (0.001) 6.043 (0.001) 6.081 (0.001) 6.152 (0.001) 
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The figures displayed are scaled by a factor shown in the first column of the 
table. To check whether the observed improvements in error are statistically 
significant, a paired Wilcoxon test was performed on cross-validation data 
for each dataset. Error values that are significantly better than bagging at an 
𝛼𝛼  - value of 0.05 are highlighted in boldface. Error values that are 
significantly better than OA at an 𝛼𝛼-value of 0.05 are underlined. As it 
follows from Table 4, there were no algorithms that perform analysis 
statistically worse than bagging and OA on the datasets selected for the 
experiment. 

Following the framework proposed by J. Demšar [41], we also 
conducted the Friedman test to compare the overall performance of different 
methods in the collection. The results obtained (FF = 59.14, the 
corresponding p-value is 2E-11, and the critical value of 𝜒𝜒2  distribution 
is 11.07) confirm that the hypothesis of the equivalent performance of all 
algorithms should be rejected at 𝛼𝛼 = 0.05. If the null hypothesis is rejected, 
we can proceed with a post-hoc Nemenyi test. Figure 2 displays the results 
of this test for 𝛼𝛼 = 0.05 . The differences in performance between 
algorithms whose average ranks are further than a critical distance (CD) are 
statistically significant. The obtained value of the CD is 1.686. In Figure 2, 
algorithms whose differences in performance are not statistically significant 
are connected with a solid line. 

 

 
Fig. 2. Comparison of algorithms’ performance against each other with the 

Nemenyi test. Groups of methods that are not significantly different (at 𝛼𝛼 = 0.05) 
are connected with a solid black line 

 
As follows from the data presented in Figure 2, four groups of 

models are distinguished, and models inside one group have statistically 
comparable results. The first group includes algorithms of pruning AP, RR, 
and DR, while AP has a slight advantage within this group. The second 
group consists of the algorithms RR, DR, and OA, the OA; this group 
showed the worst results. The third group comprises the bagging algorithm, 
as well as methods for pruning the DR and OA. The fourth group is 
represented only by a single-layer feed-forward neural network (NN). 
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The following conclusions can be drawn from the presented results. 
First, pruning methods can improve the performance of the initial set of 
regressors generated using the bagging algorithm. Data n Table 4 confirms 
this conclusion generally, but we should note that there are a few 
exceptions, namely results for datasets: abalone, forestFires, and stock. 
Second, methods based on the sequential exclusion of estimators from the 
initial ensemble (AP and RR) are superior to sequential inclusion algorithms 
(DR and OA). One possible explanation is that in the case of the exclusion, 
the algorithm has more information about the interaction of all estimators in 
the ensemble. In the case of the AP algorithm, this information is presented 
explicitly in the ambiguity term (1). When the algorithm implements an 
inclusion scenario, only information about the pair interaction of estimators 
is available explicitly given by correlation matrix Equation (2) in the OA 
algorithm. 

Another critical point associated with the quality of pruning 
algorithms is the size of the ensemble obtained after the algorithm 
application. Table 5 presents these data. 

 
Table 5. Average number of regressors in the pruned sub ensemble 

Data NN AP DR RR OA 
abalone  10.5 (3.4) 12.6 (2.1)  11.2 (2.5) 11.9 (1.9) 98.2 (5.7)  
airfoil  10.5 (3.5) 9.8 (3.0)  7.6 (1.8)  8.8 (2.3)  23.9 (5.2)  
bank8FM  17.1 (1.8) 9.8 (2.0)  9.7 (1.9)  9.6 (2.1)  94.8 (4.0)  
bike  14.9 (3.1) 11.0 (6.6)  7.2 (1.9)  7.7 (1.6)  22.3 (3.5)  
cadata  13.2 (5.3) 8.8 (2.0)  6.5 (1.8)  8.0 (2.4)  65.2 (10.4) 
CASP  19.1 (0.9) 10.8 (2.1)  10.4 (1.9) 10.3 (1.9) 89.7 (4.9)  
CCPP  13.5 (2.0) 5.1 (1.5)  4.2 (1.5)  5.1 (1.5)  99.5 (1.0)  
compactiv  11.2 (4.9) 9.9 (2.9)  8.5 (2.6)  8.5 (2.1)  53.4 (5.2)  
concrete  16.1 (1.7) 14.7 (3.2)  13.5 (2.5) 13.9 (2.8) 27.2 (5.8)  
egrid  18.9 (1.0) 14.4 (2.8)  11.1 (1.3) 12.4 (1.6) 34.2 (5.8)  
elevators  7.9 (2.6)  11.8 (3.3)  6.7 (2.6)  9.7 (1.7)  70.5 (8.2)  
facebook  11.9 (2.4) 8.7 (2.1)  8.3 (1.6)  8.1 (1.4)  31.9 (4.8)  
forestFires 9.1 (3.1)  43.1 (10.1) 13.1 (9.8) 23.7 (3.8) 7.9 (3.3)  
house  16.2 (2.3) 14.6 (3.0)  12.3 (1.9) 13.4 (2.9) 60.2 (7.4)  
kin8nm  18.0 (0.9) 12.4 (2.4)  9.3 (1.3)  11.2 (1.3) 39.3 (4.2)  
laser  11.1 (3.9) 13.8 (5.5)  7.8 (2.9)  8.1 (1.5)  24.0 (5.8)  
stock  13.1 (5.0) 12.0 (3.4)  9.7 (3.4)  10.9 (3.1) 28.4 (3.8)  
supercond  9.2 (4.4)  9.5 (2.0)  8.9 (1.7)  9.2 (1.8)  55.4 (8.6)  
treasury  11.8 (4.4) 7.3 (2.2)  5.5 (1.6)  6.7 (1.6)  45.9 (7.5)  
wankara  9.4 (3.7)  13.6 (3.3)  9.9 (2.2)  11.0 (1.8) 66.9 (10.5) 
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The first column of Table 5 (NN) contains the mean and the standard 
deviation of the number of neurons obtained during the optimization of NN 
at each iteration in the process of 10-fold cross-validation. Other columns 
show the mean and standard deviation of the number of base estimators 
(NN) obtained from the 10-fold cross-validation for each algorithm. Better 
value in each line is highlighted with bold. As we can see, the best value is 
achieved by methods that directly minimize the prediction error (DR and 
RR), AP creates somewhat larger ensembles, while significantly ahead of 
OA. 

We also conducted the Friedman and Nemenyi tests for these data. 
Results confirm that the sizes of ensembles obtained with pruning 
algorithms are statistically different at α=0.05. Figure 3 presents the results 
of the Nemenyi test. 

The ideal pruning algorithm should reduce both the error and size of 
the ensemble relative to the original bagging ensemble. This condition is 
satisfied in most cases; however, Table 4 shows that pruning algorithms 
increase the error for some datasets. However, this degradation is not 
statistically significant (Table 4), and the pruned model can be ten or more 
times smaller than the original bagging ensemble, which can be crucial for 
devices with limited memory (e.g., smart sensors). Distributions of AP, DR, 
and RR results are very similar (with a slight advantage of AP in terms of 
error); OA in our experiments demonstrates the worst performance in terms 
of error and model size. 

 

 
Fig. 3. Comparison of the size of ensembles with the Nemenyi test. CD = 1.364 

 
5. Conclusions. In this work, we investigated regression ensembles 

pruning methods since previous research did not pay enough attention to 
this area. 

The first of the main contributions of our work is the formal 
condition (7), which allows estimating the potential to reduce the size of the 
convex regression ensemble. If there are no regressors in the ensemble for 
which the value of Equation (7) is positive, then the reduction of such an 
ensemble is impossible. 
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Next, we proposed an Ambiguity-based pruning algorithm based on 
well-known error-ambiguity decomposition and compared its performance 
with other pruning techniques such as minimization of error using direct 
and reverse approaches. The results of experiments with real datasets show 
that Ambiguity-based pruning outperforms in most cases other algorithms 
also the state-of-art Ordered Aggregation algorithm. 
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Ю.А. ЗЕЛЕНКОВ 
ОПТИМИЗАЦИЯ РАЗМЕРА АНСАМБЛЯ РЕГРЕССОРОВ 

 
Зеленков Ю.А. Оптимизация размера ансамбля регрессоров. 

Аннотация. Алгоритмы обучения ансамблей, такие как bagging, часто генерируют 
неоправданно большие композиции, которые, помимо потребления вычислительных 
ресурсов, могут ухудшить обобщающую способность. Обрезка (pruning) потенциально 
может уменьшить размер ансамбля и повысить точность; однако большинство 
исследований сегодня сосредоточены на использовании этого подхода при решении 
задачи классификации, а не регрессии. Это связано с тем, что в общем случае обрезка 
ансамблей основывается на двух метриках: разнообразии и точности. Многие метрики 
разнообразия разработаны для задач, связанных с конечным набором классов, 
определяемых дискретными метками. Поэтому большинство работ по обрезке 
ансамблей сосредоточено на таких проблемах: классификация, кластеризация и выбор 
оптимального подмножества признаков. Для проблемы регрессии гораздо сложнее 
ввести метрику разнообразия. Фактически, единственной известной на сегодняшний 
день такой метрикой является корреляционная матрица, построенная на предсказаниях 
регрессоров. Данное исследование направлено на устранение этого пробела. 
Предложено условие, позволяющее проверить, включает ли регрессионный ансамбль 
избыточные модели, т. е. модели, удаление которых улучшает производительность. На 
базе этого условия предложен новый алгоритм обрезки, который основан на 
декомпозиции ошибки ансамбля регрессоров на сумму индивидуальных ошибок 
регрессоров и их рассогласованность. Предложенный метод сравнивается с двумя 
подходами, которые напрямую минимизируют ошибку путем последовательного 
включения и исключения регрессоров, а также с алгоритмом упорядоченного 
агрегирования (Ordered Aggregation). Эксперименты подтверждают, что предложенный 
метод позволяет уменьшить размер ансамбля регрессоров с одновременным 
улучшением его производительности и превосходит все сравниваемые методы.  

Ключевые слова: обрезка ансамбля, ансамбль регрессоров, обучение ансамбля, 
декомпозиция ошибка-разнообразие, разнообразие регрессоров. 
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Суров И.А. Выявление экономических сговоров метриками квантовой запутанности.

Аннотация. Эффективность экономики обусловлена оперативностью пресечения
незаконного поведения хозяйствующих субъектов. В условиях ускорения деловой
активности важной частью данного условия становится выявление рыночных сговоров
на основе статистики электронных следов. В статье представлено решение этой задачи
на основе кванто-теоретического подхода к моделированию принятия решений. А
именно, когнитивные состояния субъектов представляются комплекснозначными
векторами в пространстве, образованном базисными поведенческими альтернативами,
тогда как вероятности принятия решений определяются проекциями этих состояний на
соответствующие направления. Согласованность многостороннего поведения при этом
соответствует запутанности порождающего когнитивного состояния, степень которой
измеряется стандартными квантово-теоретическими метриками. Высокое значение метрики
свидетельствует о вероятном наличии сговора между рассматриваемыми субъектами.
Полученный таким образом метод выявления поведенческой координации апробирован
на открытых данных об участии юридических лиц в государственных закупках за период
с 2015 по 2020 годы, доступных на федеральном портале https://zakupki.gov.ru. Для
использованной выборки построены квантовые модели примерно 80 тысяч уникальных пар
и 10 миллионов уникальных троек ИНН. Достоверность выявления сговоров определялась
сравнением подозреваемых с открытыми данными Федеральной антимонопольной службы
https://br.fas.gov.ru. Согласно полученным функциям ошибок, половина известных парных
сговоров выявляется с достоверностью более 50%, что сравнимо с методами выявления на
основе классической корреляции и классической взаимной информации. В трёхстороннем
случае, напротив, квантовая модель оказывается практически безальтернативной в
силу ограниченности классических метрик двусторонней корреляцией. Половина таких
сговоров выявляется с достоверностью 40%. Полученные результаты свидетельствуют об
эффективности квантово-вероятностного подхода к моделированию многостороннего
экономического поведения. Разработанные метрики могут быть использованы в качестве
информативных признаков для аналитических систем и алгоритмов машинного обучения
подобной направленности.

Ключевые слова: сговор, картель, принятие решений, квантовая вероятность,
квантовая запутанность, поведенческое моделирование, рекомендательные системы.
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1. Введение. Машинный анализ данных с целью обеспечения
правопорядка является актуальной областью прикладных исследований.
Он используется для выявления прошлых и прогнозирования будущих
актов противоправного поведения на основе анализа разнородных
поведенческих данных, включая информацию в социальных сетях,
финансовые транзакции и др. [1 – 4]. Одна из таких задач – выявление
незаконных сговоров между субъектами экономической деятельности, в
том числе между участниками государственных закупок товаров и услуг,
опубликованных в единой информационной системе https://zakupki.gov.ru;
таким образом закупаются, например, лекарства и оборудование, услуги
Интернет, телефонии и ЖКХ, строительства и ремонта и т.д. В целях
повышения прибыли недобросовестные подрядчики договариваются о
согласованном поведении на торгах, вследствие чего товар или услуга
приобретается из бюджетных средств по завышенной цене.

Такое поведение хозяйствующих субъектов – называемое
сговором или картелем – незаконно и преследуется по статьям
административного и уголовного кодексов РФ [5]. Для сокрытия своих
действий правонарушители привлекают к торгам подставных участников,
которые играют по заранее распределённым ролям для создания
видимости конкуренции. Выявление сложных схем согласованного
поведения представляет большую практическую проблему, которая
обостряется с ускорением экономической активности [6]. Растущая
скорость транзакций в электронной среде превышает возможности
ручной обработки, которые, однако, расширяются с помощью машинных
средств.

Первая модель автоматического выявления сговоров, также
известная как эконометрический скрининг, была предложена в 2003 г. [7].
Эта модель позволяет рассчитать естественное, конкурентно-рыночное
распределение заявок, систематические отклонения от которого являются
признаками недобросовестного поведения. Недостатком модели является
необходимость знания экономических параметров участников торгов,
многие из которых представляют собой коммерческую тайну. В результате
большая часть необходимых данных должна дополнительно определяться
отраслевыми экспертами, что приводит к потере точности. Аналогичный
подход [8] использует анализ аномальных дисперсий в распределении
заявок, предполагая, что они следуют равномерному распределению.

В последние годы разработан ряд методов выявления сговоров
на основе машинного обучения. В первом исследовании такого типа [9]
создан классификатор заявок по наличию либо отсутствию сговора на
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строительстве швейцарских железных дорог. С четырьмя достоверно
установленными картелями, на малой выборке из 584 торгов правильно
классифицированы 84% из 3799 заявок. Широкое исследование методов
машинного обучения проведено для больших массивов данных о торгах
из пяти стран [10]. Усреднённая по странам сбалансированная точность
11 рассмотренных алгоритмов находится в диапазоне от 48% до 86%.

Недостатком большинства известных подходов является их
ограниченность двусторонним поведением, т.е. рассмотрением только
сговоров между двумя субъектами поведения. Помимо наибольшей
простоты, основанием для этой ограниченности служит неявное
предположение о том, что многосторонние связи сводятся к комбинации
двусторонних. Соответственно, классические монографии по статистике,
психометрике, экономике и социологии [11 – 14] рассматривают
двусторонний случай как единственно заслуживающий внимания.

В реальной практике социальных взаимодействий, однако, для
такого допущения оснований нет [15 – 18]; напротив, установлено,
что в качестве единицы межсубъектных отношения более оправдано
рассмотрение не пар, а троек индивидов [19, 20]. В парадигме машинного
обучения эта задача может быть решена аналогично двустороннему
случаю, когда признаками классифицируемого объекта являются
параметры многостороннего поведения [21]. Нахождение наиболее
информативных параметров такого поведения, однако, есть теоретическая
задача, требующая отдельного решения.

Недостаточность классической статистики в этом отношении
указывает на актуальность рассмотрения альтернативных подходов
к поведенческому моделированию. В настоящей работе в качестве
такового исследуется развитый в последние десятилетия подход на
основе квантовой теории. Среди других направлений социофизики
[22 – 24], этот подход выделяется удобством моделирования связанного
поведения, играющего ключевую роль в динамике социальных систем
[25]. Это свойство позволяет, в частности, описывать коллективное
принятие решений [26, 30], неклассические равновесия в играх [27–
29, 31, 32], иррациональную динамику финансовых рынков [33 – 40],
коллективные социальные возбуждения [41 – 43], и др. [44, 46 – 48]. При
этом, согласованность принятия индивидуальных решений соответствует
свойству запутанностимногочастичных квантовых систем, не имеющему
аналога в классических поведенческих моделях.

В настоящей статье квантовая теория вероятности использована
для выявления экономических сговоров. Развивая намеченный ранее
подход [6], в разделе 2 представлена соответствующая модель
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многостороннего поведения, на основе которой построен ряд квантово-
теоретических метрик поведенческой согласованности. В разделе 3
описана методика эксперимента по апробации модели на открытых
данных об участии юридических лиц в государственных закупках. В
разделе 4 представлены результаты эксперимента, включая достоверность
выявления сговоров и сравнение квантово-теоретических метрик
корреляции с существующими классическими аналогами. В разделе 5
обсуждаются перспективные направления развития представленного
подхода.

2. Теория
2.1. Принципы поведенческого моделирования на основе

квантовой теории. В соответствии с принципами квантового
моделирования [49], когнитивное состояние субъекта данной
поведенческой неопределённости представляется нормированным
вектором |ψ⟩ в комплекснозначном (Гильбертовом) пространстве H.
Базис пространства образован ортонормированными векторами:

|1⟩ =


1
0
...
0

 , |2⟩ =


0
1
...
0

 , . . . |N⟩ =


0
0
...
1

 , (1)

соответствующими N альтернативным взаимоисключающим вариантам
поведения. Квантово-когнитивное состояние субъекта тогда описывается
вектором:

|ψ⟩ =
N∑
i=k

γk|k⟩ =


γ1
γ2
...
γN

 , (2)

где комплекснозначные компоненты разложения γk называются также
амплитудами (вероятности). Эти амплитуды можно представить
в виде скалярного произведения γk = ⟨k|ψ⟩, где вектор-строка
⟨k| есть комплексно-сопряжённая транспозиция вектор-столбца |k⟩.
Квадрат модуля этой величины определяет вероятность осуществления
соответствующей поведенческой альтернативы:

|⟨k|ψ⟩|2 = |γk|2 = pk, k = 1 . . . N. (3)
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Соответственно, нормировка:

⟨ψ|ψ⟩ =
[
γ∗1 γ∗2 ... γ∗N

]

γ1
γ2
...
γN

 =
N∑

k=1

pk = 1, (4)

выражает полноту базисной системы поведенческих альтернатив.
Классическая и квантовая неопределённость. Состояние (2)

коренным образом отличается от нормированного распределения
вероятности [p1, p2, . . . pN ], описывающего неопределенность
наблюдаемых величин в классической теории вероятности Колмогорова.
Распределения этого типа описывают незнание величины, объективно
находящейся в одном из N состояний. В случае N = 2 примером такой
ситуации является незнание человеком того, какой стороной вверх лежит
монета под салфеткой. Эта субъективная неопределённость снимается
измерением, не меняющим объективное состояние величины.

Вектор состояния (2), напротив, описывает состояние
неустранимой неопределённости, когда величина ещё не находится
ни в одном из базисных состояний. В отличие от неопределённости,
обусловленной ограниченной информированностью субъекта как
описано выше, данная неопределённость носит объективный характер.
Информацию о её значении можно получить только путём эксперимента,
приводящего величину в одно из N базисных состояний [50, 51].

В поведенческих процессах таким экспериментом является
каждый акт принятия решения – свободный выбор человека, не
обусловленный объективными факторами. Алгоритмически не
предопределённый, спонтанный характер таких решений относит
поведенческие неопределённости в рассматриваемой задаче к квантовому
типу [52, 53]. Как и в физике, соответствующие статистические
закономерности моделируются с помощью линейной алгебры вектор-
состояний в комплекснозначных (Гильбертовых) пространствах как
описано выше.

2.2. Модель принятия многосторонних двухвариантных
решений. В рассматриваемой задаче субъектом поведения является
группа из K юридических лиц, принимающих решение относительно
участия «1» либо неучастия «0» государственном тендере на поставку
товаров, оказание услуг или выполнение работ по заранее объявленным в
документации условиям (далее торг). В результате имеет место N = 2K

взаимоисключающих поведенческих альтернатив, одна из которых
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осуществляется в процессе принятия решения. Эти альтернативы
кодируются последовательностями нулей и единиц. Базисное состояние
|10⟩, например, соответствует случаю, когда изK = 2 лиц A и B участие
в торге приняло только лицо A. Согласно первой части выражения (2)
общий вид когнитивного состояния такой группы описывается вектором:

|ψAB⟩ = γ00|00⟩+ γ01|01⟩+ γ10|10⟩+ γ11|11⟩, (5)

нормировка (4) которого требует:∑
a,b

pab =
∑
a,b

|γab|2 = 1.

Аналогично, когнитивное состояние группы из трёх лиц A, B, C
описывается вектором:

|ψABC⟩ =
∑
a,b,c

γabc|abc⟩,
∑
a,b,c

|γabc|2 = 1. (6)

Как отмечено во введении, эти два случаяK = 2 иK = 3 представляют
наибольший практический интерес.

Комплекснозначные амплитуды γ удобно представить в виде
модулей r и фазовых множителей eiϕ как:

γ = reiϕ, r ∈ [0, 1], ϕ ∈ [0, 2π). (7)

Согласно (3), модули однозначно определяются вероятностями
принимаемых решений, так что для случаяK = 2:

rab =
√
pab, pab =

nab
n
, (8)

где nab есть число решений «ab», а n =
∑
nab - полное число

решений в имеющихся данных. Фазы ϕab, напротив, являются свободными
параметрами, составляющими особенность квантовой модели.

2.3. Метрики двусторонней согласованности. Согласованность
частей системы при разрешении неопределённости квантового типа
известна в физике как феномен квантовой запутанности [54]. В
рассматриваемой задаче запутанность выражается в согласованном
принятии решений юридическими лицами, являющимися частями
распределенной поведенческой системы.
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Запутанность двухчастичного (двустороннего) состояния (5)
выражается в невозможности представить его в виде произведения:

|ψA⟩ ⊗ |ψB⟩ =
= (α0|0A⟩+ α1|1A⟩)⊗ (β0|0B⟩+ β1|1B⟩) =
= α0β0|00⟩+ α0β1|01⟩+ α1β0|10⟩+ α1β1|11⟩,

(9)

где |ψA⟩ и |ψB⟩ есть индивидуальные когнитивные состояния лиц A и B.
Соответственно, мерой запутанности является величина:

QAB = 2 |γ11γ00 − γ01γ10| , 0 ⩽ Q ⩽ 1, (10)

называемая конкуренс1 [55]. Конкуренс обращается в ноль для
факторизуемых состояний (9), соответствующих несогласованному
поведению субъектов A и B, т.е. независимости их решений. Наибольшее
значение, равное единице, достигается для максимально запутанных
состояний:

|00⟩+ eiϕ|11⟩√
2

,
|01⟩+ eiϕ|10⟩√

2
,

описывающих максимальную согласованность (корреляцию и
антикорреляцию) двусторонних решений, моделируемую в рамках
квантовой теории.

Соотношения (7) и (8) позволяют выразить величину (10) через
наблюдаемые вероятности pab:

QAB =2
√
p00p11 + p01p10 − 2

√
p00p01p10p11 cos∆,

∆ = ϕ00 + ϕ11 − ϕ10 − ϕ01,
(11)

где параметр ∆ определяет влияние фазовых параметров исходного
состояния (5) на значение QAB . Данная форма метрики конкуренс
наиболее удобна для практического использования.

1В квантовой информатике используются и другие меры двухчастичной запутанности,
в частности запутанность формирования [58], (логарифмическая) отрицательность [59] и
энтропия (взаимная информация) фон-Неймана [60]. Для рассматриваемой задачи отличие
этих величин от конкуренса [61, 62] незначительно.
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Классическими аналогами конкуренса (11) является модуль
коэффициента сопряженности [11]:

CAB =

∣∣∣∣∣ p00p11 − p01p10√
(p00 + p01)(p00 + p10)(p11 + p10)(p11 + p01)

∣∣∣∣∣,
0 ⩽ C ⩽ 1

(12)

и взаимная информация [63]:

Ic =
∑
a,b

pab log
pab
papb

> 0, (13)

где pi =
∑

j pij есть маргинальные распределения двухчастичной
вероятности pab. Как и в случае конкуренса, наименьшие и наибольшие
значения этих метрик означают отсутствие корреляции и наиболее
сильную корреляцию, двустороннего поведения, соответственно.

2.4. Метрики трехсторонней согласованности. Для измерения
согласованности трёхстороннего поведения была использована
стандартная метрика трехчастичной запутанности [64]:

τ = 4 |d1 − 2d2 + 4d3| , (14)

где:

d1 =γ2000γ
2
111 + γ2001γ

2
110 + γ2010γ

2
101 + γ2100γ

2
011,

d2 =γ000γ111γ011γ100 + γ000γ111γ101γ010+

γ000γ111γ110γ001 + γ011γ100γ101γ010+

γ011γ100γ110γ001 + γ101γ010γ110γ001+

d3 =γ000γ110γ101γ011 + γ111γ001γ010γ100.

(15)

Кроме того, был использован трёхчастичный аналог выражения для
конкуренс (10):

Q3 = |γ111γ000 − γ001γ110|+ |γ111γ000 − γ010γ101|+
|γ111γ000 − γ100γ011|+ |γ001γ110 − γ010γ101|+
|γ001γ110 − γ100γ011|+ |γ010γ101 − γ100γ011| .

(16)

Аналогично двухчастичному случаю (9)-(10), обращение в ноль этой
величины гарантирует факторизацию трёхчастичного состояния (6) тремя
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индивидуальными состояниями |ψA⟩, |ψB⟩, |ψC⟩2. Как и для метрики
(14), это значение соответствует независимому принятию решений, т.е.
нулевой согласованности.

В отличие от двухчастичного случая (11), метрики (14) и (16)
зависят от большого числа фазовых параметров ϕabc (7), варьирование
которых не представлялось возможным в силу ограниченности доступного
вычислительного времени. По этой причине все такие параметры брались
равными нулю, что соответствует действительным значениям амплитуд
γabc в состоянии (6). Аналогично двухчастичному случаю (8), эти
величины вычислялись на основе экспериментальных данных как:

γabc =
√
pabc, pabc =

nabc
n

, (17)

где например n100 есть полное число торгов, в которых среди трех
рассматриваемых субъектов A, B, C участие принимал только первый.

Не-квантовой метрикой трёхсторонней согласованности является
величина:

θ123 = log
p111p100p010p001
p110p101p011p000

, (18)

использованная для анализа корреляции нейронных вспышек [66].
Отсутствию корреляции соответствует нулевая величина этой метрики,
принимающей как положительные, так и отрицательные значения. Как и
квантовая метрика (14), эта величина отражает подлинно-трехстороннюю
корреляцию, нечувствительную к двухсторонним корреляциям в парах,
входящих в тройку (там же).

3. Эксперимент. Представленная модель использована для
выявления согласованного экономического поведения юридических
лиц на основе информации, опубликованной в сети Интернет. Состав и
методы получения данных описаны в Разделе 3.1. Раздел 3.2 описывает
процедуру их численной обработки. Результаты эксперимента для
двусторонних и трёхсторонних метрик представлены в следующем
разделе 4.

3.1. Данные. Использованные в работе данные делятся на два типа.
Первый тип - это данные об участии юридических лиц в государственных
закупках, на основе которых строится модель поведения, описанная в
Разделе 2. Второй тип - это данные о фактах согласованного поведения,

2Это условие достаточно, но не необходимо. Альтернативой использованному является
определение трёхстороннего конкуренса, данное в [65].
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установленных Федеральной Антимонопольной Службой (ФАС). Эти
данные использованы в качестве экспертной оценки, позволившей оценить
точность разработанной модели согласованного поведения. Данные обоих
типов приводились в соответствие на основе индивидуального налогового
номера (ИНН), однозначно характеризующим каждое юридическое лицо.

Данные системы ФАС. Источником данных этого типа являлась
база судебных решений и правовых актов ФАС, расположенная в открытом
доступе по адресу https://br.fas.gov.ru. Были использованы документы,
опубликованныеУправлениемпо борьбе с картелями в текстовомформате,
допускающем автоматическую обработку. За период с 2015 по 2020 г.
таким образом извлечено 734 протокола, содержащих информацию о
поведении юридических лиц общим числом 1457 ИНН. Для рабочей
выборкиИНН, описанной в следующемпараграфе, число пар находящихся
в сговоре ИНН составило 2038.

Данные системы госзакупок. Данные этого типа получены из
единой информационной системы https://zakupki.gov.ru, предоставляющей
открытый доступ к базам данных об участии юридических лиц в
государственных закупках через интерфейс FTP3. Полученные данные
имеют формат таблицы, в которой строки соответствуют отдельным ИНН,
а столбцы - отдельным торгам. А каждой ячейке находится число 1 или 0,
обозначающее участие либо неучастие данного ИНН в данном торге. За
период с 2015 по 2020 год по региону Москва данная таблица содержит
151228 ИНН и 952856 торгов.

В силу большого объёма данных, а также недостоверности оценки
вероятностей входящих в выражения (11) и (12) при числе участий меньше
10, использование полной таблицы указанного размера нецелесообразно.
Рабочая выборка ИНН была сформирована из подозреваемой части и фона.
Подозреваемая часть, состоящая из 210 ИНН, получена по следующим
критериям:

– количество участий данного ИНН в торгах более 20;
– по информации ФАС, данный ИНН находится в сговоре как

минимум с одним другим ИНН из выборки.

3Использовался адрес ftp://ftp.zakupki.gov.ru с логином/паролем free/free и IP-адресом
сервера 95.167.245.94. В корневом каталоге в папке «fcs_regions» содержатся данные по
отдельным регионам России. Каталог «protocols» содержит заархивированные папки, каждая
из которых содержитфайлыXMLсодержащие протоколы торгов.ФайлыXMLсгруппированы
по годам по 1000 файлов в одной папке. Необходимая информация содержится в полях с
тегами и “purchaseNumber” и “INN”. На момент обращения (декабрь 2021 г.) были доступны
данные с марта 2014 г. по октябрь 2021 г.
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Фоновая часть из 190 ИНН была выбрана случайным образом
из оставшихся первичных данных. Полученная в результате таблица из
400 ИНН и 86831 торгов составила рабочую выборку объёмом 66,3 Мб.
Распределение ИНН по числу участий показано на рисунке 1.
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Рис. 1. Распределение 400 ИНН по числу участий в 86831 торгах
рассматриваемой выборки. Вставка: то же самое после преобразования таблицы с

учётом окружений (раздел 3.2)

3.2. Методика. Двусторонний случай. Полученная выборка из
400 уникальных ИНН позволила проанализировать 400 ∗ 399/2 = 79800
уникальных пар ИНН. Каждая такая пара соответствует двум строкам
таблицы данных, отражающих участие рассматриваемых ИНН в 86831
торгах. Каждый торг при этом имеет четыре взаимоисключающих
исхода, представляемых базисными состояниями |00⟩, |01⟩, |10⟩, |11⟩,
охватывающими все варианты совместного участия. Распределение торгов
по данным исходам определяется числами nab, в сумме дающими полное
их число n = 86831.

В соответствии сформулой (8), на основе величинnab определяется
когнитивное состояние каждой пары субъектов (5). Это состояние далее
используется для вычисления метрики запутанности конкуренс (11) для
различных значений фазового параметра∆, в том числе 0◦ и 180◦. Для
сравнения также вычислялись значения классического коррелятора (12)
и классической взаимной информации (13). Данный набор значений для
каждой пары ИНН является результатом теоретического моделирования.
Для оценки точности выявления, эти результаты сравнивались с данными
ФАС, представляемыми в виде строки длиной 79800, состоящей из нулей и
2038 единиц, описывающих отсутствие либо наличие сговора для данной
пары ИНН (рисунок 2).

426

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



A

B

D

C

С
уб

ъ
ек

т 
(И

Н
Н

)
Событие (торг)

1 2 3 4 5

1 1

1

1 1

11 1

A

B

1 1

1

a

б

1

1 1

Рис. 2. Построение двухчастичного когнитивного состояния (5) субъектов А и B
на основе данных об участии в пяти торгах. а: Базовый метод, применённый к
исходной таблице данных. Факты участия отмечены единицами, пустые клетки

обозначают неучастие субъекта в данном торге. В соответствии с (7) и (8),
амплитуды компонент состояния есть квадратные корни статистических

вероятностей соответствующих исходов, дополненные фазовыми множителями
eiϕij . б: Модификация метода с учётом окружений. В каждую строку (A и B)

добавляются единицы для торгов, в которых участвовал кто-либо из окружений
данных субъектов (C и D, соответственно). Когнитивное состояние пары AB
далее вычисляется на основе модифицированной таблицы данных согласно

базовому алгоритму

Для исследования влияния фазового параметра ∆ на точность
моделирования, в дополнение к вышеуказанным метрикам также
вычислялось значение Qfit метрики конкуренс с оптимизированной
величиной фазового параметра. А именно, для пар находящихся и
не находящихся в сговоре использовались значения ∆ = 180◦ и 0◦,
соответственно максимизирующие и минимизирующие значение метрики
(11) аналогично работе [56].

Трёхсторонний случай. Та же самая исходная выборка из 400 ИНН
позволила проанализировать 400 ∗ 399 ∗ 398/6 = 10586800 уникальных
троек ИНН. По данным ФАС, в сговоре среди них подозревалось 22820
троек.

Аналогично двухчастичному случаю, распределение торгов по
восьми возможным исходам определяется счётчиками nabc, дающими
в сумме полное число торгов 86831. В соответствии с (17), амплитуды
γabc трёхсторонних состояний (6) определялись как квадратные корни
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статистических вероятностей.Метрики (16), (14) и (17) далее вычислялись
на основе полученных действительнозначных амплитуд.

Модификация методики с учётом окружений. Несмотря на
отсечку в 20 и более торгов для каждого ИНН, матрица исходных
данных является разреженной. Всего в них содержится 115369 событий
участия, так что в матрице 400 ∗ 86831 единицами занято порядка
0,003 от полного числа ячеек. Соответственно, в двухчастичных и
трехчастичных состояниях (5), (6) доминируют компоненты |00⟩ и |000⟩,
тогда как члены с двумя, и тем более c тремя единицами практически
не встречаются. Обращение в ноль соответствующих вероятностей
и амплитуд переводит рассматриваемые метрики согласованности в
вырожденный режим, малоэффективный для решаемой задачи.

Для решения этой проблемы вышеописанная методика
модифицирована следующим образом. Считается, что субъект
участвовал во всех торгах, в которых участвовали все субъекты, с
которыми он соучаствовал в каком-либо торге в рамках рассматриваемой
выборки. Множество таких соучастников есть окружение, участвовавшее
в много большем числе торгов чем исходный субъект - центр данного
окружения (вставка на рисунке 1). Соответственно, каждая строка
исходной матрицы данных пересекается со строками окружения как
показано на рисунке 2, после чего применяется стандартный метод
расчёта амплитуд.

4. Результаты
4.1. Результаты двустороннего моделирования. Значение

метрики конкуренс с фиксированным значением фазового параметра
∆ = 0◦ для исследованных пар ИНН, отсортированных по этой величине,
показано слева на рисунке 3(а) красной линией. Вертикальными линиями
отмечены пары, состоящие в сговоре по данным ФАС. Серой кривой
показана плотность этих линий, рассчитанная как бегущее среднее
с шириной окна 500. Корреляция Пирсона между этой функцией и
значением метрики составляет 0,93. Аналогичный результат для фазы
∆ = 180◦ показан синей линией на панели (б). Для удобства сравнения,
значение метрики в обоих случаях умножено на постоянный коэффициент
≈ 8, не влияющий на величину корреляций.

Рисунки 3(г) соответствуют взаимной информации (13) и
классическому коррелятору (12). Как и предыдущие метрики, эти
величины коррелируют с плотностью сговоров, однако коэффициенты
корреляции (0,33 и 0,73 соответственно) уступают метрике конкуренс.

Работа тех же метрик с учётом окружений представлена на
рисунке 3 (с окружениями).
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Рис. 3. Значения метрик согласованности для первых 20000 из 79800 пар ИНН,
отсортированных по значению каждой метрики в порядке убывания.

Вертикальными линиями отмечены 2038 пар, находящиеся в сговоре по данным
ФАС. Локальная плотность линий показана серой кривой. Наименования метрик,
а также их корреляции с локальными плотностями сговоров в каждом случае

указаны над графиками. Верхние два ряда: метрика конкуренс (11) при
фиксированных значениях фазы ∆ = 0◦ (а) и ∆ = 180◦ (б). Нижние ряды:

взаимная информация (13) (в) и классический коррелятор (12) (г). Слева: расчёт
без учёта окружений. Справа: расчёт с учётом окружений (рисунок 2)

Как видно по расположению вертикальных линий, группировка
сговоров на высоких значениях метрик становится более плотной.
Пропорциональность между метриками и плотностями сговоров,
характерная для случая “без окружений”, нарушается. Корреляция
классических метрик (в, г) при этом возрастает до уровня 0,95 - 0,97,
превосходя квантово-теоретические метрики (а, б).

Качество сортировки пар ИНН рассматриваемыми метриками в
той же цветовой кодировке показано на рисунке 4. Линии показывают
положение 2038 сговоров в массиве пар, отсортированном по каждой
из метрик. Для каждой метрики, точка с горизонтальной координатой
1, например, показывает положение сговора с наибольшим значением
метрики. На соответствующей панели рисунка 3, этот сговор показан
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первой слева серой линией, тогда как ее положение на оси X есть
вертикальная координата точки на рисунке 4. Точечная прямая на вставке
соответствует идеальной метрике, которая расположила бы все 2038
сговоров на первых 2038 позициях в сортировке.
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Рис. 4. Расположение 2038 сговоров в массиве пар ИНН, отсортированном по
различным метрикам согласованности. Цветовая кодировка метрик совпадает с
рисунком 3, случаи с учётом и без учёта окружений показаны сплошными и
пунктирными линиями. Точечная прямая на вставке соответствует идеальной

сортировке, располагающей сговоры на первых 2038 местах

Для каждой метрики результаты с учётом и без учёта окружений
показаны сплошными и пунктирными линиями. За исключением
небольшого диапазона в начале горизонтальной оси, сплошные линии
во всех случаях располагаются ниже пунктирных линий того же цвета.
Таким образом, учёт окружений делает сортировку более качественной,
группируя сговоры в начале отсортированного массива пар более плотно.

Учёт окружений также меняет взаимное расположение линий
на рисунке 4. Без учёта окружений, наиболее и наименее плотные
группировки достигаются метриками конкуренс с фазами ∆ = 180◦

и ∆ = 0◦ соответственно, тогда как классические метрики занимают
промежуточное положение. Как отмечено выше, учёт окружений
существенно улучшает работу последних, так что сплошные зеленая
и чёрная линии на рисунке 4 лежат ниже синей и красной в диапазоне
∼ 1100 − 1800. Тысяча сговоров при этом группируется на первых
∼ 2000 местах сортировки всеми метриками.

4.2. Результаты трёхстороннего моделирования. Метрики
трёхсторонней запутанности вычислялись на основе трёхчастичных
состояний как описано в разделе 3.2. Значения трёхчастичной
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модификации метрики конкуренс (16), квантовой метрики (14) и
классической метрики (18) показаны на рисунке 5а, 5б и 5в для троек
ИНН, отсортированных по значению соответствующей метрики. Для
метрик Q3 и τ показаны первые 10 тысяч из полного числа 10586800
троек.

С окружениями

а

б

в

Без окружений

Рис. 5. Значения метрик согласованности для первых 105 из 10586800 троек
ИНН, отсортированных по значению каждой метрики в порядке убывания:

а) трехчастичная модификация метрики конкуренс (16); б) квантовая метрика
(14); в) классическая метрика (18). Как и на рисунке 3, вертикальными линиями

отмечены тройки, находящиеся в сговоре по данным ФАС, их локальная
плотность показана серыми линиями. Слева: расчёты без учёта окружений.

Справа: расчёты с учётом окружений

Как и в двустороннем случае, учёт окружений увеличивает
плотность группировки сговоров (серые линии) на высоких значениях
метрик Q3 и τ . При этом, корреляция плотности сговоров со значением
метрикиQ3 падает с 0,93 до 0,75, тогда как для метрики τ та же величина
возрастает с 0,26 до 0,53. Как и на рисунке 3, коэффициенты 20, 0,25,
10000 и 0,6, не меняющие значение корреляции, подобраны для удобства
визуального сравнения цветных и серых линий.

Без учёта окружений классическая метрика θ123 определена лишь
для 4781 троек, для которых знаменатель (18) отличен от нуля. Как
показано на рисунке 5в слева, метрика коррелирует с плотностью
сговоров отрицательно с коэффициентом Пирсона -0,94. Учёт окружений
увеличивает число определённых троек до 92014, причём корреляция
меняется на положительную с коэффициентом 0,53.

Качество сортировки трёхсторонних сговоров рассматриваемыми
метриками в той же цветовой кодировке показано на рисунке 6.
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Рис. 6. Аналог рисунка 4 для трёхстороннего случая: расположение 22820
тройных сговоров в массиве троек ИНН, отсортированных по значения
трёхчастичных метрик согласованности. Точечная линия на вставке

соответствует идеальной сортировке, располагающей 104 сговоров на 104 первых
мест в сортировке

Как и на рисунке 4, сплошные и пунктирные линии соответствуют
алгоритмам с учётом и без учёта окружений, соответственно. Метрики
Q3 (красный) и τ (синий) определены для всех 22820 тройных сговоров,
тогда как метрика θ123 (чёрный) определена для 3303 сговоров без учёта
окружений и для 9695 сговоров с учётом окружений.

Для первых двух метрик использование окружений приводит к
улучшению качества сортировки на всём диапазоне значений. Наилучший
результат показан трёхсторонним аналогом метрики конкуренс (16),
превосходящей квантовую метрику (14) для выявления от 15 до 20 тыс.
(70 – 90%) сговоров.

4.3. Достоверность выявления сговоров. Разработанные методы
измерения согласованности поведения можно использовать для выявления
возможных сговоров на основе открытых данных. Для этого каждая пара
либо тройка ИНН относится к классу “Сговор есть” либо “Сговора нет” на
основе значения соответствующей метрики. В этом отношении графики
на рисунках 4 и 6 эквивалентны функциям ошибок (точность - полнота,
ROC), используемым для оценки качества бинарной категоризации [67].

Для практического использования интерес представляет
вероятность наличия сговора для пар / троек ИНН, отсеянных из общей
выборки по критерию превышения метрикой некоторого порогового
уровня. Эта вероятность вычисляется на основе рисунков 4 и 6 как
отношение номера сговора к месту в сортировке, тогда как различным
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пороговым значениям соответствуют различные точки на кривых.
Полученная таким образом зависимость достоверности выявления
двусторонних сговоров от числа подозреваемых для соответствующих
метрик показана на рисунке 7.

С окружениямиБез окружений
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Рис. 7. Достоверность выявления двухсторонних сговоров при отборе
определённого числа подозреваемых пар с наибольшим значением метрик.

Цветовая кодировка как на рисунках 3 и 4

Без учёта окружений и для небольшого числа подозреваемых
наибольшую точность показывает метод на основе классического
коррелятора (чёрная линия на левой панели). 350 сговорившихся пар, т.е.
17% от полного числа двусторонних сговоров, например, можно выявить
с достоверностью около 80%. В случае, когда требуется рекомендация
по одной трети от полного числа сговоров и более, большую точность
показывает метрика конкуренс с фазой ∆ = 180◦ (синяя линия).
Методы на основе конкуренса с фазой∆ = 0◦ и классической взаимной
информации (красная и зеленая линии) менее достоверны.

При учёте окружений предпочтительность метрик меняется.
Наибольшую точность выявления до четверти сговоров показывают
методы на основе конкуренса с фазой∆ = 0◦ и классической взаимной
информации (красная и зеленая линии), причём для малого числа
подозреваемых достоверность стремится к единице. Классический
коррелятор, напротив, становится выгоден для большого числа
подозреваемых, позволяя выявить две трети сговоров с достоверностью
около 50%.

Аналогичный результат для тройных сговоров показан на рисунке 8.
В соответствии c рисунком 6 квантово-теоретические метрики Q3

и τ показывают сходную достоверность. Помимо отмеченного выше
небольшого преимущества первой в диапазоне 15-20 тыс. сговоров, на
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данном графике виден ещё один подобный интервал до 1.5 тыс. (6%)
сговоров.
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Рис. 8. Трёхсторонний аналог рисунка 7: достоверность выявления
трёхсторонних сговоров при отборе определённого числа подозреваемых пар с
наибольшим значением метрик. Цветовая кодировка как на рисунках 5 и 6

В отличие от квантовых метрик, классическая величина θ123
показывает лучшую достоверность без учёта окружений. В частности,
до 2000 сговоров (10% от полного числа) могут быть выявлены с
достоверностью более 75%. Более 3303 (14%) сговоров, однако, с помощью
даннойметрики выявить невозможно в силу обращения в ноль знаменателя
в (18). В данном диапазоне оптимальными являются рассмотренные выше
квантово-теоретические метрики.

Сговор с заказчиком. Помимо рассмотренного сговора между
исполнителями, распространённым правонарушением является сговор
между исполнителем и заказчиком. При этом заказчик обычно усложняет
условия торга с тем, чтобы они подходили только для предполагаемого
подрядчика. В силу открытости информации об участниках, выявление
сговоров этого типа достаточно просто. Если в торге участвует, например,
единственный подрядчик, то по законодательству РФ для заключения
государственного контракта необходимо получить согласие ФАС,
предусматривающее индивидуальное рассмотрение каждого случая в
“ручном” режиме.

Именно поэтому участники сговора часто выбирают такой способ
сокрытия своей договорённости, как привлечение других участников
торгов. В целях создания видимости конкурентной ситуации, эти
участники играют по заранее распределённым ролям, которые, как и
состав участников, могут меняться [6]. Разработанный метод направлен
именно на этот тип сговоров, наиболее трудный для обнаружения. Сговор
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между подрядчиками при этом часто указывает и на сговор с заказчиком,
что также требует отдельного рассмотрения в каждом случае.

5. Обсуждение. Представленные результаты подтверждают
эффективность методов анализа данных для выявления скрытых
особенностей коллективного поведения. Информация, извлекаемая
из открытых данных с помощью сравнительно простых алгоритмов,
может быть использована в целях информационного противоборства,
конкурентной разведки и обеспечения общественной безопасности
[68 – 73]. Разработанный алгоритм расширяет семейство таких методов
на новую предметную область.

Сравнение классических и квантово-теоретических метрик
согласованности поведения не выявило безусловной предпочтительности
тех или других. Для двустороннего случая, в частности, оптимальный
выбор зависит от доли подозреваемых и желаемой достоверности
оценки (рисунок 7). Выявление трёхсторонних связей, напротив,
в большинстве случаев оказалось значительно более точным при
использовании квантовых метрик (рисунок 8). Данный результат
указывает на перспективность дальнейшей разработки квантовых моделей
коллективного поведения. Для моделирования запутанных состояний
многочастичных ансамблей разработаны открытые библиотеки [74,75],
предоставляющие широкий выбор квантово-теоретических методов
анализа данных.

В развитие представленного подхода интерес представляет,
во-первых, возможность психологической интерпретации фазовых
параметров поведенческих состояний (5), (6), в настоящей работе
использовавшихся формально. Данные параметры могут быть
использованы для кодирования эмоционально-смысловых состояний
субъектов принятия решений [76], играющих важнейшую роль в
коллективном поведении [77]. Как показано в задачах оценки смысловой
близости языковых понятий [56] и семантического анализа численных
данных [78], использование фазовых параметров позволяет существенно
повысить точность результата. Данное направление таким образом
сопрягается с задачами моделирования коллективных психологических
процессов [42, 79, 80]. Семантическая интерпретация квантовой фазы,
в частности, позволяет использовать для этой цели существующие
модели и методы [81, 82]. Кроме того, интерес представляет введение в
модель дополнительных параметров, описывающих субъектность акторов
рассматриваемого поведения. Соответствующие степени свободы также
имеются в квантовых моделях принятия решений.

435

_____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2023. Vol. 22 No. 2. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS



Литература
1. Ferguson A. Policing predictive policing // Washington University Law Review. 2017.

vol. 94. no. 5. p. 1109.
2. Yang F. Oxford Research Encyclopedia of Criminology and Criminal Justice // Oxford

University Press. 2019. vol. 44. no. 1. pp. 57–61.
3. McDaniel J., Pease K. Predictive Policing and Artificial Intelligence // Routledge, Taylor

Francis Group. 2021. 330 p.
4. Berk R. Artificial Intelligence, Predictive Policing, and Risk Assessment for Law

Enforcement // Annual Review of Criminology. 2021. vol. 4. no. 1. pp. 209–237.
5. Официальный сайт Федеральная Антимонопольная служба. URL: fas.gov.ru (дата

обращения: 02.09.2022).
6. Юрьев Р.Н., АлоджанцА.П. Проблема сговора участников торгов и пути ее решения

в рамках парадигмы цифровой экономики с применением квантовой теории
вероятностей // Современная наука: актуальные проблемы теории и практики.
Серия: Естественные и технические науки. 2021. №. 10. С. 139–149.

7. Bajari P., Ye L. Deciding Between Competition and Collusion // Review of Economics
and Statistics. 2003. vol. 85. no. 4. pp. 971–989.

8. Ballesteros-Perez P., Skitmore M., Das R., del Campo-Hitschfeld M. Quick Abnormal-
Bid-Detection Method for Construction Contract Auctions // Journal of Construction,
Engineering and Management. 2015. vol. 141. no. 7. p. 04015010.

9. Huber M., Imhof D. Machine learning with screens for detecting bid-rigging cartels //
International Journal of Industrial Organization. 2019. vol. 65. pp. 277–301.

10. Garcia Rodriguez M., Rodriguez-Montequin V., Ballesteros-Perez P., Love P., Signor R.
Collusion detection in public procurement auctions with machine learning algorithms //
Automation in Construction. 2022. vol. 133. p. 104047.

11. Наследов А.Д. Математические методы психологического исследования. Анализ и
интерпретация данных // Речь. 2004. 392 с.

12. Харченко М.А. Корреляционный анализ // ВГУ. 2008. 31c.
13. Марченко В.М., Можей Н.П., Шинкевич Е.А. Эконометрика и экономико-

математические методы и модели // Минск: БГТУ. 2011. 157 с.
14. Кремер Н.Ш. Теория вероятностей и математическая статистика // М: Юнити.

2012.
15. Killworth P., Russell H. Informant Accuracy in Social Network Data III: A Comparison

of Triadic Structure in Behavioral and Cognitive Data // Social Networks. 1979. vol. 2.
pp. 19–46.

16. Morgenstern O., Schwodiauer G. Competition and collusion in bilateral markets //
Zeitschrift fur Nationalokonomie. 1976. vol. 36. no. 3–4. pp. 217–245.

17. Thomas C., Wilson B. A Comparison of Auctions and Multilateral Negotiations // The
RAND Journal of Economics. 2002. vol. 33. no. 1. p. 140.

18. Uddin S., Hossain L. Dyad and Triad Census Analysis of Crisis Communication Network
// Social Networking. 2013. vol. 2. no. 1. pp. 32–41.

19. Holland P., Leinhardt S. The Statistical Analysis of Local Structure in Social Networks
// Sociological Methodology. 1974. p. 45.

20. Martean L. The Triangle and the Eye inside the Circle: Dyadic and Triadic Dynamics in
the Group // Group Analysis. 2014. vol. 47. no. 1. pp. 42–61.

21. Razmi P., Oloomi BuygiM., EsmalifalakM.AMachine LearningApproach for Collusion
Detection in Electricity Markets Based on Nash Equilibrium Theory // Group Analysis.
2021. vol. 9. no. 1. pp. 170–180.

436

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



22. Ball P. The physical modelling of society: a historical perspective // Physica A: Statistical
Mechanics and its Applications. 2002. vol. 314. no. 1–4. pp. 1–14.

23. Jorion P. Accounting for human activity through physics // Cybernetics and Systems.
2004. vol. 35. no. 2–3. pp. 275–284.

24. Galam S. Sociophysics. A Physicist’s Modeling of Psycho-political Phenomena // Boston,
MA: Springer US. 2012. p. 439.

25. Maldonado C.E. Quantum Theory and the Social Sciences // Momento. 2019. no. 59E.
pp. 34–47.

26. Meghdadi A., Akbarzadeh-T., Javidan K. A Quantum-Like Model for Predicting Human
Decisions in the Entangled Social Systems // IEEE Transactions on Cybernetics. 2022.
pp. 1–11.

27. Meyer D. Quantum Strategies // Physical Review Letters. 1999. vol. 82. no. 5. pp.
1052–1055.

28. Eisert J., Wilkens M., Lewenstein M. Quantum Games and Quantum Strategies //
Physical Review Letters. 1999. vol. 83. no. 15. pp. 3077–3080.

29. Marinatto L., Weber T. A quantum approach to static games of complete information //
Physics Letters A. 2000. vol. 272. pp. 291–303.

30. Yukalov V., Yukalova E., Sornette D. Role of collective information in networks of
quantum operating agents // Physica A. 2022. vol. 598. p. 127365.

31. Pothos E., Perry G., Corr P., Matthew M., Busemeyer J. Understanding cooperation in
the Prisoner’s Dilemma game // Personality and Individual Differences. 2011. vol. 51.
no. 3. pp. 210–215.

32. Pelosse Y. The Intrinsic Quantum Nature of Nash Equilibrium Mixtures // Journal of
Philosophical Logic. 2017. vol. 45. no. 1. pp. 25–64.

33. Baatique B. Quantum finance. Path Integrals and Hamiltonians for Options and Interest
Rates // Cambridge. 1998.

34. Khrennikov A. Quantum-psychological model of the stock market // Problems and
Perspectives in Management. 2003. pp. 136–148.

35. Bagarello F. Stock markets and quantum dynamics: A second quantized description //
Physica A: Statistical Mechanics and its Applications. 2007. vol. 386. no. 1. pp. 283–302.

36. Choustova O. Quantum probability and financial market // Information Sciences. 2009.
vol. 179. no. 5. pp. 478–484.

37. Goncalves C.P. Quantum financial economics - risk and returns // Journal of Systems
Science and Complexity. 2013. vol. 26. no. 2. pp. 187–200.

38. Tahmasebi F., Meskinimood S., Namaki A., Vasheghani Farahani S., Jalalzadeh S.,
Jafari G.R. Financial market images: A practical approach owing to the secret quantum
potential // EPL (Europhysics Letters). 2015. vol. 109. no. 3. p. 30001.

39. Orrell D. A quantum model of supply and demand // Physica A: Statistical Mechanics
and its Applications. 2020. vol. 539. p. 122928.

40. Athalye V., Haven E. Socio-Economic Sciences: Beyond QuantumMath-like Formalisms
// Quantum Reports. 2021. vol. 3. no. 4. pp. 656–663.

41. Khrennikov A. Social laser model: from color revolutions to Brexit and election of
Donald Trump // Kybernetes. 2018. vol. 47. no. 2. pp. 273–288.

42. Tsarev D., Trofimova A., Alodjants A., Khrennikov A. Phase transitions, collective
emotions and decision-making problem in heterogeneous social systems // Scientific
Reports. 2019. vol. 9. no. 1. p. 18039.

43. Alodjants A., Bazhenov A., Khrennikov A., Bukhanovsky A. Mean-field theory of social
laser // Scientific Reports. 2022. vol. 12. no. 1. p. 8566.

437

_____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2023. Vol. 22 No. 2. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS



44. Словохотов Ю.Л. Физика и социофизика. Ч. 2. Сети социальных взаимодействий.
Эконофизика // Проблемы управления. 2012. № 2. С. 2–31.

45. Haven E., Khrennikov A. Quantum Social Science // NY: Cambridge University Press.
2013. 297 p.

46. Orrell D. A Quantum Theory of Money and Value // Economic Thought. 2017. vol. 5.
no. 2. pp. 19–28.

47. Khrennikov A., Haven E. Quantum-like Modeling: from Economics to Social Laser //
Asian Journal of Economics and Banking. 2020. vol. 4. no. 1. pp. 87–99.

48. Orrell D. The value of value: A quantum approach to economics, security and
international relations // Security Dialogue. 2020. vol. 51. no. 5. pp. 482–498.

49. СуровИ.А., АлоджанцА.П.Модели принятия решений в квантовой когнитивистике
// СПб.: Университет ИТМО. 2018. 63 с.

50. Peres A. Unperformed experiments have no results // American Journal of Physics. 1978.
vol. 46. no. 7. pp. 745–747.

51. Bell J. Against “measurement” // Physics World. 1990. vol. 3. pp. 32–41.
52. Ballentine L. Propensity, Probability, and Quantum Theory // Foundations of Physics.

2017. vol. 46. no. 8. pp. 973–1005.
53. Surov I. Quantum Cognitive Triad: Semantic Geometry of Context Representation //

Foundations of Science. 2020. vol. 26. no. 4. pp. 947–975.
54. Horodecki R., Horodecki P., Horodecki M., Horodecki K. Quantum entanglement //

Reviews of Modern Physics. 2009. vol. 81. no. 2. pp. 865–942.
55. Hill S., Wootters W. Entanglement of a Pair of Quantum Bits // Physical Review Letters.

1997. vol. 78. no. 26. pp. 5022–5025.
56. Surov I., Semenenko E., Platonov A., Bessmertny I., Galofaro F., Toffano Z., Khrennikov

A., Alodjants A. Quantum semantics of text perception // Scientific Reports. 2021. vol.
11. no. 1. p. 4193.

57. Caves C., Fuchs C., Rungta P. Entanglement of Formation of an Arbitrary State of Two
Rebits // Foundations of Physics Letters. 2001. vol. 14. no. 3. pp. 199–212.

58. Wootters W. Entanglement of formation of an arbitrary state of two qubits // Physical
Review Letters. 1998. vol. 80. no. 10. pp. 2245–2248.

59. Vidal G., Werner R. Computable measure of entanglement // Physical Review A. 2002.
vol. 65. no. 3. p. 032314.

60. Vedral V. The role of relative entropy in quantum information theory // Reviews of
Modern Physics. 2002. vol. 74. no. 1. pp. 197–234.

61. Eisert J., Plenio M. A comparison of entanglement measures // Journal of Modern
Optics. 1999. vol. 46. no. 1. pp. 145–154.

62. Miranowicz A., Grudka A. A comparative study of relative entropy of entanglement,
concurrence and negativity // Journal of Optics B: Quantum and Semiclassical Optics.
2004. vol. 6. no. 12. pp. 542–548.

63. Верещагин Н.К., Щепин Е.В. Информация, кодирование и предсказание // М.:
ФМОП МЦНМО. 2012. 236 c.

64. Coffman V., Kundu J., Wootters W. Distributed entanglement // Physical Review A.
2000. vol. 61. no. 5.

65. Gao X., Fei S., Wu K. Lower bounds of concurrence for tripartite quantum systems //
Physical Review A. 2006. vol. 74. no. 5. pp. 1-9.

66. Nakahara H., Amari S. Information-Geometric Measure for Neural Spikes // Neural
Computation. 2002. vol. 14. no. 10. pp. 2269–2316.

67. Fawcett T. An introduction to ROC analysis // Pattern Recognition Letters. 2006. vol. 27.
no. 8. pp. 861–874.

438

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



68. Губанов Д.А., Новиков Д.А., Чхартишвили А. Социальные сети: модели
информационного влияния, управления и противоборства // М: Физматлит. 2010.
228 с.

69. Vitali S., Glattfelder J., Battiston S. The Network of Global Corporate Control // PLoS
ONE. 2011. vol. 6. no. 10.

70. Седаков Д., Филонов П. Разведка сетью: как система Avalanche помогает
спецслужбам и бизнесу // Forbes. 2015.

71. Дорофеев А.В., Марков А.С. Структурированный мониторинг открытых
персональных данных в сети интернет // Мониторинг правоприменения. 2017.
№ 18. С. 30–39.

72. Пилькевич С.В.,МажниковП.В. Современные исследования в области мониторинга
и анализа данных социальных сетей // Защита информации. Инсайд. 2018. № 70. С.
41–53.

73. Масалович А.И. Верона (англ. Verona) – компьютерная программа
интеллектуального мониторинга сети Интернет и экспресс-анализа открытых
данных № RU 2021660918 // 2021.

74. Johansson J., Nation P., Nori F. QuTiP: An open-source Python framework for the
dynamics of open quantum systems // Computer Physics Communications. 2012. vol.
183. no. 8. pp. 1760–1772.

75. Aleksandrowicz G. et al. Qiskit: An Open-source Framework for Quantum Computing
// Zenodo. 2019. DOI: 10.5281/zenodo.2562111.

76. Surov I.A. Quantum core affect. Color-emotion structure of semantic atom // Frontiers
in Psychology. 2022. vol. 13.

77. Лебон Г. Психология народов и масс // Академический проект. 2021. 272 с.
78. Kozhisseri S., Surov I. Quantum-probabilistic SVD: complex-valued factorization of

matrix data // Scientific and Technical Journal of Information Technologies, Mechanics
and Optics. 2022. vol. 22. no. 3. pp. 567–573.

79. Гнидко К.О., Ломако А.Г. Моделирование Индивидуального и группового
поведения субъектов массовой коммуникации в p-адических системах координат
для индикации уровня контаминации сознания // Вопросы Кибербезопасности.
2017. № 15. С. 54–68.

80. Иванов О.С., Пилькевич С.В., Гнидко К.О., Лохвицкий В.А., Дудкин А.С., Сабиров
Т.Р. Обоснование терминологического базиса исследований форм проявления
контаминации психики человека // Вестник Российского нового университета.
Серия: Сложные системы: модели, анализ и управление. 2019. С. 69–76.

81. Яньшин П.В. Цветосоциометрия. Исследование эмоционального состояния группы
// Сборник научных трудов ученых Московского городского педагогического
университета и Бакинского славянского университета. ред. Мыльников М.А. 2010.
С. 278–288.

82. Петренко В.Ф. Основы психосемантики // М.: Эксмо. 2010. 480 с.

Семененко Евгений Константинович — аспирант, Университет ИТМО. Область
научных интересов: информационный поиск, анализ текстов, когнитивно-
поведенческое моделирование, квантовая семантика. Число научных публикаций
— 6. semenenko.e.k@yandex.ru; Кронверкский проспект, 49A, 197101, Санкт-Петербург,
Россия; р.т.: +7(931)247-7376.
Белолипецкая Анна Геннадьевна — аспирант, Университет ИТМО. Область научных
интересов: квантовые графы, теория рассеяния, спектральная теория линейных операторов.
Число научных публикаций — 5. annabell1502@mail.ru; Кронверкский проспект, 49A,
197101, Санкт-Петербург, Россия; р.т.: +7(952)399-5142.

439

_____________________________________________________________________

Informatics and Automation. 2023. Vol. 22 No. 2. ISSN 2713-3192 (print) 
ISSN 2713-3206 (online) www.ia.spcras.ru

MATHEMATICAL MODELING, NUMERICAL METHODS



Юрьев Родион Николаевич— аспирант, Университет ИТМО. Область научных интересов:
искусственный интеллект, обработка неструктурированных данных, экономика. Число
научных публикаций — 8. juryev7@gmail.com; Кронверкский проспект, 49А, 197101, Санкт-
Петербург, Россия; р.т.: +7(921)908-1432.
Алоджанц Александр Павлович— д-р физ.-мат. наук, профессор, Университет ИТМО.
Область научных интересов: квантовая информация, квантовые алгоритмы, задачи
принятия решения, анализ текстов и семантика. Число научных публикаций — 125.
alexander_ap@list.ru; Кронверкский проспект, 49А, 197101, Санкт-Петербург, Россия; р.т.:
+7(921)885-4734.
Бессмертный Игорь Александрович — д-р техн. наук, профессор, Университет
ИТМО. Область научных интересов: искусственный интеллект, продукционные системы,
информационный поиск, компьютерная лингвистика. Число научных публикаций — 80.
bessmertny@itmo.ru; Кронверкский проспект, 49А, 197101, Санкт-Петербург, Россия; р.т.:
+7(812)233-2476.
Суров Илья Алексеевич— канд. физ.-мат. наук, доцент, Университет ИТМО. Область
научных интересов: когнитивно-поведенческое моделирование, квантовая семантика. Число
научных публикаций — 25. ilya.a.surov@itmo.ru; Кронверкский проспект, 49А, 197101,
Санкт-Петербург, Россия; р.т.: +7(812)232-1467.
Поддержка исследований. Исследование выполнено при финансовой поддержке в рамках
гос. задания № 2019-1339 Министерства науки и высшего образования РФ, а также гранта
Фонда содействия инновациям № 569ГУЦЭС8-D3/62160.

440

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



DOI 10.15622/ia.22.2.7

E. SEMENENKO , A. BELOLIPETSKAYA , R. YURIEV , A. ALODJANTS ,
I. BESSMERTNY , I. SUROV

DISCOVERY OF ECONOMIC COLLUSION BY METRICS OF
QUANTUM ENTANGLEMENT

Semenenko E., Belolipetskaya A., Yuriev R., Alodjants A., Bessmertny I., Surov I. Discovery of
Economic Collusion by Metrics of Quantum Entanglement.

Abstract. An effective economy requires prompt prevention of misconduct of legal entities.
With the ever-increasing transaction rate, an important part of this work is finding market
collusions based on statistics of electronic traces. We report a solution to this problem based
on a quantum-theoretical approach to behavioral modeling. In particular, cognitive states of
economic subjects are represented by complex-valued vectors in space formed by the basis of
decision alternatives, while decision probabilities are defined by projections of these states to the
corresponding directions. Coordination of multilateral behavior then corresponds to entanglement
of the joint cognitive state, measured by standard metrics of quantum theory. A high score of
these metrics indicates the likelihood of collusion between the considered subjects. The resulting
method for collusion discovery was tested with open data on the participation of legal entities in
public procurement between 2015 and 2020 available at the federal portal https://zakupki.gov.ru.
Quantum models are built for about 80 thousand unique pairs and 10 million unique triples of
agents in the obtained dataset. The reliability of collusion discovery was defined by comparison
with open data of Federal antimonopoly service available at https://br.fas.gov.ru. The achieved
performance allows the discovery of about one-half of known pairwise collusions with a reliability
of more than 50%, which is comparable with detection based on classical correlation and mutual
information. For three-sided behavior, in contrast, the quantum model is practically the only
available option since classical measures are typically limited to the bilateral case. Half of such
collusions are detected with a reliability of 40%. The obtained results indicate the efficiency of the
quantum-probabilistic approach to modeling economic behavior. The developed metrics can be
used as informative features in analytic systems and algorithms of machine learning for this field.

Keywords: collusion, cartel, decision making, quantum cognition, quantum entanglement,
behavioral modeling, recommendation systems.
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А.Е. ФЕДОРЕЕВ 

АЛГОРИТМ КОРРЕКТИРОВКИ ПОЛОЖЕНИЯ КУСТОВЫХ 
ПЛОЩАДОК ПРИ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ РАЗРАБОТКИ 

НЕФТЯНЫХ МЕСТОРОЖДЕНИЙ 
 

Кулаков Е.Д., Михалев А.С., Саренков А.В., Шуталев А.Д., Федореев А.Е. Алгоритм 
корректировки положения кустовых площадок при решении задачи разработки 
нефтяных месторождений. 

Аннотация. Данная статья посвящена проблеме автоматизации этапа объединения 
скважин в кусты, рассматриваемого в рамках процесса проектирования разработки 
нефтяных месторождений. Решение задачи объединения скважин в кусты заключается в 
определении наилучшего расположения кустовых площадок и распределения скважин 
по кустам, при которых будут минимизированы затраты на разработку и обслуживание 
нефтяного месторождения, а ожидаемый дебит максимизирован. Одним из 
используемых на сегодняшний день подходов является применение оптимизационных 
алгоритмов. При этом данная задача влечет за собой учет технологических ограничений 
при поиске оптимального варианта разработки нефтяного месторождения, 
обоснованным в том числе действующими в отрасли регламентами, а именно 
минимальное и максимальное допустимое количество скважин в кусте, а также 
минимально допустимое расстояние между двумя кустовыми площадками. 
Использование алгоритмов оптимизации не всегда гарантирует оптимальный результат, 
при котором соблюдаются все заданные ограничения. В рамках данного исследования 
предложен алгоритм, который позволяет обрабатывать получаемые проектные решения 
с целью устранения нарушенных ограничений на этапе оптимизации. Алгоритм 
последовательно решает следующие проблемы: нарушение ограничений на сверхмалое 
и сверхбольшое количество скважин в кусте; несоответствие числа кустов с заданным; 
нарушение ограничения на сверхблизкое расположение кустов. Для исследования 
эффективности разработанного подхода был проведен вычислительный эксперимент на 
трех сгенерированных синтетических месторождениях с разной геометрией. В рамках 
эксперимента сравнивалось качество работы оптимизационного метода и 
предложенного алгоритма, который является надстройкой к оптимизационному. 
Сравнение проводилось на различных значениях мощности оптимизации, которое 
обозначает максимальное количество запусков целевой функции. Оценка качества 
работы сравниваемых подходов определяется величиной штрафа, которая обозначает 
степень нарушения значений основных ограничений. Критериями эффективности в 
данной работе являются: среднее значение, среднеквадратичное отклонение, медиана, 
минимальное и максимальное значения величины штрафа. За счет использования 
данного алгоритма величина штрафа для первого и третьего месторождений в среднем 
уменьшается соответственно до 0.04 и 0.03, а для второго месторождения алгоритм 
позволил получить проектные решения без нарушения ограничений. По результатам 
проведенного исследования сделано заключение относительно эффективности 
применения разработанного подхода при решении задачи разработки нефтяных 
месторождений.  

Ключевые слова: нефтяное месторождение, разработка нефтяных месторождений, 
нефтяная скважина, кустовое бурение, нарушение проектных ограничений, 
корректировка положения кустовых площадок. 
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1. Введение. Согласно прогнозам, на ближайшие 20–30 лет 
производство нефти в России практически обеспечено уже 
разведанными запасами [1]. Однако по оценкам экспертов основная 
часть прироста нефтяных запасов приходится на ресурсы, 
неэффективные для разработки [2 – 5]. Поэтому в среднесрочном 
периоде Россия может столкнуться с проблемой поддержания 
достигнутых объемов добычи. Для разработки новых участков 
потребуется осваивать экстремальные климатические зоны, шельф 
и другие участки, удаленные от существующих объектов 
инфраструктуры, что повышает стоимость их вовлечения 
в разработку. 

Современный энергетический рынок отличается нестабильностью 
и колебанием цен, связанных в первую очередь с геополитической 
борьбой лидирующих держав планеты [6 – 8] и неблагоприятной 
эпидемиологической обстановкой в мире [9]. При этом полноценной 
альтернативы нефти нет, и она еще долго будет одним из важнейших 
ресурсов для функционирования и развития человечества. 

По запасам нефти и газа Россия опережает другие страны, 
однако отстает по объему геологоразведочных работ и техническому 
оснащению. С учётом меняющейся структуры запасов для сохранения 
рентабельности нефтедобывающие компании должны изыскивать 
возможности сокращения издержек и повышения своей 
эффективности. Ускорить процесс добычи нефти поможет только 
инвестирование средств в масштабную геологоразведку и полная 
цифровизация нефтедобывающей отрасли [10 – 14]. 

Под процессом цифровизации в данном случае имеется в виду 
автоматизация всех составляющих этапов разработки и освоения 
нефтяных месторождений. Внедрение цифровых решений 
в нефтедобывающую отрасль позволит значительно повысить 
эффективность производственных процессов в компании за счет 
оптимизации и анализа данных, а также сократить влияние 
человеческого фактора на принимаемые проектные решения.  

Потенциальный прирост извлекаемых запасов нефти 
на территории России может составить 6.8 миллиардов тонн за счет 
технологического развития отрасли [15]. Цифровизация 
нефтедобывающей отрасли может позволить нарастить добычу 
к 2035 году до 607 миллионов тонн с учетом экономических 
и инфраструктурных ограничений [16].  

На реализацию проектных решений по обустройству нефтяных 
месторождений может приходиться до 80% и более общего объема 
капитальных вложений. Очевидно, что в таком случае 
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при проектировании требуется уделять внимание поиску оптимальной 
схемы разбуривания месторождения. 

В связи с этим на этапе цифровизации нефтяной отрасли 
первоочередной становится задача автоматизации этапа планирования 
нефтяных месторождений за счет внедрения технологий 
интеллектуального анализа данных, машинного обучения и методов 
оптимизации [17 – 19]. 

В рамках данной научной работы рассматривается наиболее 
распространённый сценарий разработки месторождения УВС – 
с использованием кустового бурения. Далее будет представлено 
описание кустового бурения. 

2. Описание кустового бурения. Решение задачи разработки 
нефтяных месторождений заключается в том числе в выборе наиболее 
эффективного метода разбуривания. Среди существующих методов 
наиболее эффективным на сегодняшний день является кустовое 
бурение [20 – 24]. 

Кустовое бурение представляет собой сооружение скважин 
(в основном наклонно-направленных), устья которых группируются 
на близком расстоянии друг от друга на общей ограниченной 
площадке (основании).  

Применение метода кустового бурения имеет следующие 
преимущества [25 – 27]: 

− сокращение материальных и трудовых затрат 
на инженерное обустройство площадок под скважины; 

− уменьшение объемов перевозок; 
− повышение рентабельности разработки; 
− упрощение процессов добычи и ее автоматизации; 
− уменьшение техногенного воздействия на окружающую 

природную среду. 
Используют метод кустового бурения в таких природно-

климатических условиях, при которых строительство и обслуживание 
на значительном удалении друг от друга нефтяных сооружений, 
коммуникаций и дорог будет стоить сверхбольших капиталовложений 
[28]. Так, например, кустовое бурение используется в условиях моря 
на территории шельфовых месторождений. Также указанный выше 
метод используют в горной, лесной и болотистой местностях. 

Обычно при применении метода кустового бурения 
сталкиваются со следующими основными проблемами: 

− определение количества кустовых площадок; 
− определение расположения кустовых площадок 

и распределения скважин между ними. 
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Число скважин в кусте может достигать 24 штук. Исходя 
из минимального и максимального количества скважин в кусте 
и общего количества скважин на территории месторождении, эксперт 
определяет допустимый диапазон количества кустовых площадок. 
Но зачастую при решении задачи расположения кустовых площадок 
и распределения скважин между ними приходится сталкиваться 
с такими схемами разработки месторождения, при которых 
их реализация либо будет стоить в разы больше капиталовложений, 
либо будет вообще невозможна. В связи с этим появляется 
необходимость определения оптимального диапазона количества 
кустовых площадок для различных схем разработки месторождений. 

При проектировании нефтяных месторождений приходится 
формировать значительное число исходных проектных вариантов, 
из которых впоследствии выбирается оптимальный. Поэтому в таких 
случаях требуется дополнять знания, опыт и интуицию 
проектировщиков большим объемом геолого-промысловой 
информации и значительным объемом расчетных данных, что 
приводит к необходимости применения средств автоматизированного 
проектирования. 

В следующем разделе будет приведен литературный обзор 
существующих решений задачи кустования скважин. 

3. Литературный обзор. На сегодняшний день задаче 
автоматизации размещения кустовых площадок и распределения 
скважин между ними посвящено мало работ. 

В статье [29] предложены две модели для решения 
поставленной задачи, которые отличаются наборами исходных 
данных. В первой модели задача размещения кустовых площадок 
сводится к задаче целочисленной оптимизации. Во второй модели 
алгоритм поиска наилучшего расположения кустовых площадок 
представляет собой итерационную процедуру. При этом для решения 
задачи предлагается использовать метод, основанный 
на «лангранжевой релаксации» [30*]. В основе обеих моделей 
заложена идея минимизации суммарного квадратичного отклонения 
скважин от кустовых площадок, представленная в дискретном виде. 

В работе [30] предлагается методика кустования скважин 
для различных вариантов систем разработки. Задачу определения 
положения кустовых площадок предлагается решать, как задачу 
глобальной оптимизации. В качестве критериев оптимальности авторы 
статьи используют минимизацию суммарной проходки при бурении 
и технико-экономический показатель, который учитывает потенциал 
добывающих скважин и стоимостные характеристики объектов. 
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Авторы работы [31] предлагают для решения поставленной 
задачи метод оптимизации на основе интеллектуальной 
последовательной выборки, согласно которой отбор элементов 
генеральной совокупности проводится последовательно, на каждом 
этапе собирается и анализируется информация и принимается 
решение о дополнительном отборе элементов генеральной 
совокупности. Предыдущие вычисления алгоритма учитываются при 
выборе следующей выборки, что в свою очередь позволяет обеспечить 
более высокую сходимость по сравнению с аналогами. В качестве 
целевой функции использовался чистый дисконтированный доход за 5 
лет. 

Авторы статьи [24] предлагают подход определения 
оптимального распределения скважин между кустами на основе 
перебора группировок всех скважин. При отборе наилучшего варианта 
кустования скважин ключевыми показателями являются: 

− объем добычи нефти; 
− накопленный объем добычи нефти; 
− чистый дисконтированный доход. 
В статье [32] задача кустования скважин сводится к задаче 

кластеризации. Предложенный подход представляет собой сочетание 
классического алгоритма кластеризации и метода оптимизации. 
В экспериментах в качестве метода оптимизации использовались 
генетический алгоритм и метод роя частиц. В данном подходе также 
применяется метод поиска ассоциативных правил для выявления 
закономерностей между скважинами для выявления наиболее сильных 
кустов. 

Авторы статьи [33] используют модифицированный алгоритм 
кластеризации k-средних для нахождения оптимальной схемы 
кустования скважин. В качестве основного критерия оптимальности 
для алгоритма кластеризации выступает минимизация суммарной 
проходки наклонных и горизонтальных скважин с учетом сложности 
их траекторий. 

Рассмотренные подходы для решения поставленной задачи 
обычно заключаются в сведении её к оптимизационному виду. 
При выборе оптимального размещения кустовых площадок 
учитываются следующие возможные показатели: 

− суммарное квадратичное отклонение скважин от кустовых 
площадок; 

− суммарная проходка при бурении; 
− чистый дисконтированный доход; 
− объем добычи нефти. 
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Рассмотренные показатели являются только технико-
экономическими, при этом решение данного класса задач требует 
необходимости учитывать конструкционные особенности. 
В рассматриваемой статье предлагается подход, учитывающий также 
и основные технологические ограничения к поставленной задаче. 

В следующем разделе будет приведена постановка задачи 
поиска оптимальной схемы размещения кустовых площадок 
и распределения скважин между ними при заданных ограничениях. 

4. Постановка задачи. Задача кустования нефтяных скважин 
является частным случаем задачи группирования объектов 
при наличии ограничений [34]. При этом целевая функция 
представляет собой сумму расстояний между скважинами 
и основаниями кустов, к которым они принадлежат: 
 

( ) ( )( )2

1 1
, , ,

kSK
k k

i i c c
k i

I x y x y
= =

= −∑∑  (1) 

 
где K – количество кустов; 

kS  – k-ый куст, содержащий kS скважин; 

( ),i ix y  – координаты i-ой скважин; 

( ),k k
c cx y  – координаты кустовой площадки k-ого куста. 
К основным ограничениям данной задачи, которые 

определяются сводом правил обустройства нефтяных месторождений 
[35], относятся: 

− минимальное и максимальное допустимое количество 
скважин в кусте; 

− максимальная величина отхода; 
− минимально допустимое расстояние между двумя 

кустовыми площадками. 
На данный момент, указанные выше ограничения, учитываются 

при помощи метода штрафных функций [36, 37], который преобразует 
исходную задачу с ограничениями в задачу безусловной оптимизации. 
Нарушение какого-либо из ограничений приводит к созданию штрафа, 
который добавляется к значению целевой функции. 

В рамках данного исследования значение штрафа, 
обозначающая степень нарушения значений основных ограничений 
будет иметь следующий вид: 
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min max between distV +V +V V
K

ϕ a
+

= ⋅ , (2) 

 
где K – количество кустов; 

Vmin – количество кустов, у которых число скважин меньше, чем 
минимально-допустимое; 

Vmax – количество кустов, у которых число скважин больше, чем 
максимально-допустимое; 

Vbetween – количество кустов, нарушающих ограничение 
на минимально допустимое расстояние между двумя кустовыми 
площадками; 

Vdist – количество кустов, имеющие скважины, нарушающих 
ограничение на максимальную величину отхода; 

α – положительная величина, α ≥1. 
Данная оптимизационная задача относится к категории 

NP трудных задач [38]. Основная проблема таких задач заключается 
в том, что они не могут быть решены за полиномиальное время. 
Следовательно, для крупных месторождений решение задачи 
кустования с помощью оптимизационных алгоритмов не гарантирует 
получение результата без нарушения указанных ограничений. Таким 
образом, возникает необходимость модификации существующих 
возможных подходов к решению данной задачи. В рамках данной 
статьи предлагается подход к обработке результатов работы 
оптимизационных методов на основе итеративного алгоритма 
устранения нарушения заданных ограничений. 

5. Предлагаемое решение. Алгоритм выполняет корректировку 
взаимного расположения кустовых площадок на области 
месторождения с целью устранения возникших нарушений проектных 
ограничений, связанных с расположением кустовых площадок 
и скважин внутри них. Данный подход работает с проблемными 
кустами и их соседями. Под проблемным понимается куст, у которого 
нарушается хотя бы одно ограничение из следующего списка: 

− минимальное и максимальное допустимое количество 
скважин в кусте; 

− минимально допустимое расстояние между двумя 
кустовыми площадками. 

Данный подход не обрабатывает случаи нарушения 
ограничения на величину отхода, поскольку выполнение остальных 
ограничений и правильно заданные пользователем параметры системы 
разработки автоматически исключают нарушение данного 
ограничения. 
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Для работы предлагаемого решения необходим следующий 
набор параметров: 

− информация о расположении скважин; 
− значения пользовательских ограничений; 
− текущее положение кустовых площадок; 
− информация по принадлежности скважин к кустовым 

площадкам; 
− матрица расстояний между кустовыми площадками; 
− матрица смежности кустовых площадок. 
На основе данных параметров процесс устранения 

нарушения заданных ограничений может быть представлен в виде 
алгоритма корректировки положения проблемных кустовых площадок 
и их соседей. Псевдокод алгоритма представлен в алгоритме 1. 
 

Алгоритм 1. Алгоритм корректировки положения кустовых площадок и их 
соседей 

Вход: информация о расположении скважин wells, пользовательские 
ограничения rest, текущее положение кустовых площадок bushes, 
информация по принадлежности скважин к кустовым площадкам clusters, 
матрица расстояний между кустовыми площадками distance, матрица 
смежности кустовых площадок adj, максимальное количество итераций 
max_iter 
Выход: положение кустовых площадок bushes, удовлетворяющее 
пользовательским ограничениям 
 
Function EliminateClusterViolations(wells, rest, bushes, clusters, distance, adj, 
max_iter) 

iteration ← 0 
▷ current_best – значение метрики для заданного bushes 

current_best ← TargetFunction(bushes, rest, clusters) 
▷ EstimateBestResult – процедура определения лучшего расположения 
кустовых площадок исходя из значения метрики 

best ← EstimateBestResult(current_best, None) 
▷ ChangePosition – процедура переопределения положения кустовых 
площадок исходя из центра масс скважин в каждом кусте 

bushes ← ChangePosition(wells, bushes)  
▷ deque – очередь проблемных кустов, у которых нарушения по количеству 
скважин  

while True do  
while len(deque) ≠ 0 do 

▷ intruder – первый в очереди проблемный куст 
▷ intruder.size – количество скважин в кусте intruder 
▷ rest.min – минимально-допустимое количество скважин в кусте  

if intruder.size < rest.min then 
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▷ EliminateMinCountWells – метод устранения нарушения на сверхмалое 
число скважин. 

bushes ← EliminateMinCountWells(wells, rest, bushes, clusters, 
adj, intruder) 
▷ rest.max – максимально-допустимое количество скважин в кусте  

else if intruder.size > rest.max then 
▷ EliminateMaxCountWells – метод устранения нарушения на сверхбольшое 
число скважин 

bushes ← EliminateMaxCountWells(wells, rest, bushes, clusters, 
adj, intruder) 

bushes ← ChangePosition(wells, bushes) 
current_best ← TargetFunction(bushes, rest, clusters) 
best ← EstimateBestResult(current_best, best) 
▷ RecoveryCountClusters – процедура приведения числа кустов к 

исходному 
bushes ← RecoveryCountClusters(bushes, rest, clusters) 
▷ EliminateExtraNearbyBushes – метод устранения нарушения 

сверхблизости кустов 
bushes ← EliminateExtraNearbyBushes(bushes, rest, adj, clusters) 
current_best ← TargetFunction(bushes, rest, clusters) 
best ← EstimateBestResult(current_best, best) 
▷ best.count_violations – общее число нарушений у расположения 

кустовых площадок 
if best.count_violations = 0 then 

break 
if iteration ≥ max_iter then 

break 
▷ определение новой очереди проблемных кустов deque исходя из bushes 

iteration ← iteration + 1 
return best 

 
В качестве вспомогательных методов выступают: 
− процедура расчета целевой функции TargetFunction, 

которая была описана в формуле (1); 
− процедура оценки оптимальности полученного решения 

EstimateBestResult исходя из значения целевой функции; 
− функция переопределения положения кустовых площадок 

ChangePosition, использующая расчет центра масс скважин; 
− алгоритмы устранения нарушения на количество 

скважин в кусте: EliminateMinCountWells (алгоритм 2), 
EliminateMaxCountWells (алгоритм 3); 

− процедура приведения количества кустовых площадок 
к заданному числу RecoveryCountWellPads (алгоритм 4); 
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− алгоритм устранения нарушения на сверхблизость 
кустовых площадок EliminateNearbyWellPads (алгоритм 5). 
 

Алгоритм 2. Алгоритм устранения нарушения на сверхмалое количество 
скважин в кусте 

Вход: информация о расположении скважин wells, пользовательские 
ограничения rest, текущее положение кустовых площадок bushes, 
информация по принадлежности скважин к кустовым площадкам clusters, 
матрица смежности кустовых площадок adj, номер проблемного куста 
intruder Выход: новое положение кустовых площадок bushes, в котором 
intruder не имеет нарушения 
 
Function EliminateMinCountWells(wells, rest, bushes, clusters, adj, intruder) 
▷ intruder.size – количество скважин в кусте intruder 

▷ count_add – количество скважин, которые надо добавить к intruder 
count_add ← rest.min – intruder.size 
▷ neighbours – список соседей куста intruder, у которых нет нарушения 

сверхмалого числа скважин 
▷ count_donor – количество скважин у соседей intruder, которые 

возможно передать ему без нарушения ограничений 
count_donor ← – len(neighbours) * rest.min 
for i ← 0 to len(neighbours) – 1 do 

count_donor ← count_donor + neighbours[i].size 
if count_donor ≥ count_add then 

▷ проблема решается изъятием скважин у соседей 
▷ candidate_wells – список скважин кустов из neighbours 
for i ← 0 to len(candidate_wells) – 1 do 

if count_add = 0 then 
break 

▷ index_bush – куст для candidate_wells[i] скважины 
if index_bush.size – rest.min ≥ 1 then 

▷ скважина candidate_wells[i] принадлежит кусту intruder 
count_add ← count_add – 1 

▷ переопределение положения куста intruder на основе центра масс 
скважин 

else 
▷ проблема решается объединением куста нарушителя с одним из 

его соседей 
▷ neighbours – список соседей куста intruder, у которых нет 

нарушения сверхбольшого числа скважин 
▷ index_bush – номер куста из neighbours, от которого минимальное 
расстояние до intruder 

▷ объединение кустов index_bush и intruder 
▷ определение положения нового куста на основе центра масс 

скважин 
return bushes 
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Алгоритм 3. Алгоритм устранения нарушения на сверхбольшое количество 
скважин в кусте 

Вход: информация о расположении скважин wells, пользовательские ограничения rest, 
текущее положение кустовых площадок bushes, информация по принадлежности 
скважин к кустовым площадкам clusters, матрица смежности кустовых площадок adj, 
номер проблемного куста intruder Выход: новое положение кустовых площадок 
bushes, в котором intruder не имеет нарушения 
 
Function EliminateMaxCountWells (wells, rest, bushes, clusters, adj, intruder) 

▷ intruder.size – количество скважин в кусте intruder 
▷ count_sub – количество скважин, которые надо добавить к intruder 
count_sub ← intruder.size – rest.max 
▷ проблема решается раздачей скважин куста intruder его соседям 
▷ recipient_wells – отсортированный список скважин куста intruder по 

возрастанию расстояния до кустовой площадки 
for i ← 0 to len(recipient_wells) – 1 do 

if count_sub = 0 then 
break 

▷ neighbours – список соседей куста intruder, у которых нет нарушения 
сверхбольшого числа скважин 

▷ recipient_wells[i].distance – расстояние от скважины до кустовой площадки 
intruder 

▷ candidate_owner – ближайший из списка соседей neighbours к скважине 
recipient_wells[i] 

▷ distance – расстояние от candidate_owner до recipient_wells[i] 
if distance < 1.1 * recipient_wells[i].distance then 

▷ скважина recipient_wells[i] принадлежит кусту candidate_owner 
count_sub ← count_sub – 1 

if intruder.size > rest.max then 
▷ проблема решается разделением куста intruder на два отдельных куста  
▷ C – центр масс куста 
▷ D – наиболее удаленная скважина от C 
▷ Расчет уравнения прямой CD 
▷ Расчет уравнения перпендикуляра прямой CD, проходящего в точке C 
▷ На основании уравнения перпендикуляра к CD разделение скважин на две 

группы. 
▷ В каждой группе расчет положения кустовой площадки на основе центра 

масс скважин 
return bushes 

 
После выполнении алгоритмов устранения нарушения 

на сверхбольшое и сверхмалое количество скважин в кусте не исключено, 
что количество кустов на месторождении может отличаться от заданного. 
На этот случай, если для пользователя очень важным является 
установленное значение количества кустов, была разработана процедура 
приведения количества кустовых площадок к заданному. Предлагаемый 
подход решает проблему несоответствия текущего числа кустов 
и заданного. Его псевдокод представлен в алгоритме 4. 
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Алгоритм 4. Процедура приведения количества кустовых площадок 
к заданному 

Вход: заданное число кустовых площадок original_N, текущее число 
кустовых площадок current_N, текущее положение кустовых площадок 
bushes, матрица смежности кустовых площадок adj 
Выход: новое положение кустовых площадок bushes, соответствующее 
заданному количеству кустов 
 
Function RecoveryCountWellPads (original_N, current_N, bushes, adj) 

count ← original_N – current_N 
if count > 0 then 

▷ проблема решается добавлением новых кустов  
▷ graph – неориентированный граф на основе матрицы смежности 

adj  
▷ Поиск в graph циклов, каждый из которых имеет минимум 4 

вершины и не содержит вершин внутри себя 
▷ cycles – список циклов, найденных в graph 
if len(cycles) < count then 

▷ для каждого цикла вычисляется его центр масс координат его 
вершин 

▷ mas_centers – пустой список, размерности len(cycles) 
for i ← 0 to len(cycles) – 1 do 

▷ position – центр масс координат вершин cylces[i]  
mas_centers[i] ← position 

▷ mas_centers – список, каждый элемент которого центр масс 
соответствующего цикла из cycles 

for i ← 0 to count – len(cycles) – 1 do 
▷ position – случайно сгенерированное положение куста на 

месторождении 
▷ к mas_centers добавляется position 

else 
▷ для каждого цикла вычисляется показатель целесообразности 

добавления в центре него новой кустовой площадки по формуле 2 
▷ сортировка списка cycles по убывания показателя 

целесообразности (формула 2) 
▷ mas_centers – пустой список, размерности count 
for i ← 0 to count – 1 do 

▷ position – центр масс координат вершин cylces[i] 
mas_centers[i] ← position 

▷ UnionLists – функция объединения двух или более списков 
bushes ← UnionLists(bushes, mas_centers) 

else 
▷ проблема решается удалением лишних кустов  
▷ для каждого куста вычисляется показатель значимости кустовой 

площадки по формуле 3 
▷ сортировка списка bushes по возрастанию показателя значимости 

(формула 3) 
for i ← 0 to 1 – count do 

▷ из bushes удаляем первый элемент 
return bushes 
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В рамках представления процедуры приведения количества 
кустовых площадок к заданному были предложены критерии отбора 
циклов вершин и кустовых площадок. 

Показатель целесообразности добавления в центре его новой 
кустовой площадки имеет следующий вид: 
 

1

1
1

n

cycle i
i

metrics size
n =

=
+ ∑ , (3) 

 
где n – число кустов в цикле; 

sizei – количество скважин в i-ом кусте цикла. 
Показатель значимости кустовой площадки для нефтяного 

месторождения в рамках отсеивания лишних кустов определяется 
следующим образом: 

 

1

1 n

bush i j
i

metrics size size
n =

 = + 
 
∑ , (4) 

 
где j – номер куста; 

n – число соседей j-го куста; 
sizej – количество скважин в j-ом кусте цикла. 

Следующая компонента предлагаемого подхода решает 
проблему сверхблизости кустов. Данная проблема решается двумя 
способами: 

− процедура взаимного отталкивания проблемных кустов 
до приемлемого расстояния между ними; 

− процедура определения нового положения проблемных 
кустов. 

Предлагаемый алгоритм вначале опирается на первую 
процедуру и в случае нарушения сверхблизости кустов с соседями 
запускает вторую процедуру. Во второй процедуре используется 
расстояние Хаусдорфа [39]. Псевдокод данной компоненты 
представлен в алгоритме 5. 

Алгоритм устранения нарушения на сверхблизость кустовых 
площадок строится на использовании области для размещения пары 
кустов без нарушения ограничений. Данная область представляет 
собой геометрическое место точек, в котором расстояние от кустов 
из списка соседей текущей пары проблемных кустов для каждой точки 
будет больше, чем минимально-допустимое расстояние между парой 
кустовых площадок distance. Зачастую без дополнительных 
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ограничений такая область будет не применима для дальнейшего 
использования в силу своей неограниченности.  

Для пресечения описанного выше случая используются 
следующие дополнительные ограничения: 

− любая точка должна быть в пределах области 
месторождения; 

− пусть два куста P и Q из списка соседей являются соседями 
между собой, а расстояние PQ больше, чем 2*distance. C – середина 
отрезка между кустовыми площадками текущей пары проблемных 
кустов. Тогда, при разделении плоскости прямой PQ, любая точка 
из ГМТ должна быть в той же полуплоскости, что и вершина C. 
 

Алгоритм 5. Алгоритм устранения нарушения на сверхблизость кустовых 
площадок 

Вход: информация о расположении скважин wells, пользовательские 
ограничения rest, текущее положение кустовых площадок bushes, 
информация по принадлежности скважин к кустовым площадкам clusters, 
матрица смежности кустовых площадок adj 
Выход: новое положение кустовых площадок bushes, без нарушения на 
сверхблизость кустовых площадок 
 
Function EliminateNearbyWellPads (wells, rest, bushes, clusters, adj) 
▷ deque – очередь проблемных пар кустов, у которых нарушения на 
сверхблизость  
while len(deque) ≠ 0 do 

▷ tuple – текущая пара проблемных кустов 
▷ A и B – координаты кустов из tuple 
C ← (A+B)/2 
▷ e – единичный вектор прямой AB 
▷ расчет положения точек D и E на прямой AB 

▷ rest.distance – минимально-допустимое расстояние между парой кустовых 
площадок  

D ← C+ e * rest.distance/2 
E ← C – e * rest.distance/2 
▷ neighbours – все соседние кусты для A и B, исходя из матрицы 

смежности adj 
▷ расчет все расстояний mas_distances от D и E до кустов из neighbours  
▷ All – оператор and для булевой последовательности 
if All(mas_distance ≥ rest.distance) then 

▷ точки D и E – новые положения кустов A и B 
else 

▷ расчет области region, в которой можно разместить кустовые 
площадки из текущей пары без нарушения ограничения 

▷ points – список точек границы region 
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for i ← 0 to len(points) – 1 do 
▷ расчет расстояния Хаусдорфа distance между points[i] и 

границей region 
if distance >= rest.distance then 

R ← points[i] 
▷ точка T – точка на границе region, |RT| = distance 
break 

S ← (R+T)/2 
▷ e – единичный вектор прямой RT 
▷ расчет положения точек X и Y на прямой RT 
X ← S+ e * rest.distance/2 
Y ← S – e * rest.distance/2 
▷ точки X и Y – новые положения кустов A и B 

return bushes 
 
Пример такой области с дополнительными ограничениями 

представлен на рисунке 1. 
После завершения описания предложенного подхода отдельных 

пояснений требует способ нахождение матрицы смежности кустовых 
площадок. Итеративная схема используемой в работе процедуры 
расчета матрицы смежности кустовых площадок представлена ниже. 

 

 
Рис. 1. Пример области, в которую можно разместить пару кустовых 

площадок 
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Шаг 1: Расчет матрицы расстояний между кустовыми 
площадками distance, у которой каждый элемент рассчитается 
следующим образом: 

 

( ) ( ) [ ], , , , , 1,i i j j
i j c c c cdistance x y x y i j K= − ∈ , (5) 

 
где K – количество кустов; 

( ),i i
c cx y  – координаты кустовой площадки i-ого куста. 
Шаг 2: Расчет расстояния между кустовыми площадками 

и их самыми удаленными скважинами (Далее – радиус зоны влияния 
куста) radius: 

 

( ) ( ) [ ]max , , , 1,i i
i c c l ll

radius x y x y i K= − ∈ , (6) 

 
где K – количество кустов; 

( ),i i
c cx y  – координаты кустовой площадки i-ого куста; 

( ),l lx y  – координаты l-ой скважины, 1, il S∈    ; 

iS  – i-ый куст, содержащий iS скважин. 
Шаг 3: Обход каждой пары кустов. Если condition (7) больше 

или равен 0, то пара кустов i и j являются соседями, в ином случае 
пара кустов i и j не являются соседями. 

 
,i j i jcondition radius radius distanceλ= + − ⋅ , (7) 

 
где radiusi – радиус зоны влияния i-го куста; 

distancei,j – расстояние между i-ой и j-ой кустовыми площадками; 
λ – поправочный коэффициент, ( )0, 1λ ∈ (В рамках исследования 

авторами использовался λ равным 0.83). 
В целом после завершения Шага 3 процедура находит 

матрицу смежности кустовых площадок. Но такая матрица 
смежности зачастую не удовлетворяет условию планарности 
(рисунок 2), которое необходимо для адекватной работы 
следующего этапа автоматизации процесса проектирования 
разработки нефтяного месторождения, а именно планирования ввода 
в эксплуатацию месторождения. Поэтому далее описана 
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часть процедуры, посвященная приведению графа, построенного 
на основе матрицы смежности, к планарному. 

 

 
Рис. 2. Пример работы процедуры нахождения матрицы смежности 

 
Шаг 4: Обход по всем кустам. Для i-ого куста neighbours – 

список его соседей. 
Шаг 5: Обход по всем соседям i-ого куста. common_neignbors – 

список общих соседей i-ого и neighboursj кустов. Далее i-ый куст 
будет именоваться A, а neighboursj куст – B. 

Шаг 6: Расчет расстояния между кустами A и B. 
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Шаг 7: Обход всех общих соседей кустов A и B. Текущий 
общий сосед кустов A и B будет именоваться C. Расчет расстояний AC 
и BC. 

Шаг 8: Если угол напротив стороны AB больше или равен 
90 градусов (косинус угла напротив стороны AB value (8) меньше или 
равен 0), то для пары i-ого и neighboursj кустов завершается обход 
их общих соседей. Переход к шагу 9. Иначе переход к шагу 5. 

 
2 2 2

value
2

BC AC AB
BC AC
+ −

=
⋅ ⋅

. (8) 

 
Шаг 9: Если у куста A или куста B нет скважин, то переход 

к шагу 5.  
Шаг 10: Расчет полигональных структур вокруг скважин куста 

A и скважин куста B. 
Шаг 11: Пусть будет построен отрезок между кустами A и B. 

Тогда точка P – пересечение отрезка AB и полигональной структуры 
куста A, а точка Q – пересечение отрезка AB и полигональной 
структуры куста B. 

Шаг 12: Расчет расстояния между кустом A и точкой P. Расчет 
расстояния между точкой Q и кустом B. 

Шаг 13: Расчет отношения ratio между длинами сторон PQ 
и AB. 

Шаг 14: Если длина AP < radiusi и длина QB < radiusj, 
то переход к шагу 14. Иначе переход к шагу 15. 

Шаг 15: Точки P и Q находятся внутри соответственно зон 
влияния кустов A и B. Если ratio ≥ 0.15, то необходимо удалить связь 
между i-ым и neighboursj кустами. Переход к шагу 4. 

Шаг 16: Как минимум одна из точек P и Q находятся 
за пределами зоны влияния своего куста. Если ratio ≥ 0.13, 
то необходимо удалить связь между i-ым и neighboursj кустами. 
Переход к шагу 4. 

Используемые пороговые значения для коэффициента ratio 
в шагах 15 и 16 процедуры нахождения матрицы смежности кустовых 
площадок были установлены опытным путем в процессе настройки 
работы процедуры. 

6. Численные эксперименты. Для исследования 
разработанного алгоритма корректировки положения кустовых 
площадок была разработана следующая схема:  

− Подготовка тестовых нефтяных месторождений 
для проведения исследования; 
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− Размещение кустовых площадок с использованием 
оптимизационного алгоритма на тестовых месторождениях. Фиксация 
результатов размещения; 

− Запуск разработанного алгоритма на основе каждого 
сохраненного результата размещения кустовых площадок при помощи 
оптимизационного алгоритма. Фиксация результатов корректировки 
положения кустов. 

В рамках создания тестовых нефтяных месторождений будут 
рассмотрены разные геометрические фигуры, потенциально 
охватывающие большую часть спектра возможных конфигураций 
залежей углеводорного сырья. Для подготовки тестовых нефтяных 
месторождений был определен список характерных признаков, 
комбинации которых формируют возможные конфигурации залежей: 

− неправильная форма контура; 
− вытянутая форма контура; 
− залежь с обширной зоной отсутствия коллектора; 
− несколько несвязанных блоков залежи. 
Всего для эксперимента было подготовлено три синтетических 

тестовых нефтяных месторождения, ключевые характеристики 
которых представлены в таблице 1. Внешний вид тестовых 
месторождений продемонстрирован на рисунках 3 – 5. 

Особенностью первого месторождения является наличие 
5 разведочных ранее пробуренных скважин, которые не подлежат 
объединению в кусты и, соответственно, не участвуют в процессе 
кустования. Особенностью же последнего месторождения является 
горизонтальный тип скважин. Длина ствола и азимут составляют 
450 м и 65 градусов соответственно. 
 

Таблица 1. Характеристики тестовых месторождений 
Характеристики Номер тестового месторождения 

1 2 3 
Площадь (км2) 172.03 76.04 368.92 
Количество залежей 2 4 1 
Количество добывающих 
скважин 352 322 386 

Количество нагнетательных 
скважин 169 303 373 

Общее количество скважин 521 625 759 

Тип сетки скважин обращенная 
семиточечная 

обращенная 
пятиточечная 

шахматная 
рядная 

Тип скважин вертикальный вертикальный горизонтальный 
Расстояние между скважинами 
(м) 600 500 700 
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Рис. 3. Схема представления первого синтетического месторождения 

 

 
Рис. 4. Схема представления второго синтетического месторождения 

466

_____________________________________________________________________

Информатика и автоматизация. 2023. Том 22 № 2. ISSN 2713-3192 (печ.) 
ISSN 2713-3206 (онлайн) www.ia.spcras.ru

МАТЕМАТИЧЕСКОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА



 
Рис. 5. Схема представления третьего синтетического месторождения 

 
Следующим этапом необходимо запустить задачу размещения 

кустовых площадок и скважин между ними при помощи глобального 
метода оптимизации. Для этого необходимо определится 
со значениями основных ограничений, а также с методом глобальной 
оптимизации. В качестве алгоритма глобальной оптимизации был 
выбран метод роя частиц, который успешно применяется при решении 
прикладных задач [40 – 42]. 

Чтобы ограничить использование вычислительных ресурсов 
при решении задач оптимизации требуется ввести понятия мощности 
оптимизации Nmax. Данное понятие обозначает максимальное 
количество запусков целевой функции. Для популяционных 
алгоритмов мощность оптимизации можно определить следующим 
образом: 
 

maxmaxN NP Iter= ⋅ , (9) 
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где NP – размер популяции; 
Itermax – количество поколений. 

В рамках данной задачи, целевая функция описана 
в формуле (2). В качестве входных параметров выступают координаты 
по осям X и Y размещаемых кустовых площадок. Следовательно, 
размер популяции оптимизационного алгоритма для решения 
поставленной задачи будет равен удвоенному числу кустовых 
площадок. 

Отношение размера популяции и количества поколений 
в рамках данного исследования будет величиной постоянной и будет 
равно один к двум. Таким образом, выбрав значение мощности 
оптимизации для размещения m кустовых площадок, автоматически 
определяется размер популяции и количество поколений. 

Далее требуется определить значения основных ограничений, 
которые представлены ниже: 

− минимальное допустимое количество скважин в кусте – 
10; 

− максимальное допустимое количество скважин  
в кусте – 24; 

− максимальная величина отхода – 2500 м.; 
− минимально допустимое расстояние между двумя 

кустовыми площадками – 1000 м. 
Сравнение результатов работы оптимизационного алгоритма 

и разработанного алгоритма корректировки положения кустовых 
площадок после выполнения оптимизационного алгоритма будет 
проводиться на основе анализа величины штрафа, которая обозначает 
степень нарушения значений основных ограничений. 

Стоит отметить, что для сравнения берется величина штрафа 
до умножения на α. Такая величина состоит из среднего 
арифметического числа кустов по каждому из нарушений 
ограничений. Но, при этом один и тот же куст не может иметь 
одновременно нарушения на сверхмалое и на сверхбольшое число 
скважин. Следовательно, допустимый диапазон величины штрафа 
будет равен [0, 3]. 

Для каждого тестового месторождения были определены 
количество кустовых площадок, которые необходимо разместить, 
и перечень принимаемых значений мощности оптимизации. Данные 
показатели представлены в таблице 2. Для каждого выбранного 
значения мощности оптимизации было определено число реализаций 
равное 50. 
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Таблица 2. Количественные показатели для оптимизационной задачи 

Показатели Номер тестового месторождения 
1 2 3 

Количество кустовых 
площадок 25 30 35 

Минимальное принимаемое 
значение для мощности 
оптимизации 

4000 4800 5600 

Максимальное принимаемое 
значение для мощности 
оптимизации 

84000 100800 117600 

Шаг для мощности 
оптимизации 10000 12000 14000 

 
Для проведения исследований в рамках публикации 

использовался программный продукт, разработанный авторами [43]. 
Эксперимент проводился на ЭВМ с ОП Windows со следующими 
характеристиками:  

− ОЗУ: 32 Гб; 
− количество ядер: 8; 
− тактовая частота: 3700 Ггц. 
Результаты экспериментов представлены в таблицах 3 – 5. 

Визуализация данных в таблицах представлена на рисунках 6 – 8. 
 

Таблица 3. Значения штрафа для первого тестового месторождения 

 
Значения мощности оптимизации 

4000 14000 24000 34000 44000 54000 64000 74000 84000 

метод оптимизации 

min 1 0,6 0,44 0,48 0,44 0,28 0,48 0,48 0,4 

median 1,28 0,9 0,78 0,68 0,72 0,7 0,76 0,64 0,72 

mean 1,26 0,91 0,77 0,72 0,75 0,68 0,75 0,68 0,73 

max 1,56 1,2 1,04 1,08 1,08 0,96 1,04 1,08 1,08 

sd 0,12 0,15 0,14 0,14 0,14 0,16 0,15 0,14 0,14 

метод оптимизации с алгоритмом корректировки положения кустовых площадок 

min 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

median 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0,04 0 0,04 

mean 0,04 0,04 0,04 0,03 0,03 0,04 0,04 0,03 0,03 

max 0,2 0,2 0,16 0,24 0,12 0,2 0,16 0,12 0,16 

sd 0,05 0,04 0,04 0,05 0,03 0,05 0,05 0,04 0,04 
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Таблица 4. Значения штрафа для второго тестового месторождения 

 
Значения мощности оптимизации 

4800 16800 28800 40800 52800 64800 76800 88800 100800 

метод оптимизации 

min 0,5 0,23 0,07 0,1 0,07 0,07 0,1 0,07 0,07 

median 0,7 0,4 0,27 0,23 0,2 0,2 0,2 0,2 0,17 

mean 0,7 0,39 0,27 0,22 0,19 0,21 0,2 0,2 0,16 

max 0,9 0,57 0,4 0,37 0,4 0,37 0,33 0,43 0,37 

sd 0,08 0,08 0,08 0,05 0,07 0,07 0,06 0,07 0,07 

метод оптимизации с алгоритмом корректировки положения кустовых площадок 

min 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

median 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

mean 0,01 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02 0,01 0,01 0,01 

max 0,07 0,13 0,1 0,13 0,1 0,17 0,07 0,17 0,07 

sd 0,02 0,03 0,02 0,03 0,02 0,04 0,02 0,03 0,02 

 
Таблица 5. Значения штрафа для третьего тестового месторождения 

 
Значения мощности оптимизации 

5600 19600 33600 47600 61600 75600 89600 103600 117600 

метод оптимизации 

min 0,83 0,37 0,26 0,23 0,17 0,11 0,14 0,14 0,14 

median 0,97 0,66 0,43 0,37 0,34 0,29 0,29 0,29 0,29 

mean 0,97 0,65 0,44 0,37 0,33 0,31 0,28 0,3 0,29 

max 1,14 0,91 0,74 0,6 0,51 0,49 0,46 0,43 0,54 

sd 0,08 0,11 0,09 0,07 0,07 0,08 0,07 0,07 0,08 

метод оптимизации с алгоритмом корректировки положения кустовых площадок 

min 0 0 0 0 0 0 0 0 0 

median 0,03 0,03 0 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 0,03 

mean 0,03 0,03 0,02 0,02 0,03 0,03 0,03 0,03 0,02 

max 0,11 0,14 0,14 0,11 0,17 0,17 0,11 0,2 0,09 

sd 0,03 0,03 0,03 0,03 0,04 0,04 0,03 0,04 0,02 
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Рис. 6. Зависимость величины штрафа от мощности оптимизации  

(1-ое месторождение) 
 

 
Рис. 7. Зависимость величины штрафа от мощности оптимизации  

(2-ое месторождение) 
 

 
Рис. 8. Зависимость величины штрафа от мощности оптимизации  

(3-ое месторождение) 
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7. Обсуждение и выводы. В рамках решения задачи 
размещения кустовых площадок на нефтяном месторождении было 
проведено сравнение работоспособности оптимизационного 
алгоритма метода роя частиц и надстройки над ним, представляющее 
собой алгоритм корректировки положения кустовых площадок. 
Для проведения эксперимента были подготовлены три тестовых 
синтетических нефтяных месторождения. Сравниваемым показателем 
являлась величина штрафа за нарушение основных ограничений 
задачи.  

Была введена мощность оптимизации, понятие, которое 
ограничивает вычислительные возможности метода оптимизации. 
Для каждого тестового месторождения была определена 
последовательность принимаемых значений этого параметра, 
и относительно них был проведен запуск рассматриваемых подходов. 
Полученные результаты были представлены в табличном 
и графическом форматах. 

На приведенных графиках для визуализации результатов была 
выбрана диаграмма «ящик с усами», которая отлично демонстрирует 
значения медианы и математического ожидания, минимальные 
и максимальные значения, а также отображает выбросы. Таким 
образом, для каждого принимаемого значения мощности оптимизации 
на графике приводятся соответствующие статические показатели 
относительно величины штрафа.  

Применение оптимизационного подхода для всех тестовых 
нефтяных месторождений не позволило получить решение, 
удовлетворяющее пользовательским ограничениям в рамках 
поставленной задачи. Предложенный в рамках данной статьи 
алгоритм в большинстве случаев находит оптимальное решение без 
нарушения заданных ограничений.  

Полученные результаты можно связать с тем, что 
представленное решение является надстройкой над оптимизационным 
методом. Алгоритм корректировки использует в качестве входной 
информации расположение кустовых площадок, которое определяется 
в ходе работы метода оптимизации. В силу случайного характера 
размещения кустовых площадок метод оптимизации может 
генерировать решения, при которых устранение нарушений либо 
невозможно, либо будет требовать больших вычислительных 
ресурсов. Примеры некоторых таких ситуаций: 

− кустовая площадка находится за пределами 
месторождения и не имеет соседей; 
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− кустовая площадка и ее соседи имеют нарушения 
по ограничению максимального числа скважин; 

− кустовая площадка и ее соседи имеют нарушения 
по ограничению минимального числа скважин. 

В целом сложившуюся проблему можно решить двумя 
способами: 

− замена оптимизационного подхода на другие решения; 
− создание нового самостоятельного алгоритма размещения 

кустовых площадок. 
Новое решение данной задачи может заключаться 

в представлении её в виде задачи упаковки. 
Также возможна замена текущего метода роя частиц другими 

оптимизационными подходами, позволяющие решать задачи условной 
оптимизации.  

8. Заключение. В рамках данного исследования был предложен 
алгоритм корректировки положения кустовых площадок при решении 
задачи разработки нефтяных месторождений.  

Предлагаемый подход основан на идеи изменения взаимного 
расположения кустовых площадок на области месторождения, с целью 
устранения нарушений проектных ограничений, связанных 
с планированием месторождения. В качестве входных данных 
предложенное решение использует результат размещения кустовых 
площадок, который был получен при помощи метода оптимизации. 
В целом за счет использования данного подхода при разработке 
месторождения может быть достигнут результат, при котором 
количество скважин для каждого из кустов будет в пределах 
допустимых нормативов, а расстояние между кустами – не меньше 
заданного. 

В рамках численных экспериментов были сформированы 
синтетические месторождения, которые отличаются друг от друга 
геометрией, количеством залежей и конфигурацией сетки скважин. 
На них было проведено размещение кустовых площадок при помощи 
алгоритма оптимизации «метод роя частиц». Следующим шагом был 
запущен алгоритм корректировки положения кустовых площадок. 
Таким образом, выполнялось сравнение штрафного показателя после 
завершения работы оптимизационного метода и предлагаемого 
подхода. В ходе анализа полученных результатов были сделаны 
выводы о том, что предложенный алгоритм в большинстве случаев 
может справляться с поставленной задачей. 

В дальнейшем в рамках решения данной задачи планируется 
внедрение представленного подхода в сам процесс решения 
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оптимизационной задачи как дополнительный этап, позволяющий 
выполнять коррекцию найденных решений под имеющиеся 
ограничения. Другое возможное направление исследований в рамках 
решения задачи автоматизации процесса проектирования разработки 
нефтяных месторождений будет заключаться в формировании новой 
методологии размещения кустовых площадок без использования 
глобальных оптимизационных алгоритмов. 
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E. KULAKOV, A. MIKHALEV, A. SARENKOV, A. SHUTALEV, A. FEDOREEV  
POSITION CORRECTION ALGORITHM OF WELL PADS WHEN 

SOLVING THE PROBLEM OF DEVELOPING OIL FIELDS 
 
Kulakov E., Mikhalev A., Sarenkov A., Shutalev A., Fedoreev A. Position Correction 
Algorithm of Well Pads When Solving the Problem of Developing Oil Fields. 

Abstract. This article is devoted to the problem of automation of the stage of combining 
wells into clusters, considered as part of the process of designing the development of oil fields. 
The solution to the problem of combining wells into clusters is to determine the best location 
of well pads and the distribution of wells into clusters, in which the costs of developing and 
maintaining an oil field will be minimized, and the expected flow rate will be maximized. One 
of the currently used approaches to solving this problem is the use of optimization algorithms. 
At the same time, this task entails taking into account technological limitations when searching 
for the optimal option for the development of an oil field, justified, among other things, by the 
regulations in force in the industry, namely, the minimum and maximum allowable number of 
wells in a pad, as well as the minimum allowable distance between two well pads. The use of 
optimization algorithms does not always guarantee an optimal result, in which all specified 
constraints are met. Within the framework of this study, an algorithm is proposed that allows 
us to work out the resulting design solutions in order to eliminate the violated restrictions at 
the optimization stage. The algorithm consistently solves the following problems: violation of 
restrictions on the ultra-small and ultra-large number of wells in a pad; discrepancy between 
the number of pads with a given one; violation of the restriction of the ultra-close arrangement 
of pads. To study the effectiveness of the developed approach, a computational experiment 
was conducted on three generated synthetic oil fields with different geometries. As part of the 
experiment, the quality of the optimization method and the proposed algorithm, which is a 
raise to the optimization method, were compared. The comparison was carried out on different 
values of optimization power, which denotes the maximum number of runs of the target 
function. The evaluation of the quality of the work of the compared approaches is determined 
by the amount of the fine, which indicates the degree of violation of the values of the main 
restrictions. The efficiency criteria in this work are: the average value, the standard deviation, 
the median, and the minimum and maximum values of the penalty. Due to the use of this 
algorithm, the value of the penalty for the first and third oil fields is reduced on average to 0.04 
and 0.03 respectively, and for the second oil field, the algorithm allowed to obtain design 
solutions without violating restrictions. Based on the results of the study, a conclusion was 
made regarding the effectiveness of the developed approach in solving the problem of oil field 
development. 

Keywords: oil field, development of oil fields, oil well, cluster drilling, violation of 
design restrictions, adjustment of the position of cluster pads. 
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