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Миронов В.И., Миронов Ю.В., Хегай Д.К. Оптимальное определение орбиты космических 
объектов по угловым измерениям наземных оптико-электронных станций. 

Аннотация. Успешное решение задач практической космонавтики во многом 
обеспечивается современными достижениями в области измерительной и 
вычислительной техники, а также совершенством методов первичной и вторичной 
обработки траекторных измерений. Поэтому в перспективных программах освоения 
космического пространства и развития космической техники большое внимание 
уделяется совершенствованию существующих и разработки новых алгоритмических и 
технических средств навигационного обеспечения полетов космических объектов в 
интересах расширения возможностей и повышения эффективности систем автономной 
навигации космических аппаратов, а также наземных и перспективных орбитальных 
систем контроля космического пространства. В настоящее время ведется активная 
работа по модернизации и развитию перспективных комплексов специализированных 
оптико-электронных средств для мониторинга околоземного космического пространства 
на основе проводимых угловых измерений. Рассматривается применение вариационного 
подхода для решения задач статистического оценивания параметров траектории 
движения орбитального объекта по результатам угловых измерений, проводимых 
наземными оптико-электронными средствами, которые входят в состав современной 
системы контроля космического пространства. Приводятся модели и алгоритмы 
определения оценок параметров орбиты, реализующие вариационный вариант метода 
максимального правдоподобия, а также результаты тестовых расчетов, связанные с 
итерационным решением двухточечной краевой задачи вариационного оценивания. 

Основная цель численных расчетов — исследование сходимости предлагаемого 
алгоритма оценивания, а также влияния ошибок измерений на смещение получаемых 
оценок относительно их точных значений. 

Приведенные в статье результаты моделирования соответствуют условиям 
орбитального движения космического аппарата METEOR PRIRODA и получены с 
использованием эфемеридных данных каталога NORAD в TLE-элементах.  

Ключевые слова: статистическое оценивание, космический аппарат, 
нелинейные динамические системы, критерий максимального правдоподобия, 
оптические угловые измерения. 

 
1. Введение. Задачи оценивания параметров орбитального дви-

жения космических объектов (КО) по результатам измерений широко 
применяются на практике. Наиболее сложные задачи оценивания при-
ходится решать, в частности, при навигационно-баллистическом обес-
печении полетов космических аппаратов (КА), при разработке систем 
автономной навигации, а также в наземных и перспективных орби-
тальных системах контроля космического пространства. 

В силу указанных причин в работах последних лет вопросам 
совершенствования методов определения орбит КО продолжает уде-
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ляться большое внимание. Принципиально для решения этих задач 
могут применяться как методы обработки навигационных измерений 
по полной выборке [1-5], так и методы динамической фильтра-
ции [3], основанные на применении известного фильтра Калмана и 
его модификаций. Возможности и целесообразность применения 
того или иного подхода во многом определяется спецификой реша-
емых задач, составом измерений, а также требованиями, предъявля-
емыми к точности, надежности и оперативности решения соответ-
ствующих навигационных задач. 

Применительно к задачам определения орбит КО по результа-
там угловых измерений наземных оптико-электронных станций (ОЭС), 
как показывают результаты исследований и накопленный опыт, ис-
пользование алгоритмов традиционного линеаризованного фильтра 
Калмана не обеспечивает требуемой эффективности. Это объясняется 
существенной нелинейностью задачи оценивания, обусловленной не-
линейностью динамической модели объекта наблюдения и модели 
угловых измерений, которая приводит к изменению закона распреде-
ления ошибок при дискретной обработке измерений, и влиянием дру-
гих факторов [3, 5]. Отмечено, что в рассматриваемом классе задач 
определения орбит лежащие в основе рекуррентных алгоритмов байе-
совские условные функции плотности вероятностей могут существен-
но отличаться от гауссовской. Указанные факторы часто приводят к 
повышенным ошибкам определения параметров орбит и даже к расхо-
димости вычислительного процесса оценивания. 

В последние годы вопросы разработки новых типов нелинейных 
фильтров Калмана для определения орбит КО по результатам обработ-
ки угловых измерений рассматривались, в частности, в работах [6-13]. 
Основное направление этих работ состоит в стремлении учесть негаус-
совский характер этой проблемы при помощи плотности вероятностей 
функций, которые являются более общими, чем распределение Гаусса. 

Так, в [9] для обеспечения точности и надежности динамиче-
ской фильтрации угловых измерений предложено использовать рас-
пределение Мизеса. В работе [10] для решения задач нелинейной 
фильтрации предлагается использовать модель полиномиального хао-
са. Однако осталось неясным, как можно ввести полиномы хаоса в ре-
курсивный алгоритм оценивания. В [7, 8, 11-13] исследована возмож-
ность применения Гауссовых смесей различной степени сложности. В 
работах [11, 12] предложены специальные процедуры, позволяющие 
контролировать точность аппроксимации условной байесовской плот-
ности вероятности. Этот методический подход получил дальнейшее 
развитие в [6] и [13] в части обобщения результатов, полученных 
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в [11] и [12]. К указанному направлению исследований относится и 
работа [14], в которой используются дополнительно мягкие ограниче-
ния на допустимую область при формировании Гауссовых смесей. 

Предложенные в рассмотренных выше работах методические 
средства расширяют возможности динамической фильтрации. Одна-
ко они не позволяют во всех случаях получать надежный результат 
и не решают проблему точности и надежности навигационных опре-
делений применительно к рассматриваемому классу задач оценива-
ния в целом [3, 5].  

Ряд исследований, проведенных в последние годы, посвящены 
проблематике создания орбитальных систем оптического наблюдения 
космического пространства в интересах обеспечения астероидной и 
кометной безопасности Земли, а также развитию наземной сети ОЭС 
станций для определения орбит элементов космического мусора и про-
гнозирования опасных ситуаций, связанных с возможным столкнове-
нием с действующими КА [5, 18-20]. 

Особую значимость в решении проблем построения системы 
контроля орбит космического мусора имеет работа [5], в которой рас-
смотрен весь комплекс вопросов, связанных с состоянием и перспек-
тивами развития наземной сети ОЭС, организации и методического 
обеспечения процессов определения орбит элементов космического 
мусора в околоземном космическом пространстве. При этом особо 
отмечается роль методов статистической обработки по полной выбор-
ке измерений в рассматриваемых задачах определения орбит.  

В [18] представлена концепция космической системы обнару-
жения опасных небесных тел. Предложен вариант компоновки КА с 
использованием малоразмерной платформы, а также даны предвари-
тельные оценки основных параметров системы. В [19] исследованы 
различные варианты организации космического патруля для обнару-
жения и каталогизации опасных для Земли КО. В их основе лежит 
идея создания «оптического барьера» с помощью телескопов, разме-
щенных на гелиоцентрической орбите. В [20] проведен анализ харак-
теристик точности определения орбит, рассчитанных по коротким ду-
гам наблюдений. При этом ставилось условие, что длина дуги наблю-
дений должна обеспечить уверенную классификацию орбит малых 
небесных тел, которая позволила бы выделить потенциально опасные 
тела, угрожающие столкновением. 

Работа [21] посвящена анализу влияния различных возмущаю-
щих факторов на высокоточный прогноз орбит КО. Проведена систе-
матизация возмущений для высокоорбитальных и низкоорбитальных 
КО. Дана оценка их степени влияния и разработаны модели возмуще-
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ний, обеспечивающие существенное повышение точности прогноза 
эфемерид. Полученные результаты имеют немаловажное значение для 
обеспечения точности навигационных определений траекторий дви-
жения орбитальных объектов, а также для надежного прогнозирования 
возможных столкновений функционирующих КА с элементами кос-
мического мусора. 

На основании проведенного выше анализа можно сделать вывод, 
что в настоящее время основными методами определения орбит КА яв-
ляются методы, реализующие совместную обработку результатов наблю-
дений по полной выборке. Они широко освещены в отечественной и зару-
бежной литературе и успешно решают широкий круг важных и сложных 
прикладных задач. Однако вопросы улучшения их точностных и вычис-
лительных характеристик продолжают оставаться актуальными.  

Созданная методология базируется на непосредственном при-
менении в динамических задачах оценивания условий метода макси-
мального правдоподобия (ММП) и метода наименьших квадратов. По 
смыслу они представляют собой необходимые условия оптимальности, 
характерные для прямых методов оптимизации.  

Вместе с тем необходимо отметить, что методы теории опти-
мальной обработки измерений, как и методы теории оптимального 
управления, могут строиться и развиваться на основе использования 
различных форм и принципов формирования условий оптимально-
сти — как прямых, так и вариационных. Вариационные условия опти-
мальности создают новую базу для решения данного класса задач.  

Каждая форма условий оптимальности имеет свою область 
наиболее рационального применения. Теоретический анализ и накоп-
ленный опыт практического применения методов теории оптимально-
го управления убедительно показывает, что там, где удается реализо-
вать вариационные условия оптимальности (принцип максимума), 
обеспечиваются лучшие точностные и вычислительные характеристи-
ки алгоритмов по сравнению с алгоритмами управления, основанными 
на прямых методах оптимизации. Поэтому можно ожидать, что разра-
ботка и применение вариационного подхода к задачам определения 
орбит КО по угловым измерениям ОЭС также позволит обеспечить 
необходимые вычислительные и точностные характеристики соответ-
ствующих алгоритмов. 

Вопросы теоретического обоснования и применения указанного 
вариационного подхода к задачам статистического оценивания нелиней-
ных динамических систем рассматривались в работах авторов [22, 23]. 

Данная статья посвящена вопросам применения указанного ва-
риационного подхода к решению задач оценивания параметров траек-
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тории движения орбитального объекта по результатам угловых изме-
рений, проводимых наземными ОЭС, с использованием критерия мак-
симального правдоподобия. Приводятся модели динамики КО, модели 
измерений, соответствующие системы сопряженных дифференциаль-
ных уравнений краевой задачи, алгоритм определения оценок пара-
метров орбиты, а также результаты тестовых расчетов применительно 
к условиям полета КО МЕТЕОР – ПРИРОДА (по международной 
классификации — METEOR PRIRODA). 

Характеристики сходимости итерационных процессов вариаци-
онного оценивания параметров орбиты КО во многом зависят от точ-
ности определения начального приближения неизвестного вектора 
кинематических параметров. Для получения практически приемлемых 
результатов здесь могут быть использованы приближенные численно-
аналитические решения, которые приведены в работах [4, 24, 25], по-
лученные применительно к условиям движения КО в центральном 
гравитационном поле Земли по трем или четырем измерительным точ-
кам. Этот вопрос кратко рассматривается ниже в пункте 5. 

2. Общая постановка задачи и вариационные условия опти-
мальности оценок. Рассмотрим задачу оценивания параметров движе-
ния динамического объекта, которая заключается в наилучшем в неко-
тором смысле определении n -мерного вектора его исходного состояния 

0x  на заданный начальный момент времени 0t t  по результатам изме-

рений, проводимых в N  точках it , заданных на интервале измерений 

0τ T t  , где T  — конечный момент интервала измерений. 

Пусть динамика объекта описывается векторным дифференци-
альным уравнением: 

 

 0 0 0( , ), ( ) , , .x x t x t x t t T     (1) 

 
Измерениям подвергается m-мерный вектор: 
 

 ( ) ( ) .t q t   

 
Измеренное значение вектора   в момент it  обозначим как 

( )i iy t y , и представим модель измерений в виде: 

 
( ) [ ( )] ;i i iy t x t     

1(1)i N ;      0 ,it t T . 
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Здесь i  — m-мерный вектор случайных ошибок измерений, 

стохастическое изменение которого зададим некоторым многомерным 
непрерывным дифференцируемым распределением ( , )i if    с парамет-

рами i , отличающемся в общем случае от нормального распределения. 

Требуется найти такую оценку вектора 0x , которая обеспечива-

ет экстремальное значение функционала: 
 

 1 i
1

( ), [ ( ), ],   ,
N

i i i
i

I y t x t c  


  (2) 

 
где 
 

 1ln ( ) [ ( ), ], ;i i i i if y t x t c     1(1) .i N  

 
Данный функционал является логарифмической функцией 

правдоподобия. Предполагается выполнение известных условий 
наблюдаемости. 

В работе [22] показано, что задача определения оптимальной 
оценки вектора 0x  и порождаемой ей оптимальной траектории 

( , )x x t0  сводится к решению двухточечной краевой задачи для кано-

нической системы: 
 

;
λ

H
x





 λ ,
H

x


 


  

 

где т ( , )H x t    — гамильтониан системы;   — n-мерная вектор-

функция сопряженных переменных с промежуточными и граничны-
ми (краевыми) условиями: 
 

( ) ( ) [ , ( ), ];i i i i it t y x t
x

    
 


 

0( ) 0;t   ( ) 0.T   
 

 
В совокупности эти соотношения характеризуют вариационные 

условия оптимальности оценок. Таким образом, рассматриваемую за-
дачу можно интерпретировать как двухточечную краевую задачу с 
промежуточными ограничениями на сопряженный вектор  . 
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При нормальном законе распределения ошибок измерений 
(0, )

i
N K  с нулевым вектором математического ожидания и корреля-

ционной матрицей 
i

K  необходимо найти такую оценку вектора 0x , 

которая обеспечивает минимальное значение функционала: 
 

   1

1

( ) [ ( )] ( ) [ ( )] .
N

T
i i i i

i
i

J y t x t K y t x t




     (3) 

 
В этом случае краевая задача вариационного оценивания пред-

ставляется следующими уравнениями и условиями: 
 

;
λ

H
x





  λ ;
H

x


 


  (4) 

 

 1( ) ( ) [ ( )] ;
T
i

i i i i
i

i
t t K y x t

x
  




    


 1(1) ;i N  

0( ) 0;t   ( ) 0.T   
(5) 

 

Для решения данной краевой задачи заметим, что оптималь-
ная оценка вектора параметров движения объекта 0x  является кор-

нем уравнения: 
 

0( , ) 0,x T   (6) 
 

заданного неявно на процедурах интегрирования системы (4).  
Здесь 0( , )x T  есть значение сопряженного вектора, определен-

ное для конечного момента времени t T -мерного интервала.  
Для решения указанного уравнения могут быть использованы 

различные численные методы, такие как метод Ньютона и другие. Вы-
числительная схема метода Ньютона имеет вид: 

 

1

0
0 0 0

0
1

( , )
( , );

i
i i i

x T
x x x T

x





 
    

 

0

0

( , )
det 0,i

i

x T

x

 
 

  
 

(7) 

 

где i — номер итерации. 
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Для вычисления матрицы частных производных, входящей в (7), 
можно использовать численный метод конечных разностей. 

Перейдем к непосредственному рассмотрению вопросов приме-
нения данного вариационного подхода к решению задач определения 
параметров траектории орбитального объекта по результатам угловых 
измерений, проводимых наземными ОЭС. 

3. Математические модели краевой задачи вариационного 
определения параметров траектории орбитального объекта по ре-
зультатам угловых измерений, проводимых наземными оптико-
электронными средствами. Для реализации изложенного выше вари-
ационного подхода к определению параметров траектории орбиталь-
ного объекта по результатам угловых измерений, проводимых назем-
ными ОЭС, необходимо, прежде всего, конкретизировать основные 
математические модели, входящие в постановку краевой задачи оце-
нивания. Поэтому рассмотрим уравнения движения КО, математиче-
ские модели измерений, а также сопряженную систему дифференци-
альных уравнений. 

Уравнения движения КО. При решении задач определения 
параметров траектории орбитального объекта по результатам угло-
вых измерений, проводимых наземными ОЭС, будем использовать 
относительную гринвичскую систему координат (ГСК) Oxyz  с 

началом в центре масс Земли, плоскость ( )xy  совпадает с плоско-

стью экватора, ось x направлена в нулевой (Гринвичский) мериди-
ан, ось z  — по вектору угловой скорости вращения Земли, а ось y 
дополняет систему до правой. 

Уравнения движения КО могут быть представлены с любой 
требуемой степенью сложности в зависимости от применяемых моде-
лей действующих сил. Это не является ограничивающим фактором для 
применения вариационного варианта ММП для статистической обра-
ботки измерений. Если ограничиться учетом второй зональной гармо-
ники в разложении геопотенциала, то уравнения движения КО можно 
представить в следующем удобном для программирования виде [1]: 

 
; ; ;x y zx V y V z V      

2( ) 2 ;x З З y xV A x V S VV        

2( ) 2 ;y З З x yV A y V S VV        

(2 ) ,z zV BC A z S VV     

(8) 

 
где 
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B
rr

  

2
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;
2

ЭR
C

r
    
 

 
2

5 ;
z

D
r

   
 

 

2 2 2 ;r x y z    2 2
1 ;r x y   

2 2 2 ;x y zV V V V    00 ;
ЭR


   20

20 3 ;
Э

c

R
    

 
, , , , ,x y zx y z V V V  — составляющие векторов координат и скорости КА в 

ГСК; S  — баллистический коэффициент;   — плотность воздуха; 

20,c  — параметры модели ГПЗ; ЭR  — экваториальный радиус Земли. 

При расчете силы сопротивления воздуха принимается, что ат-
мосфера вращается вместе с Землей. Влияние ветра на движение КА 
не учитывается. При таких допущениях отнV V . 

Модель измерений. Модели измерений представляют собой ма-
тематические зависимости между измеряемыми и текущими кинема-
тическими параметрами движения КО, а также ошибками измерений. 

Независимым измерениям с помощью ОЭС наземного измери-
тельного пункта (ИП) подвергается двумерный вектор: 

 

 ( ) ( ) ,t q t    (9) 

 
где 
 

 ( ) ( ), ( ) ;
T

t A t t    ( ) ( ), ( ) ;
T

q t r t V t     

( ) [ ( ), ( ), ( )] ;Tr t x t y t z t  ( ) [ ( ), ( ), ( )] ;T
x y zV t V t V t V t  

(10) 

 
( )A t  — азимут объекта; ( )t  — угол места объекта; ( )r t , ( )V t  — 

векторы координат и скорости КО в ГСК соответственно. 
Измерительные ОЭС имеют соответствующие географиче-

ские координаты точек стояние в ГСК: широту ,ПB  долготу 

ПL  и высоту .Пh  

Измеренные значение вектора i  в моменты it  обозначим через 

iy  и представим модель измерений в виде: 
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( ) [ ( )] ;i i iy t q t     

1(1) ;i N  1[ , ],i Nt t t  
(11) 

 

где N  — число измерительных точек; 1t  — момент первого измере-

ния, 1 0t t ; Nt  — момент последнего измерения, Nt T . 

i  — m -мерный вектор случайных ошибок измерений.  

Будем полагать, что i  подчиняется нормальному закону рас-

пределения с нулевым математическим ожиданием и корреляционной 
матрицей 

i
K : 

 

(0, ),i i
N K 

 
 
где 
 

2

2
.

A i

i

i

i

i

K
K

K




 
 
  

 

 

Здесь Ai
  и 

i
  — среднеквадратические ошибки измерений 

азимута и угла места КО в соответствующие моменты измерений it , 

1(1)i N , iK  — корреляционные моменты ошибок измерений. 

Приведем расчетные соотношения, определяющую связь изме-
ряемых угловых параметров A ,  с кинематическими параметрами 

траектории КА и координатами ОЭС, заданными в ГСК. 

Обозначим через  , ,
T      вектор координат КО, определя-

емый в топоцентрической измерительной системе координат (ИСК) 
, ,ПO    . В этой системе точка ПO  находится в точке расположения 

измерительного пункта, ось ПO   направлена на северный полюс Зем-

ли по касательной к меридиану точки ПO , ось ПO   — по внешней 

нормали к земному эллипсоиду, а ось ПO   дополняет систему до пра-

вой. Тогда расчетные значения измеряемых параметров 

 ( ) ( )i it q t   , входящие в оптимизируемый функционал и в форму-

лы определения скачков сопряженных переменных (5), будут вычис-
ляться путем интегрирования уравнений движения в ГСК на моменты 

it  по следующим формулам: 
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arctg ;A





 0 360 ;A    

arsin ;
D


   90 90 ;      

2 2 2( ) ( ) ( ) ,П П ПD x x y y z z       

(12) 

 
где , ,П П Пx y z  — координаты пункта наблюдения, определяемые по 

формулам: 
 

 cos cos ;П  B П П Пx r h B L   

 cos sin ;П B П П Пy r h B L   

 (1 ) sin ;П B П Пz r h B    

2 2
,

1 sin ( )

e
B

a
r

e B


 
 

(13) 

 
где , ,П П Пx y z  — координаты пункта наблюдения в ГСК; ,П ПB L  — 

геодезические широта и долгота измерительного пункта соответ-
ственно; Пh  — высота пункта наблюдения над поверхностью обще-

го земного эллипсоида;   — коэффициент полярного сжатия Земли; 

ea  — большая полуось Земного эллипсоида; e  — эксцентриситет 

земного эллипсоида. 
Входящие в формулы (12) величины , ,    вычисляются по 

формулам: 
 

;
П

П

x x

y y

z z

    
         
       

 

sin cos sin sin cos

cos cos cos sin sin .

sin cos 0

П П П П П

П П П П П

П П

B L B B

B L B L L

L B

  
    
  

 

(14) 

 
Согласно условию (5), определяющему скачки сопряженных 

переменных в моменты измерений, при решении навигационной зада-
чи на основе вариационных условий оптимальности необходимо опре-
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делять матрицу частных производных 
( )q

q




 от измеряемых парамет-

ров   по текущим кинематическим параметрам движения КО q  для 

вычисления скачков сопряженного вектора в каждой измерительной 
точке по следующему алгоритму: 

 

( )
, ,

q

q r V

        
 (15) 

 
где 
 

;
r

 
 

 
 0.

V





 

 

В этом выражении матрица 



 определяется путем дифферен-

цирования элементов вектора измеряемых параметров   по элемен-

там вектора  , ,
T      в топоцентрической ИСК. 

Сопряженная система дифференциальных уравнений. Для 
решения навигационной задачи с использованием вариационных 
условий оптимальности необходимо конкретизировать вид системы 
дифференциальных уравнений, описывающих поведение сопряжен-

ного вектора λ . 
Если поведение исходной динамической системы описывается 

уравнениями общего вида (1), то сопряженные уравнения в системе (4) 
принимает следующий общий вид: 

 

.
T

x

      
  (16) 

 

В этом уравнении вектор   соответствует вектору правых ча-

стей уравнений движения (8). 
При записи сопряженной системы дифференциальных уравне-

ний (16) необходимо учитывать возможность ее упрощения с точки 
зрения полноты учета малых возмущений, входящих в уравнения дви-
жения (8), на ограниченных мерных интервалах. К ним относятся со-
противление атмосферы и возмущающее ускорение, обусловленное 
влиянием сжатия Земли.  
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В известной работе В. С. Новоселова [26] было показано, что при 
решении задач оптимального управления на базе принципа максимума 
для уравнений движения объекта с малым параметром допустимо 
упрощать сопряженную систему уравнений без существенной потери 
точности с точки зрения достижения экстремального значения миними-
зируемого функционала. При этом уравнения движения КО сохраняют 
свой вид (8), в которых учитываются указанные возмущения. 

Если при составлении сопряженной системы дифференциальных 
уравнений в уравнениях (8) пренебречь возмущающим влиянием атмо-
сферы, то уравнения (16) можно представить следующим образом: 

 

2
1 4 62

( ) 10 ;З
xz

A PE x BC
r

          

2
2 5 62( ) 10 ;З

yz
A PE y BC

r
          

2

3 6 62(2 ) 10 ;
z

BC A PE z BC F
r

           

4 1 52 ;З       5 2 42 ;З       6 3,    

(17) 

 
где 
 

3 2 (2 1);P A BC D    

2 ;Q BCD  

4 5 6
2 ;

x y z
E

r


    
  

2

.
r

F QE
z   

 
Особенностью этой системы сопряженных дифференциальных 

уравнений (17) состоит в том, что она строго учитывает сжатие ГПЗ. 
Данная система получена, согласно (16), путем дифференцирования 
правых частей уравнений движения (8) по элементам вектора фазового 
состояния КО , , , , ,x y zx y z V V V , а также простых алгебраических преоб-

разований, связанных с приданием системе (17) наиболее компактной 
формы, удобной для программирования и экономичной в вычисли-
тельном отношении при проведении расчетов. 

Если при составлении сопряженных систем дифференциальных 
уравнений дополнительно пренебречь влиянием сжатия ГПЗ, то урав-
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нения (17) значительно упрощаются. В данном случае 20 0   и вы-

полняются следующие соотношения: 
 

0;C   00 ;A B   3 ;P A  0.Q   

 
Поэтому сопряженная система (17) принимает более простой вид: 
 

2
1 00 4 00( ) 3 ;З B B E x          

2
2 00 5 00( ) 3 ;З B B E y          

3 00 5 00) 3 ;B B E z       

4 1 52 ;З       5 2 42 ;З       6 3.    

(18) 

 
4. Краевая задача вариационного оценивания. На основании 

изложенного в пунктах 2 и 3 решения навигационной задачи в ГСК с 
использованием вариационных условий оптимальности сводится к 
решению двухточечной краевой задачи для П-системы из двенадцати 
нелинейных дифференциальных уравнений (8) и (17) либо (18). При 
использовании сопряженной системы (18) полная система дифферен-
циальных уравнений, подлежащая совместному интегрированию в 
ходе решения краевой задачи, дается следующими соотношениями: 

 
; ; ;x y zx V y V z V      

2( ) 2 ;x З З y xV A x V S VV        

2( ) 2 ;y З З x yV A y V S VV        

(2 ) ;z zV BC A z S VV     
2

1 00 4 00( ) 3 ;З B B E x          
2

2 00 5 00( ) 3 ;З B B E y          

3 00 5 00) 3 ;B B E z       

4 1 52 ,З       5 2 42 ;З       6 3.    

0( ) 0;s t   ( ) 0;s T   1,2,...,6.s   

(19) 

 
Здесь в уравнениях движения, описывающих поведение фазо-

вых координат , , , , ,x y zx y z V V V , полностью учитываются как сжатие 

ГПЗ, так и влияние атмосферы. 
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В моменты измерений it  сопряженный вектор 1 2 6[ , ,..., ]      

претерпевает скачкообразные изменения: 
 

( ) ( ) ( ),i i it t t       (20) 
 
где 
 

 1 [ ( )] .
T
i

i i
i

i
K y q t

q




  


 

 
Для рассматриваемого выше состава измерений значения 

[ ( )]iq t  определяются по формулам (12), а элементы матрицы част-

ных производных от измеряемых параметров по текущим элементам 
траектории — согласно (15).

 В ходе решения краевой задачи необходимо определить неиз-
вестный вектор исходного состояния 0q  на заданный момент 0t  по 

известным краевым условиям для сопряженного вектора 0( ) 0t   и 

( ) 0.T   Для решения этой задачи, как отмечено в пункте 2, могут 

применяться метод Ньютона (7), его модификации и другое.  
5. Определение начального приближения для итерационно-

го определения орбиты. Характеристики сходимости итерационных 
процессов вариационного оценивания параметров орбиты КО во мно-
гом зависят от точности определения начального приближения неиз-
вестного вектора кинематических параметров. Начальные условия при 
итерационном решении задачи оценивания определяются в зависимо-
сти от того, имеются ли данные о конкретном КО в каталоге или он 
является новым. В первом случае для определения НУ необходимо 
проинтегрировать уравнение движения от момента времени, соответ-
ствующего данным каталога, до момента входа КО в зону видимости 
ОЭС или до начала момента времени принятого мерного интервала. Во 
втором случае для определения начального приближения могут быть, 
в частности, использованы приближенные алгоритмы, приведенные в 
работах [4, 24, 25], полученные применительно к условиям движения 
КО в центральном гравитационном поле Земли по трем или четырем 
измерительным точкам.  

Различные алгоритмические способы решения данной задачи 
подробно рассмотрено в известной монографии М. Ф. Субботина [4]. 
Наиболее распространенным является метод Гаусса, который приво-
дит к итерационному решению известного уравнения Лагранжа отно-

DIGITAL INFORMATION TELECOMMUNICATION TECHNOLOGIES

1253SPIIRAS Proceedings. 2019. Vol. 18 No. 5. ISSN 2078-9181 (print) 
ISSN 2078-9599 (online), www.proceedings.spiiras.nw.ru

_________________________________________________



сительно дальности от измерительного пункта до КО. Для ускорения 
расчетов по методу Гаусса в этой работе, в частности, рекомендуется 
использовать приближенные формулы Гиббса. 

Метод Гаусса широко применяется в астрономии для определе-
ния орбит астероидов и комет на гелиоцентрических орбитах. В этом 
случае сложно указать как дальности до наблюдаемых объектов, так и 
параметры их орбит. Однако, когда речь идет о системах контроля 
околоземного космического пространства, это не так. Практический 
интерес для таких систем представляют объекты искусственного про-
исхождения, находящиеся на околокруговых и эллиптических геоцен-
трических орбитах. 

Поэтому при разработке методов определения орбит таких КО 
необходимо учитывать имеющиеся реальные ограничения на топоцен-
трические дальности: 

 

min max ,iD D D   

 
где minD = 120 км, maxD = 50000 км и более. 

Эти ограничения на топоцентрическую дальность определяются 
характеристиками орбит реально существующих КО. Их учет позволя-
ет получить приближенные оценки дальности от измерительного 
пункта до КО. Методика использования метода Гаусса для определе-
ния начальных параметров движения КО по геоцентрическим орбитам 
изложена в [24]. Она предусматривает варьирование неизвестного зна-
чения начальной дальности в указанном диапазоне ее изменения при 
решении уравнений Лагранжа. 

В настоящее время известно несколько модификаций метода 
Гаусса, которые используют одну и ту же процедуру для получения 
начального приближения и различаются в основном алгоритмами, ис-
пользуемыми в итерационных процедурах уточнения начального при-
ближения. Такие модифицированные алгоритмы приведены в указан-
ных выше работах [24, 25]. 

Из работ последних лет, связанных с данной проблематикой, 
отметим также работы [15-17]. В [15] и [16] рассмотрена задача 
начального определения орбиты КО по результатам оптических изме-
рений, получаемых на совокупности коротких дуг, которые относят 
друг от друга на различные промежутки времени. В работе [17] пред-
ложена вероятностное определение начальной орбиты КО с использо-
ванием гауссовской смешанной модели.  

Таким образом, в настоящее время имеется целый ряд алго-
ритмов приближенного определения начальных условий для оцени-
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вания параметров орбитального движения КО по оптическим изме-
рениям, которые могут обеспечить надежную сходимость вычисли-
тельного процесса решения рассматриваемой задачи в ее строгой 
нелинейной постановке. 

6. Общий алгоритм решения краевой задачи вариационного 
оценивания. Общая последовательность вычислений при решении 
краевой задачи вариационного оценивания параметров орбитального 
движения КО состоит в следующем. 

1. По предварительно определенному начальному значению не-

известного вектора фазового состояния КО 0 0 0[ , ]Tq r V  и по началь-

ным условиям для сопряженных переменных 0 0( ) 0t     совместно 

интегрируются основная и сопряженная системы дифференциальных 
уравнений П-системы (19) на принятом мерном интервале 0[ , ].t t T  

В ходе интегрирования в моменты измерений ,it  1(1) ,i N  по 

формулам (20) учитываются скачки сопряженных переменных ( ).it  

2. По результатам интегрирования дифференциальных уравне-
ний, входящих в (19), вычисляются вектор состояния 0( , )q q T  и невязка 

для сопряженных переменных в конечный момент времени 0( , ).q T  

3. Методом конечных разностей вычисляется значение и, затем, 
обращается матрица частных производных от сопряженных перемен-
ных в конечный момент времени T  по определяемым начальным 

условиям 0

0

( , )
.

s

q T

q

 
  

 

4. Реализуется вычислительная схема метода Ньютона по фор-
муле (7) и определяется уточненное значение неизвестного вектора 
параметров движения 0.q  

5. Проверяются заданные условия окончания итерационного про-
цесса по точности решения. Если точностные требования не выполня-
ются, то вычислительный процесс повторяется, начиная с пункта 1, при 
новых уточненных начальных условиях. Этот процесс повторяется ите-
рационно, пока не будет достигнута требуемая точность расчета. 

7. Результаты тестовых расчетов. Приведем некоторые ре-
зультаты тестовых расчетов, связанных со статистическим оценивани-
ем параметров орбиты по угловым измерениям ОЭС по приведенному 
в пункте 4 вариационному алгоритму метода максимального правдо-
подобия, применительно к КО МЕТЕОР – ПРИРОДА. Предполагалось, 
что ОЭС находится в районе горогда Кисловодск с геодезическими 
координатами 43.91ПB   , 42.72 .ПL  
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Основная цель численных расчетов заключалась в исследовании 
сходимости указанного выше алгоритма оценивания, а также влияния 
ошибок измерений на смещение получаемых оценок относительно 
«истинных» (точных) значений. 

Исходные данные определялись по каталогу NORAD США в 
TLE-элементах [5] на дату 19.01.2017 года и время 03 часа 28 минут 
59.82 секунд. Эти данные преобразовывались в прямоугольные эле-
менты ГСК. Далее по полученным начальным условиям путем числен-
ного интегрирования уравнений движения решалась задача определе-
ния временных и кинематических параметров нахождения КО в зонах 
видимости заданной ОЭС. При этом были учтены требуемые условия 
освещенности КО (условия проведения измерений в ночное время), а 
также допустимые условия по углу возвышения КО над горизонтом 
ОЭС, который составлял 12º. 

Для проведения тестовых расчетов была выбрана зона видимо-
сти КО МЕТЕОР – ПРИРОДА на дату 22.01.2017 года со временем 
входа в зону видимости 02 часа 47 минут 13 секунд и временем выхода 
из зоны 02 часа 53 минут 30 секунд. Таким образом, мерный интервал 
составил 377 секунд. 

В качестве точных значений эфемерид КО принимались значе-
ния вектора состояния КО в ГСК, полученного на момент входа в ука-
занную зону видимости. 

На следующем этапе формировался массив угловых квазиизме-
рений. Для этого, во-первых, определялась расчетная траектория дви-
жения КО в зоне видимости на мерном интервале по параметрам кото-
рой производился расчет значений азимута и угла места на мерном 
интервале с дискретностью измерений 1 с. Для учета ошибок измере-
ний проводилось статистическое моделирование выборки случайных 
измерений согласно нормальному закону их распределения с заданны-
ми значениями среднеквадратических отклонений 1''A   и 1''.   

Сформированный массив случайных измерений на мерном ин-
тервале 377Т   с подвергался статистической обработке путем числен-
ного решения краевой задачи вариационного оценивания (19), (20) ме-
тодом Ньютона (7) с использованием модели угловых измерений (12). 

С целью проверки области сходимости решения выбирались до-
статочно грубые начальные приближения 00q . Они отличались от точ-

ных значений 0q  на 50 км по элементам вектора координат и на 50 м/с 

по проекциям вектора скорости. Итерационный процесс прекращался 
после выполнения пяти итераций. 

Результаты расчетов приведены в таблицах 1 и 2. 
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Таблица 1. Результаты оптимального оценивания 
Параметры 
оценивания 

 

0,x  км 0,y км 0,z км 
0
,xV

км/с 
0
,yV  

км/с 
0
,zV  

км/с 

Точные 
значения 

4643.812 3641.892 3561.745 -2.08926 -3.64065 6.43072 

Начальное 
приближ-е 

4593.812 3591.892 3511.745 -2.13926 -3.69065 6.38072 

Оптимальн. 
оценки 

4643.826 3641.896 3561.736 -2.08929 -3.64069 6.43077 

Ошибки  
оценивания 

0.013 0.005 -0.009 -0.00004 -0.00004 0.00005 

 

Таблица 2. Сходимость вычислительного процесса 

Номер 
итерации 

Ошибки оценивания 

0 ,δx м 0 ,δy  м 0 ,δz  м 
0

,xδv  м/с 
0
,yδv  м/с 

0
,zδv  м/с 

0 50000 50000 50000 50 50 50 
1 12451 4970 -9102 -031.79 -46.56 51.13 
2 2085 997 -900 -4.42 -6.52 7.53 
3 8 26 82 0.11 0.16 -0.11 
4 30 -13 22 0.07 0.12 -0.13 
5 10 5 -9 -0.04 -0.04 0.05 

 

В таблице 1 даны точные значения параметров начального фа-
зового состояния КА в абсолютной геоцентрической системе коорди-
нат, принятое начальное приближение элементов уточняемого вектора, 
полученные в результате вариационной обработки измерений опти-
мальные оценки, а также характеристики точности оценивания. 

В таблице 2 представлены значения абсолютных ошибок нави-
гационного оценивания по итерациям. Анализ показывает, что в рас-
смотренных условиях достаточно проведения трех или четырех итера-
ций. При выполнении четырех итераций абсолютные ошибки оценок 
вектора начального состояния КО не превышают 30 м по элементам 
вектора координат и 0.13 м/с по элементам вектора скорости. Макси-
мальные относительные ошибки составляют по координатам не более 

50.6 10 , а по элементам вектора скорости не более 40.3 10 . 
Эти данные свидетельствуют о достаточно высокой точности и 

скорости сходимости вычислительного процесса даже при больших 
отклонениях начального приближения от точного значения оценивае-
мого вектора фазового состояния КО.  

8. Заключение. В заключении отметим, что предлагаемые ме-
тодические средства могут быть использованы при разработке и мо-
дернизации алгоритмов оптимального статистического оценивания 
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параметров состояния различных типов КО в составе автоматизиро-
ванных комплексов обработки наблюдений и, в частности, при реше-
нии задачи определения параметров орбитального движения КО по 
угловым измерениям ОЭС, входящих в состав автоматизированной 
системы предупреждения об опасных ситуациях в околоземном кос-
мическом пространстве [12]. Они могут также применяться для реше-
ния задач тестирования приближенных алгоритмов навигационного 
оценивания и для выбора эффективной программы измерений. 

В целом исследования показали, что вариационный подход яв-
ляется вполне работоспособным дополнением к существующей мето-
дологии навигационного определения параметров движения КО, осно-
ванной на прямом применении метода максимального правдоподобия. 
Предложенные алгоритмы могут применяться как самостоятельно, так 
и параллельно с алгоритмами прямого подхода для контроля правиль-
ности вычислений и обеспечения надежности результатов оценивания, 
что особенно важно в условиях массовых расчетов, проводимых в си-
стеме контроля космического пространства. 
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Angular Measurements of Ground-Based Optoelectronic Stations 

Abstract. The successful solution of practical cosmonautics problems is largely achieved by 
contemporary advances in measurement and computing technology, as well as by improvements 
in methods of primary and secondary processing of trajectory measurements. Therefore, in long-
range programs of space exploration and space technology development, much attention is paid to 
improving existing and developing new algorithmic and technical means of navigation support for 
flights of space objects with the purpose to expand capabilities and increasing the efficiency of 
autonomous navigation systems of spacecraft, as well as ground-based and perspective orbital 
systems of space monitoring. Currently, active work is underway to modernize and develop 
promising complexes of specialized optoelectronic devices for monitoring near-Earth space based 
on angular measurements. The article considers the application of the variational approach for 
solving problems of statistical estimation of the trajectory parameters of the orbital object by 
angular measurements, which were carried out by ground-based optoelectronic means that are part 
of the modern space control system. Models and algorithms for determining estimates of orbital 
parameters that implement the variational version of the maximum likelihood method are 
presented, as well as the results of test calculations related to iterative solution of the two-point 
boundary value problem of variational estimation. The main purpose of the numerical calculations  
is a study of convergence of the proposed estimation algorithm, as well as the impact of 
measurement errors on the displacement of the obtained estimates relative to their exact values. 
The simulation results, presented in the article, correspond to the conditions of the orbital motion 
of METEOR PRIRODA spacecraft and were obtained using the ephemeris data of the NORAD 
catalog in TLE-elements. 

Keywords: Statistical Estimation, Spacecraft, Nonlinear Dynamical Systems, Maximum 
Likelihood Criterion, Optical Angular Measurements. 
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