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Аннотация. Настоящая работа посвящена исследованию влияния нулей 
передаточной функции на свойства регуляторов состояния. В настоящее время при 
проектировании регуляторов с использованием алгоритмов модального управления 
наибольшее внимание уделяется выбору желаемого распределения полюсов объекта 
управления. При наличии нулей передаточной функции, близких к полюсам, 
объект управления стремится к вырождению, что проявляется в ослаблении влияния 
входных управляющих сигналов на выходные сигналы. При расчете регуляторов 
состояния это приводит к появлению чрезмерно больших коэффициентов регулятора, 
чувствительных к изменению параметров объекта и снижению параметрической 
робастности системы управления. Существующие методы анализа математической 
модели объекта сводятся к количественной оценке характеристик управляемости и 
наблюдаемости или редукции объекта управления. Перечисленные методы обладают 
рядом недостатков, таких как зависимость от базиса в пространстве состояний, 
игнорирование части модели объекта управления. В настоящей работе для проведения 
анализа свойств математической модели используется инвариантная по отношению к 
базису характеристика объекта — матрица вырожденности. В результате исследования 
установлено, что коэффициенты регулятора состояния обратно пропорциональны 
определителю матрицы вырожденности объекта управления, определитель матрицы 
вырожденности равен результанту полиномов передаточной функции и его величина 
зависит от расположения нулей передаточной функции. Предложен способ 
декомпозиции модели объекта управления с использованием вычетов передаточной 
функции. В результате преобразования полюса, которые вызывают появление больших 
коэффициентов регуляторов, выделяются в виде структурной помехи в составе объекта. 
Проектирование систем управления для подобного представления объекта может быть 
реализовано с использованием теории робастного управления. 
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состояния, вырожденность объекта, ганкелева матрица, результант полиномов, вычет 
функции, мультипликативная неопределенность. 

 
1. Введение. В последние десятилетия применение алгоритмов 

модального управления в проектировании систем автоматического 
управления стало общепринятой практикой. Основной проблемой, 
возникающей при разработке регуляторов состояния, является выбор 
желаемых собственных чисел замкнутой системы, обеспечивающих 
требуемые показатели качества функционирования проектируемой 
системы управления [1-3]. Распространенными методами выбора же-
лаемых собственных чисел являются использование корней стандарт-
ных полиномов (Баттерворта, Бесселя, Чебышева) [3-4], определение 
областей расположения собственных чисел на комплексной плоскости, 
в зависимости от требуемых показателей качества [3, 5-6], применение 
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мер модального доминирования [7-8]. Методы теории модального 
управления позволяют обеспечить любой желаемый набор собствен-
ных чисел в замкнутой системе управления, однако использование 
стандартных методов назначения собственных чисел зачастую приво-
дит к неудовлетворительным свойствам разработанного регулятора, в 
частности, к высокой чувствительности коэффициентов регулятора к 
параметрам объекта, что приводит к снижению параметрической ро-
бастности системы управления [7, 9]. В связи с этим возникает необ-
ходимость предварительного структурного анализа математической 
модели объекта управления. Было установлено, что зачастую проблема 
появления чрезмерно больших по модулю коэффициентов регулятора 
появляется в тех случаях, когда объект управления имеет нули переда-
точной функции, в частности, при проектировании прецизионных без-
редукторных электроприводов [10]. Отсюда вытекает необходимость 
при анализе математической модели объекта управления учитывать не 
только полюса, но и нули передаточной функции объекта управления. 

Проблемы структурного анализа математических моделей при 
разработке регуляторов состояния рассмотрены в ряде современных 
исследований. В [7] при назначении желаемых корней характеристи-
ческого уравнения предлагается руководствоваться вводимыми в 
работе мерами модального доминирования. В работах [11-15] обсуж-
дается возможность использования количественных мер управляемо-
сти и наблюдаемости объектов управления для выбора желаемых 
собственных чисел замкнутой системы. Предлагаемые количествен-
ные меры базируются на использовании каких-либо числовых харак-
теристиках матриц управляемости и наблюдаемости, либо грамианов 
управляемости и наблюдаемости. В работах [14-15] предлагается ре-
структуризация и смена базиса математической модели объекта в 
зависимости от грамианов управляемости и наблюдаемости. Исполь-
зование мер модального доминирования, а также различных числен-
ных характеристик управляемости и наблюдаемости зачастую не 
обеспечивает положительных результатов по причине их зависимо-
сти от выбора базиса в пространстве состояний и игнорировании ну-
лей передаточной функции [10]. 

Значительное распространение при синтезе регуляторов состоя-
ния при условии наличия нулей передаточной функции получила про-
цедура редукции — понижение порядка модели объекта управле-
ния [15-17]. Понижение порядка модели объекта управления упрощает 
процесс разработки регулятора состояния. Однако при синтезе регуля-
торов состояния на основании редуцированной модели возникает 
необходимость проведения дополнительных исследований свойств 
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системы с регулятором пониженного порядка и полной моделью объ-
екта с возможной корректировкой регулятора состояния. 

Одним из возможных решений является конструктивная дора-
ботка объекта управления, например, посредством увеличения жестко-
сти конструкции. В этом случае можно достичь увеличения расстояния 
между нулями и полюсами передаточной функции объекта управле-
ния. В работах [18-19] рассматриваются методы формирования желае-
мого спектра передаточных нулей объекта, которые также требуют 
конструктивной доработки объекта управления на этапе проектирова-
ния. Однако на практике такой подход не всегда осуществим.  

Инвариантной характеристикой объекта управления по отноше-
нию к используемому базису в пространстве состояний является пол-
нота или противоположная к ней вырожденность модели объекта 
управления [10-11, 20]. В работе [20] исследуется влияние расстояния 
между полюсами передаточной функции на вырождение модели объ-
екта, однако в этих работах также не рассматривается возможное 
наличие нулей передаточной функции. 

В [10] вводится понятие матрицы вырожденности объекта 
управления: 

 

oc o cP = P P , (1) 
 

где oP  — матрица наблюдаемости объекта, а cP  — матрица управля-

емости.  
Матрица вырожденности имеет вид ганкелевой матрицы [21-23] и 

описывает связь между пространствами входных и выходных сигналов 
объекта управления и инвариантна к выбору базиса пространства состо-
яний объекта управления [10]. В работах [21-22] ганкелева матрица си-
стемы используется для идентификации необходимой размерности мо-
дели объекта управления, а также для его редукции. Однако не рассмат-
ривается ее связь со структурой модели, в частности с наличием нулей. 

Настоящая работа посвящена исследованию влияния нулей пе-
редаточной функции объекта на свойства регулятора состояния. Уста-
навливается взаимосвязь определителя матрицы вырожденности и ко-
эффициентов регулятора состояния. Доказывается зависимость опре-
делителя матрицы вырожденности от взаимного расположения нулей и 
полюсов модели объекта. Предлагается способ структурного преобра-
зования (декомпозиции) объекта управления при проектировании ре-
гуляторов состояния для объектов с нулями передаточной функции. 

Настоящая работа является продолжением исследования про-
блем управления объектами с нулями передаточной функции, пред-
ставленного в [10]. 
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2. Связь матрицы вырожденности и коэффициентов регулято-
ра состояния. Рассмотрим математическую модель линейного стацио-
нарного объекта с одномерным входом и одномерным выходом (SISO): 

 

,

.

u

y


 

x = Ax + B

Cx


(2) 

 

Необходимо спроектировать регулятор состояния, обеспечива-
ющий определенные динамические свойства системе управления объ-
ектом (2). При решении поставленной задачи используем принцип 
разделения процедур расчета модального управления и оценивания 
координат вектора состояния объекта (2).  

Синтез модального регулятора удобнее всего осуществлять в 
том случае, когда модель объекта управления представлена в канони-
ческой управляемой форме [2, 10]: 
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(3) 

 

Передаточная функция объекта (2) является дробно-
рациональной функцией комплексной переменной: 
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Матрицы, характеризующие модель объекта управления в кано-
нической управляемой форме (3) в соответствии с видом передаточной 
функции (4) выражаются следующим образом: 
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(5) 

 

Представление модели объекта в каноническом управляемом 
базисе обеспечивает существование алгоритма управления, обеспечи-
вающего любое заданное расположение корней характеристического 
уравнения замкнутой системы [7, 10]. Закон управления для объек-
та (2) можно записать следующим образом: 

 

.u  c c-K x (6) 
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Коэффициенты матрицы cK  в каноническом управляемом ба-

зисе вычисляется следующим образом: 
 

c сg cK = a - a , (7) 
 

где сga — матрица-строка коэффициентов желаемого характеристиче-

ского полинома замкнутой системы, а ca — матрица-строка коэффи-

циентов характеристического уравнения матрицы cA . 

Векторы состояния моделей (2) и (3) связаны следующим соот-
ношением через матрицу преобразования базисов: 

 

,c cx = M x (8) 
 

при этом: 
 

.-1 -1
c c c c c c cA = M AM , B = M B, C = CM (9) 

 

Выразим матрицу преобразования базисов cM  через матрицы 

управляемости объекта в разных базисах. Матрица управляемости в 
базисе (2) имеет следующий вид: 

 

. 
 c

n-1P = B AB ... A B  
 

Матрица управляемости в базисе (3) имеет следующий вид: 
 

. 
 c c c c c

n-1
cP = B A B ... A B

 
 

На основании (9) получаем следующее соотношение: 
 

.c c cP = M P  
 

Матрицы управляемости известны в обоих базисах, поэтому 
матрица преобразования базиса к каноническому управляемому виду 
будет иметь следующий вид: 

 

.-1
c c cM = P P (10) 

 

На основании соотношений (8) и (10) перепишем закон управ-
ления (6) в следующем виде: 
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.u  -1
c c c-K P P x (11) 

В большинстве практических случаев часть координат вектора 
состояния x  объекта (2) не измеряется напрямую, в связи с чем, воз-
никает необходимость проектирования наблюдающего устройства. 
Представление модели объекта в каноническом наблюдаемом базисе 
гарантированно обеспечивает существование алгоритма, осуществля-
ющего оценку вектора состояния объекта. Руководствуясь принципом 
дуальности Калмана, выберем матрицы канонической наблюдаемой 
формы следующим образом: 
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Математическая модель наблюдателя полной размерности в ка-
ноническом наблюдаемом базисе записывается следующим образом: 
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 (13) 

 

В соответствии со структурой матриц o oA , C  матрица входа 

наблюдателя по ошибке имеет следующий вид: 
 

,T T
o og oL = a -a  

 

где T
oga  — матрица столбец коэффициентов желаемого характеристи-

ческого полинома наблюдателя, а T
oa  — матрица столбец коэффициен-

тов характеристического полинома матрицы oA . 
Построим наблюдатель пониженной размерности (наблюдатель 

Люенбергера) для модели объекта управления с матрицами (12).  
В соответствии с видом матрицы oС  представим вектор состоя-

ния объекта в каноническом наблюдаемом базисе в следующем виде: 
 

.
y
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где y  — измеряемая выходная переменная, а w  — вектор не измеря-

емых переменных состояния. В связи с этим запишем модель объекта 
управления в каноническом наблюдаемом базисе в следующем виде: 

;

,

y u

y y u
11 12 1

21 22 2

w = A w + A B

A w + A B


  


 (14) 

 

где матрицы объекта имеют следующий вид: 
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Вектор не измеряемых состояний w  входит в оба уравнения 
модели (14), что препятствует непосредственной оценке этого вектора. 
Введем в рассмотрение новый вектор v  согласно следующему соот-
ношению: 

 

,yw = v + L (15)
 

где  0 3 2...
T

n nl l l L  неизвестная матрица столбец, имеющая 

1n   строку. Воспользовавшись выражением (15) из двух уравне-
ний (14) получим дифференциальное уравнение относительно не из-
меряемого вектора v  в следующем виде: 

 

( ) ( ) ( ) .y u  11 21 11 12 21 22 1 2v A - LA v A L + A - LA L- LA B - LB (16) 
 

Определим оценку v  по значениям y  и u  согласно выражению: 
 

( ) ( ) ( ) .y u  11 21 11 12 21 22 1 2v A - LA v A L + A - LA L - LA B - LB  (17) 
 

Выполнив вычитание выражения (17) из выражения (16), полу-
чим дифференциальное уравнение ошибки оценивания: 
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( )( ).  11 21v v A - LA v v    
 

Отсюда следует, что оценка v  стремится к не измеряемому век-
тору v  в том случае, когда матрица ( )11 21A - LA  Гурвицева. Структу-
ра указанной матрицы, определяющей динамические свойства наблю-
дателя в соответствии с выражением (14) имеет следующий вид: 
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то есть является матрицей, сопровождающей следующий полином: 
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Выбрав динамические свойства наблюдателя, окончательно 
определим алгоритм оценивания (17). Оценка вектора ox  с использо-
ванием выхода наблюдателя (17) пониженной размерности будет 
иметь следующий вид: 
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Таким образом, независимо от типа наблюдателя — полной или 
пониженной размерности, может быть получена оценка вектора состо-
яния объекта в каноническом наблюдаемом базисе. 

Векторы состояния моделей (2) и (12) связаны следующим со-
отношением: 

 

,o ox = M x (18)
 

при этом: 
 

, , .-1 -1
o o o o o o oA = M AM B = M B C = CM (19) 

 

Выразим матрицу преобразования базисов oM  через матрицы 
наблюдаемости объекта в разных базисах. Матрица наблюдаемости в 
базисе (2) имеет следующий вид: 

      
  

T TTT 2 n-1
T

.oP = C CA CA ... CA  
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Матрица наблюдаемости в базисе (12) имеет следующий вид: 
 

      
  

T T TT
o

2 n-1
o o o o o o o

T
.P = C C A C A ... C A  

На основании соотношений (19) имеем: 
 

.-1
o o oP = P M  

 

Матрицы наблюдаемости известны в обоих базисах, поэтому 
матрица преобразования базиса к каноническому наблюдаемому виду 
определяется следующим выражением: 

 

.-1
o o oM = P P (20) 

 

Для реализации закона управления (11) используется вектор со-
стояния наблюдателя o ox = M x  полной или пониженной размерности, 

откуда находим -1
o ox = M x . Подставив это значение в выражение (11), 

получим следующее соотношение для закона управления: 
 

.u  -1 -1
c c c o o-K P P M x   

 

В соответствии с выражением (20) последнее выражение преоб-
разуется к следующему виду: 
 

.u u  -1 -1 -1
c c c o o o c c o c o o-K P P P P x -K P (P P ) P x      

 

С учетом выражения для матрицы вырожденности (1), послед-
нее выражение перепишем в следующем виде: 

 

.u  -1
c c oc o o-K P (P ) P x   (21) 

 

Согласно выражению (21) при расчете матрицы обратных свя-
зей регулятора состояний с наблюдателем требуется обращение мат-
рицы вырожденности ocP . При стремлении определителя этой матри-
цы к нулю модули коэффициентов усиления матрицы обратной связи 
стремятся к бесконечности. 

Характеристикой двух полиномов связывающей расстояния 
между их корнями (для передаточной функции — между нулями и 
полюсами) является результант полиномов. Результант полиномов 
передаточной функции равен произведению всех расстояний между ее 
нулями и полюсами. Докажем равенство определителя матрицы вы-
рожденности и результанта полиномов. 
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3. Связь определителя матрицы вырожденности и результан-
та полиномов передаточной функции. Рассмотрим математическую 
модель линейного стационарного объекта управления, записанную в 
форме «вход-выход» с передаточной функцией вида (4) и в форме 
«вход-состояние-выход» в каноническом управляемом базисе (3). 

Матрица вырожденности объекта управления ocP  имеет вид 

ганкелевой матрицы. Рассчитаем коэффициенты матрицы вырожден-
ности с учетом коэффициентов матриц (5) объекта (3): 

 

0 1 2 1

1 2 3

2 3 4 1

1 1 2 2

,

n

n

n

n n n n

d d d d

d d d d

d d d d

d d d d





  

 
  
   
 
 
  

oc o cP P P

      
(22) 

 

0 1

1 2 1 1 2 0 1

2
2 3 1 2 2 1 1 1 3 0 2 1 1

1
1 0 1 1 2 2 1

1 1 2 1 1

,

,

( ) ,

...

... ,

... , 0,1,..., 2.

n
n n n n n

n k
n k k n k n k n

d CB b

d CAB b b a b d a

d CA B b b a b b a a b d a d a

d CA B b d a d a d a

d CA B d a d a d a k n


   


     

 

    

       

     

       

 

(23) 

 

Результант многочленов составляющих передаточную функ-
цию (4) может быть получен несколькими методами: Сильвестра, Кро-
некера, Безу [23]. Для доказательства равенства определителя матрицы 

ocP  результанту полиномов передаточной функции (4) рассмотрим 

метод Сильвестра и метод Кронекера. 
Определим результант полиномов ( )u s  и ( )y s  по методу Силь-

вестра. 
Составим матрицу из коэффициентов полиномов: 
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1 2

1 1

1

1 2 1

1 2

1

1

1 ... ... 0 ... 0 0

0 1 ... ... ... 0 0

0 0 ... 1 ... ...

0 0 ... ... ... ... .

0 0 ... ... ... 0

...

0 ... ... 0 ... ... 0

... ... 0 ... 0

n

n n

n n

n n

n

n

n

a a a

a a a

a a

b b b b

b b b

b b

b b







 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

M

  

  
 

(24) 

Количество строк, составленных из коэффициентов полинома 
( )u s , равняется 1n  , количество строк, составленных из коэффициен-

тов полинома ( ),y s  равняется ,n  размерность матрицы M  — 

(2 1) (2 1)n n   . 
Результант в форме Сильвестра выражается следующим обра-

зом [23]: 
 

( 1)/2( , ) ( 1) det .n nR u y   M (25) 
 

Обозначим нулевой субрезультант полиномов следующим обра-
зом: 

 

(0) ( , ) det .R u y  M (26) 
 

Нулевой субрезультант равен результанту полиномов с точно-
стью до знака. 

Определим результант полиномов ( )u s  и ( )y s  по методу Кро-
некера. 

Метод Кронекера является терминальным методом вычисления 
результанта и позволяет, используя разреженность матрицы ,M  
уменьшить размерность матрицы необходимой для вычисления ре-
зультанта до размерности полинома ( )u s : n n  [23]. 

Выполним формальное разложение полиномов передаточной 
функции (4) в ряд Лорана по отрицательным степеням s : 

 

0 1
2 1

( )
... .

( )
j

j

cc cy s

u s s s s      

 

Умножим обе части полученного выражения на полином ( )u s , 

затем приравниваем коэффициенты при одинаковых степенях s  в ле-
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вой и правой частях получившегося равенства. Формулы, выражаю-
щие коэффициенты jc  через коэффициенты полиномов следующие: 

 

0 1

1 2 0 1

2 3 0 2 1 1

1 0 1 1 2 2 1

1 1 2 1 1

,

,

,

...

... ,

... , 0,1,..., 2.
n n n n n

n k k n k n k n

c b

c b c a

c b c a c a

c b c a c a c a

c c a c a c a k n
   

     


 

  

    

      

 
(27) 

Вычислив величины, 0 1 2 2, ,..., nc c c   составим из них ганкелеву 

матрицу: 
 

0 1 2 1

1 2 3

2 3 4 1

1 1 2 2

.

n

n

n

n n n n

с с с с

с с с с

с с с с

с с с с





  

 
  
  
 
     

  

С
 

(28) 

 

Обозначим 1,..., nС C  ее главные миноры. 

Имеет место формула (Кронекер) [22]: 
 

( ) 2
0 .k n m k

n kR a C 
 (29) 

 

Формула (29) связывает субрезультанты полиномов с главными 
минорами матрицы (28).  

Для нулевого субрезультанта полиномов передаточной функ-
ции (4) выражение (29) можно переписать следующим образом: 

 
(0) ( , ) det .R u y  C (30) 

Из выражения (30) следует, что определитель ганкелевой мат-
рицы (28), с учетом выражений (25) и (26), с точностью до знака рав-
няется результанту полиномов. В то же время ганкелева матрица (28), 
с учетом соотношений (23) и (27), идентична матрице вырожденности 
объекта (22). Таким образом, определитель матрицы вырожденности 
равен результанту полиномов передаточной функции с точностью до 
знака. Приведем доказательство для утверждения (30). 

Рассмотрим произведение двух матриц размерно-
стью (2 1) (2 1)n n   каждая: 
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1 2

1

1 1

2 1

1
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0 1

0 1

0

.1

1

0 0 0 0 0 1

n

n n

n n

a a a

a

a a a

a a
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X


   

 
   

  
 

 
    



 

 

Матрица Z  составлена из элементов матрицы ,C  матрица X  
является верхнетреугольной матрицей, составленной из коэффициен-
тов полинома ( )u s . 

Определим определитель произведения матриц Z  и ,X  как 
произведение определителей: 

 
2 1det( ) (det ) (det ) (det ) 1 det .n    Z× X Z X C C (31) 

 

С другой стороны, выполнив умножение матриц Z  и X , с уче-
том соотношений (27), получим матрицу M (24), использованную в 
методе Сильвестра, тогда с учетом (26): 

 
(0)det( ) det ( , ).R u y Z× X M (32) 

 

Сопоставляя выражения (31) и (32), получаем соотношение (30).  
Аналогичная схема доказательства может быть использована 

для утверждения (29), для всех субрезультантов полиномов. 
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Таким образом, чем ближе расположен ноль передаточной 
функции (4) к какому-либо полюсу, тем меньше определитель матри-
цы вырожденности и тем больше увеличиваются модули коэффициен-
тов регулятора. Соответственно, наличие нулей близких к полюсам 
передаточной функции напрямую влияет на величину коэффициентов 
регулятора, попытка коррекции таких полюсов приводит к повыше-
нию параметрической чувствительности объекта управления. 

Рассмотрим возможность декомпозиции модели объекта управ-
ления для синтеза регулятора состояния при наличии нулей переда-
точной функции. 

4. Декомпозиция объекта управления. Рассмотрим переда-
точную функцию (4) объекта управления, учитывая, что результант 
полиномов числителя и знаменателя совпадает с определителем мат-
рицы вырожденности. Рассмотрим наиболее часто встречающийся на 
практике случай, когда передаточная функция не имеет кратных полю-
сов. При этом условии дробно-рациональная передаточная функция 
может быть представлена суммой элементарных дробей: 

 

1 2

1 2

( ) ... ,n

n

rr r
W s

s s s  
   

   (33) 

 

где i  — полюса передаточной функции (4), в том числе комплексно 

сопряжённые. Из (33) следует, что числители элементарных дробей 
могут быть вычислены следующим образом: 

 

lim( ) ( )
i

i is
r s W s





  . (34) 

 

Число ir , вычисляемое согласно (34), называется вычетом функ-

ции ( )W s  в полюсе i . Выполнив вычисления согласно (34), получим: 
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1
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где i  — полюса передаточной функции ( )W s , а j  — нули переда-

точной функции.  
Модуль числителя вычета в полюсе i  пропорционален произ-

ведению расстояний этого полюса от всех нулей передаточной функ-
ции, а модуль знаменателя равен произведению расстояний этого по-
люса от остальных полюсов передаточной функции. Если полюс сов-
падает с каким-нибудь нулем передаточной функции, то соответству-
ющий вычет равен нулю. Соответственно, чем ближе данный полюс к 
какому-либо нулю передаточной функции, тем меньше модуль соот-
ветствующего вычета. В структурной схеме сумме передаточных 
функций соответствует параллельное соединение соответствующих 
структурных элементов. По этой причине вычет в конкретном полюсе 
есть коэффициент передачи соответствующей ветви структурной схе-
мы. Чем меньше модуль соответствующего вычета, тем меньше вклад 
соответствующей ветви структурной схемы в перенос энергии с входа 
объекта на его выход, в то время как попытки изменить данный полюс 
с использованием регуляторов состояния приводят к появлению чрез-
мерных по модулю коэффициентов регулятора. 

Представим структурную схему объекта (2) с передаточной 
функцией (4) в виде, показанном на рисунке1. 

В такой интерпретации структурный элемент с передаточной 
функцией ( )s  можно рассматривать как мультипликативную неопре-

деленность для объекта с передаточной функцией ( )oW s . 
 

∆(s)

W0(s)u y
 

Рис. 1. Декомпозированная структурная схема объекта управления 
 

Обозначим m  сумму модулей вычетов в тех полюсах, которые 

относятся к передаточной функции ( )s , а 
1

n

i
i

m r


  — сумму моду-

лей всех вычетов ряда (33). Построение ( )s следует осуществлять 

таким образом, чтобы выполнялось следующее условие: 
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,
m

m




  

 

где число   характеризует часть потока энергии от входа к выходу, 
которая оказывает малое влияние на общее поведение объекта при 
подаче управляющего воздействия. Это число подлежит выбору, исхо-
дя из условий функционирования объекта и требований к проектируе-
мой системе управления. 

Представление объекта управления в виде, приведенном на ри-
сунке 1, характерно в теории робастного управления. Использование 
теории робастного управления для проектирования систем управления, 
в том числе на базе пакета программ MATLAB, рассмотрены в рабо-
тах [5-6, 24-25]. Следует отметить, что необходимо более детальное 
исследование возможностей синтеза регуляторов по предложенной 
схеме представления объекта управления, в том числе с использовани-
ем теории робастного управления. 

5. Пример. Рассмотрим линейный объект управления с переда-
точной функцией: 

 

( ) .
( )( )

s с
W s

s a s b




   
(35) 

 

Вычеты в полюсах объекта (35): 
 

, .a b

c a c b
r r

b a a b

 
 

 
 

 

Представим объекта управления в трех канонических формах: диа-
гональной, управляемой и наблюдаемой, и составим матрицы управляе-
мости и наблюдаемости для каждой формы представления объекта. 

Каноническая диагональная форма: 
 

 0
, , 1 1 ,

0
a

b

ra

rb

   
       

A B C  

( )
1 1

, .
( )

a c a c a

a b a b
c b b b c a b

a b a b

   
               
   

c oP P  

 

Каноническая управляемая форма: 
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Каноническая наблюдаемая форма: 
 

 

2 2

0
, , 0 1

1 ( ) 1

0 1
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1 1
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a b

c a b

c b a a b

    
         

    
          

o o o
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Составим матрицу вырожденности объекта управления, рассчи-
таем ее определитель, а также результант полиномов передаточной 
функции: 
 

2 2

1 ( )
,

( )

det( ) ( )( ), ( ( )) ( )( ).

a b c

a b c a a b c a b c b

c b a c res W s b c a c

   
            

     

oc
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P

P

 

 

Несложно убедиться, что матрица вырожденности объекта оди-
накова во всех рассмотренных базисах. Также, очевидно, что опреде-
литель матрицы вырожденности и результант полиномов совпадают с 
точностью до знака. 

Пусть желаемый полином передаточной функции замкнутой си-
стемы будет иметь следующий вид: 
 

2
1 2.gD s a s a    

 

Предположим, что для объекта спроектирован наблюдатель пол-
ной размерности, восстанавливающий переменные состояния объекта. 

Коэффициенты регулятора по состояниям наблюдателя рассчи-
тываются в соответствие с (7) и (21): 
 

1 2(1) ;
( ) ( )U

a c a b a c b c a
K

c b a c
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2 2 2 2
1 1 2 1(2) .

( ) ( )

)
U

a a c a a b a c a b c a b a b a c b c a b c
K

c b a c

                   
  


  

 

Из приведенных соотношений следует, что значения коэффици-
ентов регулятора обратно пропорциональны определителю матрицы 
вырожденности объекта. 

Проведем численное моделирование системы с использованием 
следующих параметров: a=25, b=15, a1=100, a2=2400, c=10…30. 

На рисунке 2 приведена зависимость модуля определителя мат-
рицы вырожденности объекта в зависимости от расположения нуля объ-
екта. На рисунке 3 приведена зависимость модулей коэффициентов пе-
редачи по состояниям наблюдателя в зависимости от расположения ну-
ля объекта. 

 
Рис. 2. Модуль определителя матрицы вырожденности 

 

 
Рис. 3. Модули коэффициентов регулятора: а) - KU(1); б) - KU(2) 

 

Представленные зависимости наглядно демонстрируют обрат-
ную зависимость коэффициентов регулятора от значения определителя 
матрицы вырожденности. 
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На рисунке 4 представлены значения модулей вычетов переда-
точной функции в зависимости от расположения нуля объекта.  

 

 
Рис. 4. Вычеты передаточной функции объекта управления 

 

Очевидно, что при приближении нуля к полюсу, значение выче-
та по этому полюсу уменьшается, то есть уменьшается количество 
энергии, передаваемое на выход системы по подпространству, соот-
ветствующему этому полюсу. 

6. Заключение. В результате проведенного исследования было 
установлено, что нули передаточной функции могут существенно вли-
ять на свойства регуляторов состояния. Коэффициенты регулятора 
обратно пропорциональны определителю матрицы вырожденности 
объекта управления. Определитель матрицы вырожденности объекта 
управления равен произведению расстояний между всеми полюсами и 
всеми нулями объекта управления — результанту полиномов переда-
точной функции. Соответственно, попытка коррекции полюса, близко 
расположенного к какому-либо нулю передаточной функции объекта, 
влечет за собой чрезмерный рост абсолютных значений коэффициен-
тов регулятора. С другой стороны, подобный полюс слабо влияет на 
связь между пространствами входных и выходных сигналов объекта. В 
связи с этим полюса, находящиеся вблизи нулей, разумно выделять в 
виде передаточной функции мультипликативной неопределенности в 
составе объединенного объекта управления. Выделение подобных по-
люсов целесообразно осуществлять путем сравнения модулей вычетов 
передаточной функции во всех полюсах.  
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CONTROLLER PARAMETERS 
 

Drozdov V.N., Abdullin A.A., Mamatov A.G. Influence of Transfer Function Zeros on 
Controller Parameters. 

Abstract. The paper is devoted to the influence of transfer function zeros on state 
feedback controller parameters. Nowadays, during the modal control system design process, 
the most attention is paid to the analysis of transfer function poles. If transfer function zeros are 
located closely to the poles, the control object tends to singularity, when the influence of the 
input control signals to the output signals becomes weaker. This fact leads to the designing of 
state-space controllers with extremely high values of control coefficients. Available methods 
for selecting the desired poles of closed loop systems are represented by the following variants: 
quantitative evaluation of the controllability and observability of object models and object 
model reduction. These methods have some disadvantages: dependence on the state-space 
representation of the control object model, ignoring some parts and characteristics of the 
control object model. In this paper, to analyze the state feedback controller parameters the 
invariant of the state-space representation characteristic is used – catalecticant (Hankel) matrix. 
As a result, it was found that control coefficients of the state feedback controller are inversely 
proportional to the determinant of the catalecticant matrix of the control object, and the 
determinant of the catalecticant matrix is equal to the resultant of transfer function 
polynomials. A method of converting the block diagram of the control object model using the 
residues of the transfer function was suggested. As a result of the conversion, poles, which 
cause high values of control coefficients, are isolated as a multiplicative uncertainty in the 
object model structure. The robust control theory can be used for control system designing with 
such organization of the control object. 

Keywords: zeros of transfer function, modal control, state feedback controller, Hankel 
matrix, resultant of polynomials, residue, multiplicative uncertainly. 
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