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динамических систем с пороговыми функциями. 

Аннотация. Задача восстановления динамической системы по ее 
функционированию актуальна в теории управляющих систем. В качестве модели 
поведения регуляторного контура генной сети была предложена дискретная динамическая 
система, в которой координаты соответствуют концентрации веществ, а за их увеличение 
или уменьшения отвечают специальные функции, зависящие от значений системы в 
предыдущий момент времени. Ранее были получены псевдополиномиальные алгоритмы 
восстановления таких дискретных динамических систем с аддитивными и 
мультипликативными функциями. В настоящей статье рассматривается обобщение на 
случай произвольных пороговых функций. Приведены алгоритмы восстановления 
существенных переменных и алгоритм упорядочивания весов пороговых функций, 
имеющие псевдополиномиальную сложность тестирования. Эти алгоритмы позволяют 
либо полностью восстановить систему, либо уменьшить размерность пороговых функций. 
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1. Введение. Дискретные динамические системы активно ис-

пользуются для моделирования разнообразных структур и процессов. 
Примером таких структур являются генные сети, которые представ-
ляют собой сложные системы, состоящие из генов, РНК, белков, ко-
дируемых соответствующими генами, а также других веществ и со-
единений. Функционирование генной сети можно представить как из-
менение с течением времени концентраций веществ, входящих в ее 
состав. Одним из важнейших свойств генных сетей является способ-
ность изменять концентрацию веществ сети в ответ на изменение 
условий внешней и внутренней среды. В связи с массовым секвениро-
ванием геномов резко возросла актуальность изучения закономерно-
стей функционирования генных сетей в живых системах. В частности, 
стоит проблема восстановления структурно-функциональных связей в 
генных сетях по данным экспериментального анализа временных тра-
екторий изменения концентраций веществ, синтезируемых в процессе 
функционирования генных сетей. Подробнее о дискретных моделях 
генных сетей можно прочитать в [1]. 

Задача восстановления структуры генной сети с использованием 
модели дискретной динамической системы с аддитивными и мультипли-
кативными функциями была рассмотрена в [2, 3], а в [4] изучался вопрос 
восстановления структуры генной сети с произвольными булевыми 
функциями при фиксации значений некоторых переменных. В данной 
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работе исследуется модель дискретной динамической системы с порого-
выми функциями. Целью работы является разработка и анализ алгорит-
мов восстановления частичной информации о функциях, а также всей 
системы в целом и оценивание сложности тестирования данных систем. 

2. Дискретная динамическая система. Дискретная динамическая 
система (ДДС) представляет собой пару ),( δS , где S  — непустое 
множество, элементы которого называются состояниями системы, а 
отображение SS →:δ  определяет функционирование системы. Вос-
становление дискретной динамической системы подразумевает нахож-
дение множества тестов, однозначно определяющих систему по экспе-
риментальным данным. Тестом будем называть пару  )(, ss δ , где 

Ss ∈ , причем s  будем называть запросом, а )(sδ  — результатом 
теста. Задача алгоритмов восстановления состоит в нахождении множе-
ства тестов, восстанавливающих информацию о системе. Мощность это-
го множества назовем тестовой сложностью алгоритма восстановления. 

В данной работе рассматриваются ДДС n -мерных векторов из 
n
pΖ , функционирование которых происходит следующим образом: 

пусть ),,(= 10 −nxxx   — состояние системы, тогда следующее со-
стояние определяется как: 

 

)),,(,),,,((=)(= 101100 −−−′ nnn xxxxxx  δδδ , 

 

где p
n
pi Ζ→Ζ:δ  — некоторая функция, отвечающая за изменение зна-

чений i -ой компоненты системы в очередной момент времени, 
10 −≤≤ ni . В [5,6] исследовалось функционирование ДДС с линей-

ными функциями iδ . В [7] в качестве дискретной модели регулятор-
ного контура генной сети была введена и рассмотрена ДДС со следу-
ющими функциями:  
 

1, е с л и ( ) 1 и 0 ,
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i i i
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В [8] в качестве функций if  предлагалось рассматривать ад-
дитивную функцию: 

 

kxxxf
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n

k
ni ∀∈≥⇔ 

−
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0=
10 αα  

или мультипликативную функцию: 
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Коэффициенты 
110

,,,
−niii ααα   фиксированы и отвечают за 

набор переменных, от которых существенно зависит функция if . 
В работах [5, 6, 8-15] для визуализации множества существен-

ных переменных рассматривается граф-носитель ДДС: ),(= EVG , где 
jjiEnV |{=1},,{0,= − -ая координата функции if  существенная} . 

В [8, 9] исследовалось функционирование ДДС с аддитивными функ-
циями if , у которых граф-носитель является циркулянтом. В частно-
сти, описаны неподвижные состояния, состояния, в которые нельзя 
перейти из другого, некоторые зацикливающиеся серии состояний. 
В [10] анализировались ДДС с другими графами-носителями. 

В [2, 3] рассматривалось восстановление ДДС с аддитивными и 
мультипликативными функциями. В [2] приведен алгоритм с тестовой 
сложностью n2 , определяющий тип функций if  для любого i . В [3] 
показано, что для полного восстановления ДДС с аддитивными и 
мультипликативными функциями при ограничениях d  на количество 
существенных переменных и длину теста необходимо )( dnO  и до-
статочно )( 1+dnO  тестов. 

В настоящей статье в качестве функций if  рассматриваются 
пороговые функции:  

 

,1=),,(
1

0=
10 ikik

n

k
ni Txwxxf ≥⇔

−

−  (2) 

 

причем Ζ∈iT , qii n
ww Ζ∈

−10
,, , pq ≤ . Заметим, что аддитивные 

функции, а также мультипликативные в случае 2=p , являются 
частными случаями пороговых функций. 

Если для некоторой функции if  имеем 0≤iT  или 


−

−
1

0=

1)(>
n

k
iki pwT , то значение такой функции одинаково для всех со-

стояний системы, а значит, значение соответствующей компоненты 
всегда будет не убывать или не возрастать. Такие компоненты будем 
называть вырожденными. 
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Из определения пороговой функции видно, что компонента i  
состояний дискретной динамической системы будет вырожденной 
тогда и только тогда, когда выполняется одно из условий: 

− (0, ,0) = 1;if   
− ( 1, , 1) = 0.if p p− −  
Таким образом результаты 2-х запросов ,0)(0,  

и 1),1,( −− pp   определяют все вырожденные компоненты, поэтому 
в дальнейшем рассматриваются системы без вырожденных компонент. 

Рассмотрим множество переменных, соответствующих ненуле-
вым весам пороговой функции if . Такие переменные будем называть 
существенными для if . Из определения непосредственно следует: 

Утверждение 1. Переменная jx  является существенной для 

пороговой функции if  тогда и только тогда, когда существуют 

pnaa Ζ∈−10 ,,  такие, что 1< −pa j  и  
 

),,1,,,,(),,,,( 111010 −+−− +≠ njjjinji aaaaafaaaf  . 
 

В разделе 3 приводятся алгоритмы восстановления множества 
существенных переменных всех функций 10 ,, −nff  (т.е. графа носи-
теля ДДС). В разделе 4 приводится алгоритм восстановления частич-
ной информации о весах пороговой функции if . 

3. Восстановление множества существенных переменных.  
Будем называть алгоритм восстановления системы условным, если в 
процессе работы он запрашивает определенные данные, и безуслов-
ным, если все необходимые данные он получает до начала работы. 

Основополагающим для алгоритма 1 построения множества 
существенных переменных произвольной пороговой функции if  
ДДС является следующее утверждение. 

Утверждение 2. Пусть 1s  и 2s  такие, что 
 

,1),1,,,,00,(1 −−= pps k
k

 α  (3) 

 

,1),1,,1,,00,(2 −−+= pps k
k

 α  (4) 

 

.1=)(0,=)( 21 sfsf ii  (5) 
Тогда: 
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− если заменить любой ноль в состоянии 1s  на 1−p , то 
значение пороговой функции изменится тогда и только тогда, когда 
соответствующая координата является существенной для if ; 

− если заменить любое значение 1−p  в состоянии 2s  на 
ноль, то значение пороговой функции изменится тогда и только тогда, 
когда соответствующая координата является существенной для if . 

Доказательство: Если для некоторого j , kj <0 ≤ , имеем 
1=1),1,,,0,1,0,,,00,( −−− pppf k

j
i  α , то по утверждению 1 для 

i -ой функции j -ая переменная является существенной. Если же 
0=1),1,,,0,1,0,,,00,( −−− pppf k

j
i  α , то в силу того, что 

kj wwp ≥− 1)( , j -ая переменная не является существенной для i -ой 
функции. Аналогичные рассуждения позволяют однозначно опреде-
лить существенность каждой переменной kjx j >, , рассматривая 

запросы вида 1),1,,0,1,1,,,0,0,( −−−− pppp
j

k 
  

α . Утвержде-

ние 2 доказано. 
Алгоритм 1 восстановления множества существенных пере-

менных функции if . 
1) Методом бинарного поиска находим состояния 1s , 2s  и 

позицию k , удовлетворяющие условиям (3-5). Добавляем k  в X . 
2) Для всех kj <≤0 тестируем состояние 

1),1,,,0,,0,1,,00,( −−−= ppps k
j

j  α . Если 1=)( ji sf , то до-

бавляем j  в X . 
3) Для всех 1−≤< njk тестируем состояние 

1),1,,0,1,1,,,0,0,( −−−−= pppps
j

kj 
  

α . Если 0=)( ji sf , то 

добавляем j  в X . 
4) Выводим X . 
В алгоритме 1 на первом шаге бинарным поиском находятся 

состояния 1s  и 2s , удовлетворяющие (3-5). Такие состояния суще-
ствуют, так как функция if  не является вырожденной. На втором и 
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третьем шагах, последовательно заменяя нулевые значения состояния 

1s  на 1−p , а затем значения 1−p  состояния 2s  на 0, восстанав-
ливаем все существенные переменные пороговой функции. 

Применение данного условного алгоритма к каждой пороговой 
функции позволяет восстановить все существенные зависимости в си-
стеме. Для этого потребуется не более −+ 1))((log2

2 pnnn  тесто-
вых пар. Однако, при использовании этого алгоритма для безусловно-
го тестирования сложность будет 1)(3 −pn . Рассмотрим модифика-
цию алгоритма, позволяющую уменьшить сложность безусловного 
тестирования. 

Идея алгоритма состоит в использовании в качестве запросов 
только состояний вида: 

 
cbacba pxppx )1(0)1(или0)1(0 −−− , (6) 

 
где 1<00,,,1,= −≤≥−++ pxcbancba , т.е. значения 0 и 1−p  
идут только подряд, если рассматривать состояние как циклическую 
структуру.  

Утверждение 3. 
Пусть ),,,,,,(=),,,,( 1011110 −−+− tnttnn

t a ααααααααπ , тогда 

для любого Ζ∈t  существуют позиция k  и состояния 1s  и 2s  
такие, что: 
 

1),,1,,,,00,(=),,(= 101 −−− ppccs k
k

t
n   απ  (7) 

 

,1),1,1,,,00,(=),,(= 102 −−+′′ − ppccs k
k

t
n   απ  (8) 

 

1=)(0,=)( 21 sfsf ii . (9) 
 

Это утверждение очевидно следует из монотонности и невыро-
жденности пороговой функции if . 

Алгоритм 2 восстановления множества существенных пере-
менных функции if : 

1) Пусть 0=t . 
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2) Если 1−> nt , то переходим на шаг 4, иначе методом би-
нарного поиска находим состояния 1s , 2s  и позицию k , удовле-
творяющие условиям (7-9) для заданного t . Добавляем в X  номер 
компоненты, в которой различаются состояния 1s  и 2s . 

3) Тестируем состояние 0),1,1,1,,,00,(2 −−+=′ pps k
k

t  απ . 

Увеличиваем значение t  на единицу. Если 0=)( 2sfi ′ , то добавляем 
номер компоненты, в которой различаются состояния 2s  и 2s′  в X , 
и переходим на шаг 2. Иначе переходим на шаг 3. 

4)  Выводим X . 
В алгоритме 2, после нахождения состояний 1s  и 2s , удовле-

творяющих (7-9), начинается поочередное выполнение двух шагов 
пока не будут проверены все переменные. Первый шаг состоит в за-
мене нулей на значение 1−p  с одного края ненулевых значений со-
стояния, в котором значение пороговой функции равно единице, и 
увеличении параметра t  на число равное количеству этих замен. 
Второй шаг заключается в поиске следующих состояний, удовлетво-
ряющих (7–9) для нового значения параметра t . 

Таким образом, сложность безусловного тестирования всей си-
стемы равна количеству состояний вида (6), а именно 11)(2 +−− npn , 
хотя сложность условного тестирования увеличится по сравнению с ал-
горитмом 2 и будет равна 2( ( 1))logn n p n −  +  для одной пороговой 
функции. 

В дискретной динамической системе при 2=q , частным слу-
чаем которой является система с аддитивными функциями, все нену-
левые коэффициенты iw  равны единице, следовательно, в этом слу-
чае алгоритм восстановления существенных переменных восстанав-
ливает всю систему. 

4. Упорядочивание весов пороговой функции. Рассмотрим 

пороговую функцию с порогом T . Введем обозначение 
1

=
−p

Tτ  и 


−

= −
−

1

0 1
=

n

i
i p

Twτ . Пусть для всех ji ww <  выполняется:  
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Данное условие обеспечивает необходимую разницу между ве-
сами при малых или очень больших значениях порога. 

Разобьем множество всех весов на четыре множества:  
 

.)}или<|{=},>|{=
},|{=0},=|{=

32

10
τττ

τ
≤

≥
iiiii

iiii
wwwXwwX

wwXwwX  
 

Заметим, что хотя бы одно из множеств 21 \ XX , 12 \ XX  пу-
сто. Очевидно, для любых 3Xwi ∈  и 21 XXw j ∪∈  выполняется 

ji ww < . 
Рассмотрим следующий алгоритм упорядочивания весов. На 

первом шаге алгоритм 3 разделяет все веса на множества 210 ,, XXX  
и 3X . Множество 0X  выделяется алгоритмами 1 или 2. Вес i  ле-
жит в множестве 1X  тогда и только тогда, когда 

0=,0)1,0,,0,(0,  −pf  (ненулевое значение на i -ом месте). Ана-
логично, вес i  лежит в множестве 2X  тогда и только тогда, когда 

1=1),1,1,0,,1,( −−−−− pppppf   (нулевое значение на i -ом 
месте). Следовательно, не более чем за k2  тестов можно определить, 
к какому множеству принадлежат все ненулевые веса. 

На втором шаге алгоритм 3 упорядочивает веса внутри множеств. 
Для любого веса 1Xwi ∈  определим число ia , удовлетворя-

ющее условию  
 

.<1)( iiii waTwa ≤−  (11) 
 

Утверждение 4. Для любых iw  и jw  из множества 1X  
справедливо ji ww >  тогда и только тогда, когда ji aa < . 
Доказательство: Пусть ji aa < , тогда, так как jjii waTwa 1)(> −≥ , 

имеем i
j

ij

j

ii
j w

a
wa

a
wa

w =
1

1)(
1

<
−

−
≤

−
. 
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Пусть ji ww > , тогда в силу (10) 


i

j

w
T
Tw < . Так как 

i
i

a
w
T = , то 

i
j a

Tw < , следовательно, jjji waTwa ≤< , а значит, 

ji aa < . Утверждение 4 доказано. 

Аналогично, для любого веса 2Xwi ∈ , определим число ib , 
удовлетворяющее условию: 

 

.)1(1)( iiii wbpwb <−≤− τ  (12) 
 

Утверждение 5. Для любых iw  и jw  из множества 2X  
справедливо ji ww >  тогда и только тогда, когда ji bb < . 

Пусть веса ji ww ,  из множества 3X . Состояния 1s  и 2s раз-

деляют веса iw  и jw , если 

− 1s  и 2s удовлетворяют условиям (7-9) для некоторого t ; 
− = = 1i ic c p′ − ; 
− = = 0j jc c′ . 
Утверждение 6. Пусть 1s  и 2s  разделяют веса iw  и jw  из 

множества 3X . Тогда ij ww > , если и только если 1=)( 1sf ′ , и 

ij ww < , если и только если 0=)( 2sf ′ , где состояния 1s ′  и 2s′  полу-

чены перестановкой значений ic  и jc  в 1s  и 2s  соответственно. 
Доказательство: Пусть ij ww > , тогда: 
 


−∈−∈

+−+≥−+
},{\1},{0,},{\1},{0,

1)1)((1)(
jink

ikk
jink

jkk wpcwwpcw


 

.
1

0=


−

≥′≥
n

k
kk Tcw  

 
Следовательно, 1=)( 1sf ′ . Пусть 1=)( 1sf ′ , тогда: 
 


−∈−∈

−+≥−+
},{\1},{0,},{\1},{0,

1)(>1)(
jink

ikk
jink

jkk wpcwTwpcw


. 
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Следовательно, ij ww > . Случай когда ij ww <  доказывается 
аналогично. Утверждение 6 доказано. 

Алгоритм 3 упорядочивания весов. 
1) Удаляем из рассмотрения несущественные переменные. 
2) Для всех i  тестируем состояния 

,0),,0,1,,00,(  −= ps
i

i 1),,1,0,1,1,( −−−−=′ pppps
i

i     . 

Если 1=)( isf , то добавляем iw  в 1X , если 0=)( isf ′ , то добав-

ляем iw  в 2X , остальные — в 3X . 
3) Для всех 1Xwi ∈  бинарным поиском находим значения ia , 

удовлетворяющие (11), упорядочиваем веса по неубыванию ia . 
4) Для всех 2Xwi ∈  бинарным поиском находим значения 

ib , удовлетворяющие (12), упорядочиваем веса по неубыванию ib . 
5) Используем любой эффективный алгоритм сортировки для 

весов из множества 3X . Для нужных пары ji ww , бинарным поиском 
находим разделяющие состояния и по утверждению 6 упорядочиваем 
эту пару. 

6) Объединяем множества 1X , 2X , 3X  и выводим упорядо-
ченное множество весов X . 

Для сравнения двух весов в 3X  потребуется 1)))((( −pnlogO  
тестов, следовательно, тестовая сложность алгоритма упорядочивания 
весов равна 1)))((log)(log( −pnnnO . 

Переменные с одинаковым весом можно заменить одной новой 
переменной: 

 

0 1 1( ) = , 0 < ( 1).i i i i i i i i ikx w x w x w y w y k p−+ + + ≤ −  
 

В результате получим пороговую функцию от m  переменных 
),,(

10 −mjj yyg  . 

Назовем алгоритм восстановления пороговой функции псевдополи-
номиальным, если он имеет оценку сложности тестирования 

))1)log(,(( −pnPolO , где Pol  — некоторый полином от двух пере-
менных. Известно, что задача восстановления произвольной пороговой 
функции не разрешима за псевдополиномиальное количество тестов, и 
в [16] представлен алгоритм восстановления с тестовой сложностью 

1))(log( −pO n . Таким образом, справедлива теорема: пусть D — 
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произвольная дискретная динамическая система (1) с пороговыми 
функциями (2), удовлетворяющими (10). Тогда алгоритмы 1, 2 и 3 
позволяют получить эквивалентную систему D′ , для которой суще-
ствует алгоритм полного восстановления с тестовой сложностью 


−

−+−
1

0=

1))1)((log(
n

i
i

m pmnO i , где im  — количество переменных по-

роговой функции ig , полученной в результате применения алгоритма 
3 к пороговой функции if  системы D , 1,0,= −ni  . 

5. Заключение. Заметим, что если в результате применения ал-
горитма 3 к пороговой функции if  получим: 

− 1=im , то полагаем все веса функции if  равными единице 
и однозначно определяем пороговое значение iT , 

− 1= −qmi , то в определении (2) функции if  присутствуют 
все допустимые веса, а следовательно, они и пороговое значение 
определяются однозначно алгоритмом упорядочивания весов. 

Поскольку при 2=q  и 3=q  для любой пороговой функции 

if  имеем { }1,1 −∈ qmi , то при таких значениях параметра алгоритмы 
1-3 восстанавливают дискретную динамическую систему за псевдопо-
линомиальное количество тестов. Остается открытым вопрос суще-
ствования псевдополиномиальных алгоритмов восстановления систе-
мы при других значениях параметра q . 
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Prytkov N.V., Perezhogin A.L. Recovery Algorithms for Discrete Dynamic System with 
Threshold Functions.  

Abstract. Recovery of a dynamic system from its functioning is a problem of current 
interest in the theory of control systems. As a behavior model of gene network regulatory 
circuit, a discrete dynamic system has been proposed, where coordinates correspond to the 
concentration of substances, while special functions, which depend on the system value in the 
previous moment, account for their increase or decrease. Pseudo-polynomial discrete dynamic 
system recovery algorithms with additive and multiplicative functions have been obtained 
earlier. The generalized case of arbitrary threshold functions is considered in this article. 
Algorithms for significant variables recovery and threshold functions weight regulation, having 
pseudo-polynomial testing complexity, are given. These algorithms allow one either to recover 
the system completely, or to lower the threshold function dimension. 
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