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Аннотация. Цель работы: показать связь чисел, принадлежащих известным 
последовательностям, и квазиортогональных матриц, существующих на порядках, 
равных этим числам, а также взаимосвязь таких матриц через алгоритмы вычисления. 
Методы: анализ последовательностей квазиортогональных матриц абсолютного и 
локального максимумов детерминанта, выделение в матрицах структурных 
инвариантов, сопоставление алгоритмов вычисления таких матриц. Результаты: 
рассмотрены известные последовательности натуральных чисел, сформулировано 
определение матрицы, ассоциированной с натуральным числом. Приведены 
последовательности чисел, для которых доказано существование ассоциированных с 
ними квазиортогональных матриц. Высказано предположение, что ассоциированные 
матрицы существуют для всех натуральных чисел. Рассмотрены свойства типов таких 
матриц, их взаимосвязи через алгоритмы вычисления. Приведены модифицированные 
алгоритмы и основные цепочки матриц Эйлера и Мерсенна, последовательности 
порядков которых являются системообразующими. Практическая значимость: 
квазиортогональные матрицы абсолютного и локального максимумов детерминанта 
имеют непосредственное практическое значение для задач помехоустойчивого 
кодирования, сжатия и маскирования видеоинформации. Их разнообразие позволяет 
разработчикам технических систем значительно облегчить выбор матрицы, 
оптимальной для конкретной задачи. 
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1. Введение. Практический интерес к ортогональным (ква-
зиортогональным) матрицам обусловлен основными свойствами таких 
матриц, обеспечивающими им широкое применение в цифровых си-
стемах обработки и преобразования информации [1]. Ортогональность 
матриц позволяет реализовывать конгруэнтные преобразования, а су-
ществующие ортогональные базисы, включая симметричные, цикли-
ческие, двуциклические и другие конструкции значительно расширя-
ют возможности выбора оптимальной матрицы для решения конкрет-
ной задачи преобразования информации. 

В теории кодирования, например, столбцы ортогональных мат-
риц Адамара используются для построения кодов с большим кодовым 
расстоянием [2]. Специальный порядок нумерации столбцов таких 
матриц в цифровой обработке сигналов, сжатии и маскировании изоб-
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ражений интерпретируется как двухуровневое представление широко 
используемых функций Уолша [3]. 

Первый алгоритм вычисления ортогональных по столбцам (ква-
зиортогональных) матриц с элементами {1, –1} четных порядков 

kn 2= , где k — целое, был предложен Сильвестром (Sylvester) [4]. 
Адамар (Hadamard) сформулировал гипотезу о существовании 

таких матриц на порядках 1, 2 и 4t, где t — натуральное число, вклю-
чающих порядки k2 , заложив основы исследований [1, 5], во-первых, 
соответствия последовательностей целых чисел и квазиортогональных 
матриц на порядках, равных этим числам; во-вторых, вложенности 
числовых последовательностей при сохранении качества соответствия 
чисел и матриц. 

С последовательностью 4t соседствуют известные последова-
тельности нечетных чисел 14 +t  и 14 −t  ( 34 +t ), на обособленные чис-
ловые свойства которых обратили внимание еще Ферма и Эйлер. 

Последовательность нечетных чисел вида 14 −t  включает по-
следовательность чисел Мерсенна, задаваемую как 12 −= kn  и начи-
нающуюся с чисел 1, 3, 7, 15, 31, … Последовательность чисел Ферма, 
определяемая формулой 122 += kn , начинается с чисел 3, 5, 17, 257, 
65537, 4294967297, 18446744073709551617, … и принадлежит после-
довательности чисел вида 14 +t . 

Отличительной особенностью матриц Адамара, поставленных в 
соответствие последовательности чисел Сильвестра kn 2= , является 
их оптимальность по детерминанту. В общем случае квазиортогональ-
ные матрицы могут иметь как глобальный, так и локальный максимум 
детерминанта [4, 6]. 

Определение 1. Субоптимальную (строго оптимальную) по де-
терминанту квазиортогональную (или соответствующую ей ортого-
нальную) матрицу порядка, равного некоторому числу числовой по-
следовательности, будем называть матрицей, ассоциированной с 
этим числом. 

Цель настоящей статьи — показать, что последовательностям 
натуральных чисел соответствуют последовательности матриц, кото-
рые будем называть ассоциированными с ними. На четных порядках 
это могут быть оптимальные матрицы Адамара [5], Белевича [7] и то-
му подобное, на нечетных — субоптимальные матрицы, ассоцииро-
ванные с последовательностями Мерсенна и Ферма. Указанное обсто-
ятельство дает хорошую ориентацию в разнообразии базисов и позво-
ляет разработчикам технических систем значительно облегчить выбор 
матрицы, оптимальной для конкретной задачи обработки или преобра-
зования информации. 
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2. Таблица квазиортогональных матриц. Для большей опреде-
ленности в типах встречаемых квазиортогональных матриц мы приве-
дем таблицу 1 матриц порядков kt ±4 , здесь 3≤k , классифицируемых 
по принадлежности их элементов заданным константам (как у матриц 
Адамара) или функциям уровня, зависящим от порядка n. Порядки 

34 −t  (или 14 +t ) сложнее прочих тем, что ортогональность столбцов 
матриц достижима при введении дополнительного уровня d для элемен-
тов диагонали (матрицы Зейделя) или каймы s (матрицы Ферма). 

 
Таблица 1. Значения уровней семейств матриц 

Символ Порядок n Матрица Значения элементов 
H 4t Адамара 1, –1 
C 2t, 4t Белевича 1, –1, 0 

W t, 2t, 3t, 4t Себерри 
(взвешенная) 1, –1, 0 

M 14 −t  Мерсенна 1, –b, где 
tt

tb
+

=  

E 24 −t  Эйлера 
 1, –b, где 

tt
tb

2+
=  

S 34 −t  Зейделя 
1, –b, d, где db 21−= , 

n
d

+
=

1
1  

F 14 +t  Ферма 

1, –b, s, где 241 unq =−= , 

qqp += , 

uu
u

p
pnb 1

12
1212 ×+

−−=−=  

uu
nu

p
qnqs 1

12
12 ×

+
−=−=  

 
3. Квазиортогональные матрицы Мерсенна. В работе [8] 

предложены квазиортогональные матрицы, существующие на нечетных 
порядках 12 −= kn , которые могут быть вложены в последовательность 

14 −t  при сохранении значения модулей элементов матрицы. 
Определение 2. Матрица Мерсенна (М) — квадратная матрица 

порядка 14 −= tn , состоящая из чисел { }ba −= ,1 , столбцы которой ор-

тогональны IMM μT =nn , 
tt

tb
+

= , 2μ
2qbp += , 1−= np , 

1+= nq  (порядок матрицы Адамара). 
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4. Вычисление матриц Мерсенна. Для вычисления матриц 
Мерсенна повышенного порядка может использоваться модифициро-
ванная последовательность Сильвестра [8], представляемая в виде: 

 







= *2

nn

nn
n MM

MMS  
 

и отличающаяся от классической тем, что матрица *
nM  образована 

перестановкой местами элементов a=1 и –b. У матриц Адамара это 
приводит к смене знака. Матрицы порядков, равных числам последо-
вательности Мерсенна, образованы дополнением указанной основы 
строкой и столбцом в виде: 
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где a−=λ  — собственное число, а e — собственный вектор матрицы 
n2S . 

5. Прикладная сторона, построение фильтров Мерсенна. В 
работе с участием авторов подробно раскрывается построение на ос-
нове матриц Мерсенна фильтров Мерсенна. К удобству читателя при-
ведем краткую выдержку из этой работы, поясняющую ее суть. Эле-
ментарными преобразованиями (умножениями на –1, перестановками 
строк и столбцов) матрицы Мерсенна порядков 12 −= kn  переупоря-
дочиваются к форме Мерсенна-Уолша (рисунок 1). 

 

 
Рис. 1. Квазиортогональная матрица Мерсенна-Уолша M31 

 

Фильтр Мерсенна оперирует двумерным спектром изображе-
ния P, который вычисляется по формуле PMMS T=  (столбцы M нор-
мализованы до единичных норм). Высокочастотная часть спектра со-
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держится в нижнем правом углу элементов S, которые в целях филь-
трации либо обнуляются, либо умножаются на понижающие элемен-
ты. После передачи по каналу связи исходное изображение восстанав-
ливается TMSMP = , не меняя обозначений для большей простоты. 
Восстановленные изображения будут отличаться от исходного на ве-
личину ошибки сжатия изображения, которая равна 0, если не вносить 
изменения. Напомним, что в задачах маскирования сжатие не произ-
водится или производится вынужденно с целью скрытия факта маски-
рования. Для маскирования большое значение играет не столько ча-
стота, сколько иррациональность уровней. В отличие от матриц Ада-
мара перебор перестает играть роль ключа для скрытия изображения, 
нужно знать еще и уровень, а при иррациональном значении его не 
подобрать рациональными приближениями. 

Система ортогональных функций, порождаемых упорядоченны-
ми по частоте столбцами матриц Мерсенна, принимает значе-
ния {1, −b}. Перечислим ее отличительные особенности и назовем при-
чины, по которым такой базис сигналов может быть интересным. Си-
стема функций Мерсенна — Уолша — двухуровневая, она такая же, как 
и классическая система функций Уолша. Она отличается от функций 
Уолша пониженным по амплитуде нижним значением −b, которое с 
ростом размерности системы стремится к −1. В этом смысле она отли-
чается от системы функций Уолша, но является достаточно близкой 
аппроксимацией ее на нечетных значениях порядка. Систему функций 
Мерсенна — Уолша отличает также пониженное на единицу количество 
порождающих ее элементов, она более проста для вычисления. 

Любой базис отличает предпочтительная область его применения. 
Система функций Мерсенна — Уолша более высокочастотная, чем си-
стема функций Уолша, в ее составе нет функции нулевой частоты (кон-
станты). Таким образом, она более удобна для построения полосовых 
фильтров изображений. Первые единичные столбец и строка нормализо-
ванных матриц Адамара представляют собой ненужную составляющую, 
которая у полосовых фильтров никакой нагрузки не несет, поскольку 
отвечает частоте, которую они фильтруют, соответственно, она означает 
лишние затраты процессорного времени. Однако заметим, что простое 
удаление канвы матрицы Адамара отбрасыванием ее первых строки и 
столбца нарушает ортогональность столбцов усеченной матрицы. 

6. Взаимосвязи квазиортогональных матриц. В работе [9] 
раскрывается гипотеза о существовании аналогичных матриц на всех 
нечетных порядках 14 −= tn . Она имеет для матриц Мерсенна систем-
ное значение и отвечает гипотезе Адамара, расширяющей трактовку 
матриц порядков Сильвестра на порядки tn 4= . Покажем, каким обра-
зом можно находить дополнительные к основной последовательности 
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матрицы Мерсенна. Согласно работе [8], ассоциированные с числами 
последовательностей Сильвестра и Мерсенна матрицы встречаются 
чаще, чем относительно более редкие матрицы, ассоциированные с 
числами последовательности Ферма [10]. Причем матрицы Адамара 
порядков 4t можно получить на основе матриц Мерсенна порядков 

14 −t , и наоборот. Последовательности чисел Сильвестра и Мерсенна 
связаны между собой однозначно, столь же однозначно связаны меж-
ду собой и ассоциированные с ними матрицы. 

Взаимосвязь 1. Матрица t4H  вычисляется путем окаймления 
округленной до целых матрицы Мерсенна в виде: 

 






−=

−14

Τ
4

λ
t

t e
e

MH , 
 

с заменой элементов –b образующей ее матрицы на –1. Здесь λ, e — 
собственное число и собственный вектор округленной целочисленной 
матрицы 14 −tM  соответственно. 

Возможен и обратный ход этого алгоритма, когда усечением 
нормированной матрицы Адамара (с изменением по знаку) и измене-
нием отрицательных значений ее элементов до расчетного значения 
уровня –b, вычисляемого по формулам, приведенным в определении 2, 
формируется матрица Мерсенна. Такая взаимосвязь показывает, что с 
точностью до знака округленная матрица Мерсенна является 
ядром (core) нормализованной матрицы Адамара.  

В качестве примера матриц, отличных от матриц основной по-
следовательности, на рисунке 2 и на рисунке 3 приведены портреты 
матриц Адамара H12 с инвертированным по знаку, чтобы обеспечить 
должное значение –λ, ядром и матрицы Мерсенна M11 соответственно.  

 

Рис. 2. Портрет матрицы H12 Рис. 3. Портрет матрицы M11 
 

Следовательно, матрица Мерсенна, включая порядки, отличные 
от чисел Мерсенна, может быть найдена посредством матрицы Адама-
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ра, и наоборот. Более того, каждая из таких матриц Мерсенна является 
исходной для получения ветви матриц применением описанного выше и 
модифицированного для нечетных порядков алгоритма Сильвестра. 

В работах [8, 10] матрицы Мерсенна и Ферма представлены са-
мостоятельно, отдельно друг от друга. Однако существуют некоторые 
общие структуры квазиортогональных матриц четного и нечетного 
порядков. 

Взаимосвязь 2. Матрица Ферма 14 2 +uF , где u — целое число, 
может быть получена путем окаймления регулярной матрицы Адамара 
в виде: 

 






−=+ 2

2
4

Τ
14

λ
u

u e
e

HF , 
 

где λ, e — собственное число и собственный вектор регулярной матри-
цы Адамара 24uH  (суммы строк и столбцов одинаковы), у которой 
отрицательные элементы заменены значениями, характерными для 
матриц Ферма. 

Элемент –1 матрицы Адамара следует принять равным значе-

нию –b, 
uu

u
p

pnb 1
12
1212 ×+

−−=−= , элементы 
p

qnqs 2−=  собственного 

вектора являются элементами (a<s≤b) каймы матриц Ферма, 
241 unq =−=  (порядок регулярной матрицы Адамара), qqp +=  [10]. 

Возможен обратный ход алгоритма вычисления вложенной 
матрицы Адамара по матрице Ферма. Отличие матриц Ферма от мат-
риц Мерсенна состоит в том, что первые существуют только для зна-
чений порядков, равных числам Ферма, а также расширенных поряд-
ков, равных числам вида 14 2 += un , где u — натуральное число, име-
ем: 3, 5, 17, 37, 65, 101, 145, 197, 257, …. 

Матрица Адамара после нормализации (операции, при которой 
знаки элементов ее первого столбца и строки совпадают) дальнейшим 
усечением ее c пересчетом уровня переводится сначала в матрицу 
Мерсенна, а потом усечением — в матрицу Эйлера [6] четного поряд-

ка с модулем уровня 8
8

−
−= q

qqb , 2+= nq , 24 −= tn . 

Матрицы Эйлера сходны с матрицами Адамара в том, что они 
четных порядков, для них справедливо следующее разложение на 
квадратные блоки: 

 








−= TT2 AB
BAE n , 
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верхние блоки образуются из матриц Мерсенна nMBA == . Расшире-
ние этого простого частного случая на матрицы с не совпадающими 
блоками даст весь набор порядков 24 −= tn  матриц с указанными 
уровнями. 

Матрицы Мерсенна есть для всех значений 14 −= tn  без исклю-
чения. Матрицы Эйлера удобны для технических приложений тем, что 
они существуют, соответственно, для всех 24 −= tn . Они удачным 
образом заполняют известные пробелы порядков 22, 34, 58 и т. п. сре-
ди квазиортогональных матриц Белевича [7]. Объясняется это тем, что 
матрицы Эйлера могут быть иррациональны, тогда как целочисленные 
матрицы Белевича даны только для порядков, на которых n–1 разло-
жимо в сумму квадратов целых чисел. 

7. Другие взаимосвязи квазиортогональных матриц. В рабо-
те [4] вводится определение, согласно которому порядок матриц Эй-
лера четен и равен 24 −= tn , где t — натуральное число. 

На основе матриц Мерсенна порядков 14 −= tn , принимающих 
значения 3, 7, 11, 15…, вычисляются матрицы Эйлера порядков 6, 14, 
30…. Так как каждая матрица Эйлера расширением ее каймой дает 
матрицу Мерсенна, серия матриц складывается в основную цепочку 
M3 – E6 – M7 – E14 – M15 – …. 

Рассмотрим алгоритмы построения квазиортогональных матриц 
заданных порядков, а также произведем оценку сложности таких про-
цедур. Заметим, что в итерационных алгоритмах вычисления матриц 
Мерсенна (см. раздел 4 настоящей статьи) нет необходимости вычис-
лять собственные числа и собственные векторы n2S .  

Для уменьшения трудоемкости решение этой задачи, служащее 
источником определения уровней, ищется аналитически [8]: половину 
элементов собственного вектора e матрицы n2S составляют элемен-
ты –b, остальную — элементы a, что дает возможность быстрого вы-
числения матриц требуемых базисов в виде: 

 









=
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n e
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Для большего понимания материала приведем числовой при-
мер. Итерации вычисления матриц Мерсенна основной последова-
тельности 12 −= kn  начинаются с матрицы: 
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где 1=a , модуль второго элемента 
tt

tb
+

=  принимает значение 0,5 

при 1=t  (порядок 314 =−= tn ) и растет до 0,5858...22 =−=b  при 
t=1 (порядок 7=n ). Учитывая выписанное выше выражение, расчет-

ная матрица Мерсенна 7
6

1 e
e

Τ 
=   
 

M
S

 при ( )T1,1,1,,, bbbe −−−=   также 

квазиортогональна, итерации можно продолжить до бесконечности. 
На рисунке 4 изображены первые три матрицы этого бесконеч-

ного семейства M3, M7, M15. 
 

    
Рис. 4. Квазиортогональные матрицы Мерсенна M3, M7, M15 

 

Приведенные выше формулы, как видно, несложно компьюте-
ризировать, получая цепочки ортогональных по столбцам матриц 
Мерсенна нечетных порядков 12 −k  — столь же легко, как и цепочки 
матриц Адамара четных порядков k2 , содержащих элементы 1, –1.  

Число уровней матриц Мерсенна ровно такое же, причем с ро-

стом порядка значение модуля уровня второго элемента 
tt

tb
+

=  

стремится к 1, то есть эти две цепочки матриц сближаются между со-
бой по значениям их элементов.  

Алгоритм вычисления матриц Эйлера четных порядков исполь-
зует алгоритм вычисления матриц Мерсенна, то есть не превосходит 
его по трудоемкости: 

 

2 T T
n n

n
n n

 
=   − 

M M
E

M M
. 

 

В работе [11] показано, что цепочка последовательно вычисля-
емых матриц может начинаться непосредственно с матрицы Эйлера, 
если соответствующей ей по порядку матрицы Белевича нет. 
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Эти матрицы обладают сходными свойствами, вместе они обра-
зуют расширенное семейство матриц типа Адамара, и могут использо-
ваться в прикладных алгоритмах, расширяя их возможности.  

8. Рекомендации по вычислению цепочек матриц. Дополни-
тельный анализ [6] показывает, что вместо стартовых матриц Мерсен-
на (когда их нет) можно использовать отличающиеся от них диаго-
нальными элементами матрицы Зейделя Sn, в таком случае цепочка 
обретает другой предиктор: S5 – E10 – M11 – E22 – M23 – … или S9 – E18 
–M19 – E38 – M39 – … и т.п. Случай подробно рассмотрен с участием 
соавтора этой статьи в [11] и не комментируется подробно для полез-
ной краткости. В работе [12] также показывается, что помимо универ-
сальных матриц Эйлера существует сходная с ней частная структура, 
связанная с золотым сечением, а пропуск в последовательности мат-
риц Белевича на порядке 22 [13] восполняется не только матрицей 
Эйлера E22, но и квазиортогональными матрицами с тремя [14] или 
шестью значениями элементов [15]. 

Тем не менее благодаря отмеченным взаимосвязям основное 
множество квазиортогональных матриц может быть вычислено на ос-
нове бициклических матриц Эйлера, когда блоки A, B — циклические.  

Для квазиортогональных матриц произведение BBBA TT +  диа-
гонально по определению. Несложно показать, что округление эле-
ментов матрицы Эйлера до 1 и –1 не сказывается на преобладании 
диагонали, причем в силу сохранения структуры блоков внедиаго-
нальные элементы хотя и теряют свое нулевое значение, но не пере-
стают быть равными друг другу. Общее число элементов на диагонали 
и вне ее пропорционально квадрату размера блока, то есть растет 
очень быстро, что ограничивает грубый поиск матриц Эйлера триви-
альным перебором n! бинарных последовательностей блоков. 

Тем не менее для матриц значений порядков до 100 и выше 
случайный поиск вполне возможен, если принять во внимание два 
существенных обстоятельства. 

Первое из них состоит в том, что если блоки A, B — цикличе-
ские матрицы, то их произведение и сумма BBBA TT +  (матричная 
невязка) тоже циклическая. То есть для них имеет место не квадра-
тичный, а линейный рост сложности задачи. Элементы первой строки 
матрицы невязок для округленных матриц Эйлера, за исключением 
первого элемента диагонали, равны –2. Из них можно контролировать 
половину, поскольку вторая половина строки зависима. 

Второе обстоятельство состоит в ассоциативной связи матриц 
Эйлера с числами. Размер первой матрицы Эйлера равен 6, из двух 
блоков один может быть симметричным, второй – кососимметрич-
ным (с точностью до элементов диагонали). Соответственно, все мат-
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рицы размеров 6×q , q — простое нечетное число, сохраняют это ка-
чество. Учет симметрии позволяет экономить при генерации случай-
ных последовательностей ресурсы процессора. Изучение семейств 
матриц Эйлера по признакам их симметрии резко упрощает матрич-
ные генераторы. С точки зрения теории сигналов, контролируемая 
квадратичная невязка называется спектральной плотностью сигналь-
ной последовательности PSD (power spectral density) [16]. 

На рисунке 5 в качестве примера приведена найденная перебо-
ром симметричная матрица Эйлера E66 размера 66611 =×=n , а на ри-
сунке 6 матрица квадратичной невязки половинного размера 33 ее 
PSD-теста, причем для полного контроля ортогональности хватает 
вычисления и проверки на значение –2 половины (без диагонального 
элемента) ее верхней строки. 

 

  
Рис. 5. Портрет матрицы E66 Рис. 6. Портрет PSD-теста для E66 

 

Если генератор случайной последовательности распараллелен и 
работает быстрее технического устройства, на которое возложена про-
верка ортогональности (чаще всего это компьютер), можно контроли-
ровать не все, а несколько выборочно взятых значений квадратичной 
невязки. Это составляет основу так называемых PSD-тестов, филь-
трующих миллионы ненужных для синтеза матриц Эйлера последова-
тельностей. 

9. Заключение. Ассоциация чисел с матрицами позволяет наве-
сти порядок среди множества матриц разнообразных базисов и свести 
проблему их поиска к нахождению бициклических матриц Эйлера. 
Как показано выше, сложности с их вычислением обходимы учетом 
специфики их структуры и присущих матрицам Эйлера симметрий. 
Выделение различных типов симметричных семейств значительно 
облегчает конструирование бинарных последовательностей для по-
строения этих универсальных матриц и представляет непосредствен-
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ный практический интерес для постановки как научных, так и учеб-
ных заданий в рамках целевых соревнований среди студентов в систе-
ме высшего образования по количеству и качеству находимых мат-
риц (programming contests). 

В процессе поиска квазиортогональных матриц четных и нечет-
ных порядков, близких по своим свойствам к матрицам Адамара, уда-
лось выделить классы матриц Мерсенна, Эйлера, Ферма. Матрицы 
Мерсенна порядков 14 −t  регламентируют структуру матриц слева и 
справа от них, включая матрицы Адамара и Эйлера четных порядков 
4t и 24 −t  для t равных натуральным числам, а также матриц Ферма 
нечетных порядков 14 +t  для t равных квадратам натуральных чисел 
u2 (квадратичная ветвь квазиортогональных матриц). При отсутствии 
пропусков среди матриц Ферма, элементарным наращиванием каймы 
и пересчетом отрицательных элементов, периодически равных –1 и –b, 
можно было бы получить все квазиортогональные матрицы вдоль всей 
числовой оси, начиная со стартовой матрицы 11 =H . 

Пропуски матриц Ферма усложняют эту картину, лишая цепоч-
ки надстраиваемых матриц преемственности, что связано с разнообра-
зием ассоциируемой числовой системы. Вместе с тем, появляются 
специфические матрицы-артефакты, наиболее полно отражающие 
особенность числа. Например, среди модификаций матриц Эйлера 
можно отметить, например, матрицу G10 со значениями элементов b, 

равными золотому сечению 618,02
15 ≈−=b . 
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compression and masking. Their diversity allows developers of technical systems greatly 
facilitate a matrix selection, optimal one for a particular task. 

Keywords: numerical sequences, Mersenne numbers, Fermat numbers, orthogonal 
sequences, quasiorthogonal matrices, Hadamard matrices, Mersenne matrices, Euler matrices, 
Fermat Matrices, matrix chains, quasiorthogonal matrix algorithms. 
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