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Харинов М.В. Обобщение трех подходов к оптимальной сегментации цифрового 
изображения. 
Аннотация. В статье предлагается аналитически обоснованный метод кластеризации 
мультимножеств, названный K–методом, который в кластерном анализе позволяет пре-
взойти традиционный метод K–средних. В области сегментации изображений предлага-
емый метод решает проблему вычисления оптимальных приближений изображения в 
последовательном числе яркостных градаций, рассматриваемую в мультипороговом 
методе Оцу, и кардинально улучшает по суммарной квадратичной ошибке приближения 
изображения связными сегментами, рассматриваемые в модели Мамфорда–Шаха. 
Если традиционный метод K–средних анализирует близость пикселей к центрам класте-
ров, то K–метод учитывает более сильный признак устойчивости оптимального разбие-
ния относительно реклассификации пикселей из одного кластера в другой. При этом K–
метод оказывается практичнее метода Оцу, т.к. при вычислении каждого последующего 
разбиения с очередным числом кластеров не ограничен экспоненциальным возрастанием 
продолжительности обработки. В сравнении с моделью Мамфорда–Шаха, основное 
преимущество K–метода состоит в снижении суммарной квадратичной ошибки за счет 
генерации последовательности перекрывающихся разбиений в комбинированном алго-
ритме слияния/дробления–коррекции сегментов изображения. 
Ключевые слова: суммарная квадратичная ошибка, метод Оцу, метод K–средних, мо-
дель Мамфорда–Шаха. 
 
Kharinov M.V. A generalization of three approaches to an optimal segmentation of digital 
image. 
Abstract. The paper proposes an analytically justified method for clustering of multisets, 
called K–method, which in the cluster analysis provides to surpass the conventional K–means 
method. In the image segmentation domain it solves the problem of optimal image approximat-
ing with the sequential numbers of intensity gradations, which is posed in multi–threshold Otsu 
method, and essentially improves in the total square error the sequence of approximations of 
the image with connected segments that are treated in the Mumford–Shah model. 
While the conventional K–means method analyzes the proximity of pixels to the cluster cen-
ters, our K–method treats much stronger feature of the optimal partition, namely stability rela-
tive to reclassification of pixels from one cluster to another. All other things being equal, K–
method turns out more efficient than Otsu method, since in the calculation of the series of the 
partitions into sequentially increasing cluster number it doesn't face the exponential increase of 
processing time. In comparison with Mumford–Shah model, the main advantage of K–method 
consists in the reduction of total square error due to the generation of the sequence of overlap-
ping partitions by means of merge–and–correct, split–and–correct or composite technique.  
Keywords: total squared error, K–means method, Otsu method, Mumford–Shah model. 

 
1. Введение. Есть основания предполагать, что теория и практика 

автоматического выделения объектов на цифровых изображениях в 
оптимизированном представлении [1–19] в ближайшем будущем вый-
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дет на новые рубежи, опираясь на технологический скачок, который 
произошел в начале текущего столетия в развитии аппаратного и про-
граммного обеспечения. Если еще в последнем десятилетии прошлого 
века свободному программированию обработки изображений мешали 
ограниченные вычислительные ресурсы, то, по крайней мере, опера-
тивная память современного компьютера оказывается достаточной и 
даже избыточной для решения аналогичных задач, хотя размеры изоб-
ражений возросли. С другой стороны, за последнее десятилетия ком-
пьютеры научились «видеть», что выражается в наглядности результа-
тов современного автоматического выделения объектов [5–7], сме-
нивших более ранние результаты [19], которые на стадии выделения 
объектов нередко пропускали наиболее заметные из них. Поэтому в 
настоящее время для развития теории обработки изображений на пер-
воначальной стадии выделения объектов становится особенно акту-
альным аналитическое обобщение и развитие существующих теорети-
ческих подходов [1, 2, 4], [8], [11, 12], [17, 18] и программно–
аппаратных решений [5–7], [19]. 

В современной области автоматического анализа и распознавания 
цифровых изображений одной из наиболее критичных проблем явля-
ется так называемая «проблема сегментации». С практической точки 
зрения она состоит в разработке робастных алгоритмов разделения 
пикселей изображения на сегменты из связных пикселей или класте-
ры из не обязательно связных пикселей, отвечающие изображенным 
объектам. Под робастностью обычно понимается свойство алгоритма 
эффективно выделять конкретные объекты независимо от модифика-
ции изображения при различных условиях съемки, например, при из-
менении освещения сцены или масштаба изображения*. В общем слу-
чае, при заранее не заданных объектах, требуется в результате сегмен-
тации выделить все объекты, имеющиеся на изображении. Но тогда 
нуждается в формальном уточнении постановка задачи создания ро-
бастного алгоритма, который, с одной стороны, не пропускает объек-
тов, а, с другой стороны, для изменчивого изображения дает прибли-
зительно одинаковые разбиения. 

Для формализации постановки задачи сегментации изображений 
достаточно предположить, что свойством робастности, в первую оче-
редь, обладают не алгоритмы разделения множества пикселей изобра-

                                                           
* В литературе в обсуждаемом смысле, помимо термина «робастность», упо-
требляется также термин «устойчивость», который в настоящей статье исполь-
зуется в самостоятельном значении. 
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жения на кластеры, а искомые разбиения, если они по качеству близки 
к некоторым оптимальным. Стандартной оценкой качества разбиения 
в кластерном анализе является суммарная квадратичная ошибка 
[17, 18], которая описывает отличие изображения от своего кусочно–
постоянного (ступенчатого) приближения, в англоязычных источниках 
обозначаемого термином «piecewise constant approximation» [1–3, 5, 6]. 
Хотя современные компьютеры позволяют получать разбиения цифро-
вых изображений, реально близкие к оптимальным по критерию сум-
марной квадратичной ошибки, однако эта возможность используется 
пока недостаточно, отчасти в силу недостатка аналитического обосно-
вания сегментации (кластеризации) пикселей. 

Целью настоящей статьи является аналитическое обобщение ме-
тода K–средних, метода Оцу и модели Мамфорда–Шаха, применяемых 
для вычисления оптимальных приближений цифрового изображения. 

2. Задача оптимизации. Классифицируемыми элементами служат 
пиксели цветового или мультиспектрального изображения, которые 
составляют мультимножества [20], т. е. могут повторяться и в обсуж-
даемом контексте не образуют линейного пространства. Тем не менее, 
поскольку мы избегаем в формулах явного учета повторений пикселей, 
все аналитические выражения читаются так же, как и в случае обыч-
ных неповторяющихся векторов.  

Пусть ix — многомерное значение пикселя изображения, имеюще-

го координату i , которая принимает значение от 0  до 1−N , где N — 
число пикселей в изображении. Полагаем что, в общем случае, значе-
ние пикселя составляют вещественные числа, которые удобно пред-
ставлять упорядоченными в столбец.  

Пусть пиксели изображения разбиты на Q  кластеров посредством 

функции ( )if , сопоставляющей каждой координате i  номер кластера 

q  в диапазоне от 1  до Q .  

Тогда среднее значение qI , пикселей, отнесенных к кластеру 

Qq ...,,2,1= , выражается в виде:  

( ) ,
i

f i q
q

q

x

I
n
==
∑

 (1) 

где qn  — число пикселей в q -ом кластере, а суммирование выполня-

ется по всем координатам i , помеченных значением q .  
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Пикселям iy  кусочно–постоянного приближения изображения 

приписываются значения ( )ifi Iy = . Под суммарной квадратичной 

ошибкой E  понимается сумма квадратов отклонений значений ix  

пикселей изображения от значений iy  пикселей кусочно–постоянного 

приближения:  

∑
−

=

−=
1

0

2
N

i
ii yxE , (2) 

где знак 
2

 обозначает суммирование квадратов отклонений ii yx −  

(евклидову норму «векторов» по цветовым или спектральным компо-
нентам).  

В аналитических выкладках и практических вычислениях удобно 
использовать аддитивное выражение суммарной квадратичной ошиб-
ки:  

∑
=

=
Q

q
qEE

1

, (3) 

в котором квадратичная ошибка qE  для q -го кластера подсчитывается 

по формуле:  
2

)(

2
qq

qif
iq InxE ⋅−= ∑

=

. (4) 

При анализе и сравнении кусочно–постоянных приближений 
изображения вместо суммарной квадратичной ошибки E  обычно 
пользуются среднеквадратичным отклонением приближения от изоб-
ражения σ , которое выражается через E  в виде:  

N

E=σ . (5) 

В базовой постановке задача оптимизации решается для каждого 
числа кластеров NQ ,...,2,1=  и состоит в получении оптимального 

разбиения изображения на кластеры ( )if  или соответствующего оп-

тимального приближения iy , для которого величина суммарной или 

среднеквадратичной ошибки достигает минимального значения:  
minmin =σ⇔=E . (6) 
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Эквивалентным условием, активно используемым на практике [9], 
является максимальная величина взвешенной суммы квадратов сред-
них по кластерам значений пикселей:  

∑
=

=⋅
Q

q
qq In

1

2
max. (7) 

В простейшем случае, к искомым кластерам не предъявляется до-
полнительных ограничений, как, например, в [8–10]. Тем не менее, 
даже в этом случае, точное решение сформулированной задачи оказы-
вается для произвольного изображения далеко не всегда доступным. 
Поэтому речь идет о практическом вычислении оптимальных прибли-
жений с некоторой погрешностью, которая может быть сведена к пре-
дельному минимуму, например, для стандартных изображений из об-
щеупотребительной базы изображений «The USC-SIPI Image Database» 
(http://sipi.usc.edu/database/).  

В более сложном случае условной оптимизации, как в [1–7], на 
кластеры искомого оптимального разбиения накладываются дополни-
тельные условия, например условие связности пикселей в кластерах. 
При этом различные пиксели изображения считаются соседствующи-
ми или связными, если находятся на минимальном расстоянии друг от 
друга. Тогда условие связности пикселей в кластере состоит в том, что 
каждый кластер либо содержит единственный пиксель, либо состоит 
из пикселей, каждый из которых соседствует с другим пикселем из 
этого кластера. Такие кластеры именуется сегментами. В обобщенном 
условии ослабленной связности требуется, чтобы каждый пиксель 
данного кластера либо был единственным, либо имел другой пиксель 
из данного кластера на расстоянии, не превышающем установленного 
порога. Тогда при минимальном значении порога искомые кластеры 
являются сегментами из связных пикселей, а при увеличении порога 
могут состоять из несвязных пикселей.  

Таким образом, в общем случае результатом оптимизации являет-
ся последовательность разбиений, вычисленных для каждого числа 
кластеров Q  от 1  до N . Допускается, что для того или иного числа 

кластеров оптимальное разбиение может вычисляться неоднозначно. 
Очевидно, разбиения на 1=Q  и NQ =  кластеров являются тривиаль-

ными оптимальными разбиениями. Нетрудно сообразить, что для оп-
тимальных разбиений, суммарная квадратичная ошибка E  и средне-
квадратичное отклонение σ  с ростом числа кластеров Q  не возраста-

ет и удовлетворяет условию монотонности:  
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( ) ( )
111 :, +++ ≥⇔≥

QQQQQQ EEifif σσ . (8) 

Немонотонная зависимость 
1+<

QQ
EE , вычисленных для разби-

ений ( )ifQ  и ( )ifQ 1+ , указывает на погрешность вычислений, которую 

можно компенсировать, если разделить надвое один из кластеров в 
разбиении ( )ifQ  и получившимся разбиением из 1+Q  кластеров заме-

нить разбиение ( )ifQ 1+ .  

Пиксели в цифровом изображении обычно повторяются. Очевид-
но, что при безусловной оптимизации разбиений на кластеры множе-
ство, в котором встречаются M  различных пикселей, оптимально раз-
бивается на M  кластеров с нулевой суммарной квадратичной ошиб-
кой 0=E , если одинаковые пиксели отнести к одному кластеру. Оп-
тимальные приближения с числом кластеров от 1+M  до N , точно 
аппроксимирующие изображение с 0=E , получаются измельчением 
предыдущего, и нетривиальная задача сводится к получению последо-
вательности оптимальных разбиений с числом кластеров от 1  до M .  

Для практических целей наиболее важным является получение 
оптимальных или близких к оптимальным разбиений для начальных 
значений числа кластеров Q , ориентировочно, в пределах 30 усред-

ненных градаций в приближениях изображения пикселями без учета 
связности, или в пределах 1000 сегментов в приближениях изображе-
ния разбиениями из связных пикселей. 

3. Общее описание слияния и коррекции пикселей. Рассмотрим 
разбиение изображения на Q  кластеров, которое описывается суммар-

ной квадратичной ошибкой E . Преобразуем его в тривиальное по-
средством слияния QL ≤  кластеров в один. При этом приращение 

mergeE∆  суммарной квадратичной ошибки E  определяется разностью 

квадратичной ошибки ( )LE ∪∪∪ ...21  для результата слияния класте-

ров L...,,2,1  и суммы квадратичных ошибок ( )1E , ( )2E ,... ( )LE  по 

каждому кластеру:  ( ) ( ) ( ) ( )LEEELEEmerge −−−∪∪∪= ...21...21∆ . (9) 

Аналитически mergeE∆  вычисляется как взвешенная сумма квад-

ратов расстояний между центрами кластеров 
2

qp II −  с весовыми 
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коэффициентами qpnn , деленная на удвоенное общее число пикселей в 

рассматриваемых кластерах:  

∑

∑

=

=

−

⋅=∆
L

q
q

L

qp
qpqp

merge

n

IInn

E

1

1,

2

2

1
, (10) 

где номера кластеров p и q  пробегают значения от 1  до .L  

Рассмотрим объединение L  кластеров, и преобразуем его разбие-
ние на кластеры L...,,2,1  в некоторое разбиение ...,2,1 ′′  того же самого 

подмножества пикселей: ...21...21 ∪′∪′=∪∪∪ L . Пусть E∆  — со-
путствующее приращение суммарной квадратичной ошибки E . Тогда 

mergeE∆  есть сумма E∆  и приращения квадратичной ошибки mergeE′∆ , 

отвечающего слиянию преобразованных кластеров:  
.merge mergeE E E′∆ = ∆ +∆  (11) 

Очевидно, величина E∆  может быть как положительной, так и 
отрицательной, в отличие от mergeE∆  и .mergeE′∆  

В частном случае преобразования разбиения рассматриваемого 
подмножества пикселей из L  кластеров в разбиение с тем же самым 
числом L  штрихованных кластеров: 11 ′→ , 22 ′→ ,..., LL ′→ , величи-
на E∆  в (11) обозначается как correctE∆  и трактуется как приращение 

суммарной квадратичной ошибки в результате коррекции разбиения 
множества пикселей LL ′∪∪′∪′≡∪∪∪ ...21...21 , где L′ обозначает 
преобразованный кластер под номером L . При этом приращение 

correctE∆  суммарной квадратичной ошибки при коррекции разбиения 

совпадает с разностью приращений суммарной квадратичной ошибки, 
отвечающих слиянию L  кластеров до и после коррекции:  

mergemergecorrect EEE ′∆−∆=∆ , (12) 

где mergeE∆  и mergeE′∆  подсчитываются по формуле (10).  

Положим, что преобразование коррекции выполняется только при 
отрицательном значении correctE∆  и при неизменном числе кластеров 

сопровождается уменьшением суммарной квадратичной ошибки. Та-
ким образом, критерием коррекции служит условие:  

0<∆ correctE . (13) 
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Из (12), (13) следует, что оптимальные разбиения изображения 
при каждом числе кластеров NQ ,...,2,1=  характеризуются не толь-

ко минимумом квадратичной ошибки, но также максимумом прираще-
ния суммарной квадратичной ошибки mergeE∆ , и задача минимизации 

суммарной квадратичной ошибки эквивалентна задаче максимизации 
ее приращения при слиянии всех кластеров изображения в единствен-
ный кластер тривиального разбиения. При этом, в силу аддитивности 
(3) суммарной квадратичной ошибки E , получаем, что в случае опти-
мального разбиения пикселей изображения на Q  кластеров, обсужда-

емые условия выполняются не только для всего множества кластеров, 
но и для любого его подмножества в виде объединения QL ≤  класте-

ров, которое можно рассматривать как множество пикселей самостоя-
тельного изображения:  

( ) max...21min =∪∪∪∆⇔= LEE mergeL
. (14) 

Нетрудно убедиться, что, если пиксели изображения разбиваются 
всего на два кластера ( 2== QL , 21 nnN +≡ ), то условия минимиза-

ции 
2

E  и максимизации ( )21∪∆ mergeE  в (14) оказываются равно-

сильны условиям, установленным, в [8]:  
( )

max
21

min
21

2

21

22 =
+

∪∆
≡σ⇔=

+
≡σ

nn

E

nn

E merge
BW , (15) 

где 2
2

2
2

2
1

2
1

2 σ+σ=σ wwW  — так называемая, взвешенная суммарная дис-

персия внутри классов 1  и 2 , 
2

2121
2 IIwwB −=σ  — дисперсия между 

классами 1  и 2 , 
( )
1

2
1

1

n

E=σ  и 
( )
2

2
2

2

n

E=σ  — дисперсии внутри классов 

1  и 2 , а 
21

1
1 nn

n
w

+
=  и 

21

2
2 nn

n
w

+
=  — вероятности встретить на 

изображении пиксели из классов 1  и 2 , соответственно†. 
В продолжение сопоставления с известными решениями, здесь же 

уместно обратить внимание, что в версии [4] модели Мамфорда–Шаха 
без учета границ между сегментами величина ( )21∪∆ mergeE  служит 

минимизируемым критерием слияния смежных сегментов, что, на пер-

                                                           
† В отличие от [8, 9], формулы (15) интерпретируют метод Оцу в обобщенном 
для многомерных пикселей виде. 
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вый взгляд, противоречит (15). На самом деле, слияние сегментов с 
минимальной величиной критерия ( )21∪∆ mergeE  необходимо для то-

го, чтобы в результирующем разбиении оставались сегменты с макси-
мальными значениями ( )21∪∆ mergeE . 

4. Формула реклассификации. Рассмотрим реклассификацию k  
пикселей с центральным (средним) значением I , исключаемых из 
кластера 1  с центром 1I  и включаемых в число пикселей кластера  с 

центром 2I . Сопутствующее приращение E∆  суммарной квадратич-

ной ошибки E  выражается, так называемой, формулой реклассифика-
ции:  

( )
( )




<∆
=∪∆

=∆
,,2,1

,,21

1

1

nkE

nkE
E

correct

merge  (16) 

где 21, nn  — число пикселей кластерах 1  и 2 , соответственно, а 

( )21∪∆ mergeE  и ( )2,1correctE∆
 
имеют вид:  

( )

21

2
21

11
21

nn

II
Emerge

+

−
=∪∆ , 

(17) 

 

( )

1

2
1

2

2
2

1111
2,1

nk

II

nk

II
Ecorrect

−

−
−

+

−
=∆ , 

(18) 

где выражение (17) непосредственно следует из (10), а выражение (18) 
выводится из (10) и (12) посредством элементарных преобразований. 

( )21∪∆ mergeE  описывает приращение суммарной квадратичной 

ошибки при слиянии кластеров или, иначе, реклассификации всех пик-
селей из кластера 1  в кластер 2 , и уменьшении числа множеств на 
единицу. ( )2,1correctE∆  описывает приращение суммарной квадратичной 

ошибки при реклассификации части пикселей из кластера 1  в кластер 
2  и сохранении числа кластеров.  

Особенностью операции реклассификации пикселей, описывае-
мой формулами (16)–(18), является то, что она распадается на две опе-
рации преобразования разбиения изображения, выполняемые посред-
ством слияния и коррекции кластеров. Для получения последователь-
ности оптимальных разбиений изображения, очевидно, необходимы 

2
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обе операции, если искомая последовательность не является иерархи-
ческой. В модели Мамфорда–Шаха [1–7] для сегментации изображе-
ний используется только слияние сегментов согласно критерию 

( ) min21 =∪∆ mergeE  в [4], что в приложении к произвольным цифро-

вым изображениям заведомо ограничивает возможности модели и не 
компенсируется ни модификациями критерия ([3], [5, 6]), ни варианта-
ми минимизируемого функционала ([1–4] и др.). 

Пользуясь (18), раскроем критерий коррекции (13) в явном виде. 
При этом для реклассификации k  пикселей из кластера 1  в кластер 2

 
 

получаем:  

21 IIII −⋅α>− , (19) 

где коэффициент 1<α  описывает соотношение количеств пикселей в 
рассматриваемых кластерах 1 , 2  и определяется в виде: 

( )
( )knn

knn

+
−≡α

21

12 . (20) 

5. K–метод vs. K–средних метод. Обсуждаемые формулы подска-
зывают очевидную альтернативу методу K–средних, которую мы 
назвали K–методом. 

В K–методе реклассификация выполняется без выделения центров 
кластеров в качестве представителей кластера в целом, как это делает-
ся в методе K–средних. При этом мы предполагаем, что каждый кла-
стер разбивается на вложенные подмножества, например, подмноже-
ства одинаковых пикселей или отдельные пиксели. Далее, в простей-
шем случае, мы рассматриваем пары кластеров или некоторые под-
множества пар кластеров, например, пары смежных сегментов изоб-
ражения, которые, в общем случае, перекрываются друг с другом. 

Последовательность разбиений с различным числом кластеров, в 
частности, сегментов, получается посредством слияния или разбиения 
кластеров текущего разбиения, но с тем отличием, что выполнение 
(19) для той или иной рассматриваемой пары кластеров является усло-
вием начала или продолжения предварительной коррекции. Формула 
(18) используется для выбора варианта реклассификации из несколь-
ких возможных, что по сравнению с методом K–средних позволяет 
получить более эффективную оптимизацию. 

В отличие от версий [1–7] модели Мамфорда–Шаха, метод K–
средних поддерживает оптимизацию перекрывающихся разбиений с 
различным числом кластеров, которые получаются благодаря добавле-
нию кластерных центров [14] и итеративной реклассификации пиксе-
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лей, относимых к кластеру с ближайшим центром. Тем не менее, в ме-
тоде K–средних [11–16] при реклассификации пикселей не учитывает-
ся коэффициент α , что, вообще говоря, влечет преждевременный 
останов реклассификации, а при вариантах реклассификации препят-
ствует наибольшему снижению суммарной квадратичной ошибки, ко-
торое оценивается по формуле (18) (см. таблицу). 

 
Сравнение с методом K–средних 

 метод K–средних K–метод 
Условие 
выполнения 21 IIII −>−  21 IIII −⋅α>−  

Условие 
выбора 

min2 =− II  
min

1111

1

2
1

2

2
2 =

−

−
−

+

−

nk

II

nk

II
 

 
Таблица поясняет преимущества нашего метода в сравнении с ме-

тодом K–средних [11–16] В первой строке указаны условия начала или 
продолжения процесса реклассификации пикселей, которая выполня-
ется, если находится кластер 2 . Вторая строка описывает выбор кла-
стера 2  из нескольких возможных. 

По поводу формулы (20) для коэффициента 1<α  следует доба-
вить, что коэффициент α  уменьшается с ростом k . Поэтому реклас-
сификация наборов пикселей способствует уменьшению суммарной 
квадратичной ошибки E  по сравнению с ее уменьшением при реклас-
сификации отдельных пикселей. В частности, если реклассификация 
данного пикселя из кластера 1  в кластер 2  уменьшает E , то реклас-
сификация остальных пикселей, значения которых совпадают со зна-
чением данного пикселя, также уменьшает E . Поэтому в нашем мето-
де предусматривается реклассификация множеств пикселей, что обес-
печивает дополнительное преимущество по сравнению с методом K–
средних, в котором для выполнения коррекции кластеры «рассыпают-
ся» на отдельные пиксели.  

6. Устойчивая сегментация. Введенная нами операция коррек-
ции выполняется до тех пор, пока посредством предусмотренных пре-
образований оказывается возможным улучшить приближение изобра-
жения по суммарной квадратичной ошибке согласно критерию (13) 
или формуле (19), применяемой при анализе пар кластеров. Результа-
том коррекции является устойчивое разбиение изображения.  
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Условимся называть разбиение пикселей на кластеры, равно как и 
соответствующее приближение изображения, устойчивым, если 
предусмотренные при фиксированном числе кластеров преобразова-
ния коррекции разбиения увеличивают суммарную квадратичную 
ошибку E  или оставляют ее неизменной, что выражается условием 
устойчивости:  

0≥∆ correctE , (21) 
которое конкретизируется для реклассификации k  пикселей из одного 
кластера в другой посредством логического отрицания (19):  

21 IIII −⋅α≤− . (22) 

Обсуждаемую устойчивость следует отличать от неформального 
употребления этого термина в смысле робастности результатов алго-
ритма сегментации по отношению к изменчивым изображениям, 
настроечным параметрам и начальным условиям обработки. В отличие 
от алгоритмической устойчивости [21], мы рассматриваем устойчи-
вость состояния, которая определяется, как устойчивость равновесия, 
по аналогии с устойчивостью механической системы в физике, если 
суммарную квадратичную ошибку E  считать аналогом потенциаль-
ной энергии. 

Очевидно, оптимальные разбиения на кластеры устойчивы, но 
устойчивые разбиения не обязательно оптимальны. При этом, согласно 
формулам в приведенной выше таблице, метод K–средних, хотя и 
предусматривает снижение суммарной квадратичной ошибки E  при 
фиксированном числе сегментов, но, в общем случае, не гарантирует 
получения устойчивых и, тем более, оптимальных разбиений. В срав-
нении с методом K–средних, модель Мамфорда–Шаха [1–7] может 
уступать по минимизации суммарной квадратичной ошибки, так как 
вовсе не предусматривает механизма снижения E  при фиксированном 
числе сегментов. Однако модель Мамфорда–Шаха разработана специ-
ально для сегментации изображений и усиливается в составе нашего 
метода за счет дополнительной операции коррекции сегментов и полу-
чения устойчивых разбиений.  

7. Прототипы решения. В качестве основы для развития вычис-
ления оптимальных приближений цифрового изображения мы рас-
сматривали метод Оцу [8, 9], в котором выполняется кластеризация 
пикселей независимо от их геометрического распределения в изобра-
жении, и модель Мамфорда–Шаха [4–6] сегментации цифрового изоб-
ражения, в которой вычисляется иерархия кусочно–постоянных при-
ближений изображения последовательным числом связных сегментов. 
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Метод Оцу [8–10] направлен на вычисление оптимальных разбие-
ний изображения, характеризуемых наименьшими значениями E , ко-
торые в принципе могут быть достигнуты. Во избежание полного пе-
ребора всевозможных разбиений, в методе Оцу учитывается то, что в 
оптимальных разбиениях одинаковые пиксели принадлежат одному 
кластеру, а значения пикселей заполняют «компактные» диапазоны 
шкалы яркости, число которых совпадает с числом кластеров или гра-
даций средних по кластерам значений яркости пикселей изображения. 
При этом расчеты, хотя и ограничиваются перебором разделяющих 
диапазоны порогов яркости, но, тем не менее, при увеличении числа 
кластеров сталкиваются с экспоненциальным возрастанием продолжи-
тельности обработки и позволяют получить оптимальные приближе-
ния реальных изображений не более чем с десятком градаций [9]. С 
точки зрения продолжения вычислений при большем числе градаций, 
явным недостатком версии [9] мультипорогового метода Оцу является 
независимое вычисление оптимальных разбиений для различного чис-
ла кластеров, который, впрочем, нетрудно исправить, например, за 
счет вычисления очередного разбиения посредством разделения одно-
го из кластеров надвое или слияния подходящей пары кластеров опти-
мизированного разбиения, полученного на предыдущем шаге обработ-
ки, как это делается в модели Мамфорда–Шаха [1–7] и др. 

В модели Мамфорда–Шаха решается задача условной оптимиза-
ции разбиений пикселей изображения по свойствам геометрического 
распределения пикселей. Последовательность разбиений получают 
посредством слияния пар смежных сегментов, причем свойство «ком-
пактности» целевых разбиений непосредственно не принимается во 
внимание [1–7]. Помимо аналитически оправданного в [1, 2] критерия 
слияния сегментов (в виде (17) в [4] или вариантах [3], [5–7], и др.), 
вычисления в модели Мамфорда–Шаха отличают иерархичность по-
лучаемых разбиений изображения и связность сегментов. По всей ви-
димости, указанные особенности необходимо принимать во внимание 
при творческом обобщении и развитии модели, но учитывать их как 
возможности, а не как ограничения.  

По нашему опыту в программной реализации модели Мамфорда–
Шаха удобно применять структуру данных динамических деревьев 
Слэйтора–Тарьяна [19, 22–24], которые поддерживают слияние произ-
вольных множеств пикселей. Тогда при единственной операции слия-
ния смежных сегментов [1–7] условие связности сегментов поддержи-
вается автоматически, если начальным разбиением изображения слу-
жит разбиение на связные сегменты, например, на отдельные пиксели 
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или сегменты из одинаковых пикселей. В то же время сохраняется ра-
ботоспособность программ при использовании начальных разбиений 
множества пикселей изображения на кластеры из несвязных сегмен-
тов, а также при выполнении операции коррекции, которая, вообще 
говоря, нарушает связность сегментов. В случае необходимости, для 
сохранения связности сегментов при слиянии сегментов в сочетании с 
коррекцией разбиения изображения, достаточно блокировать реклас-
сификацию пикселей, приводящую к нарушению связности сегментов. 
С другой стороны, появляются возможности учитывать связность сег-
ментов в ослабленном варианте.  

По поводу операции слияния сегментов, которой обычно ограни-
чиваются в практике сегментации по Мамфорду–Шаху [5–7] следует 
заметить что, помимо операции коррекции, ее полезно дополнить опе-
рацией дробления сегментов, которая для любого сегмента изображе-
ния определяется обращением процедуры итеративного слияния пик-
селей. Действительно, для оптимального разбиения изображения на 
сегменты можем записать: 

( ) ( ) 0321 ≥∪∆+∆ mergesplit EE , (23) 

где 1  — составной сегмент разбиения, разделение которого надвое 
сопровождается минимальной величиной неположительного прираще-
ния ( ) 01 ≤∆ splitE  суммарной квадратичной ошибки, а 3,2  — пара 

смежных сегментов, слияние которых минимально повышает суммар-
ную квадратичную ошибку на величину ( ) 032 ≥∪∆ mergeE ‡. 

Формула (23), очевидно, справедлива, так как, в противном слу-
чае, разбиение может быть оптимизировано по суммарной квадратич-
ной ошибке разделением надвое сегмента 1  и последующим слиянием 
сегментов 3,2 . Следовательно, для снижения суммарной квадратич-

ной ошибки перед слиянием сегментов имеет смысл обеспечить вы-
полнение условия (23) за счет комбинированной операции дробления и 
слияния сегментов, применяемой при нарушении (23), например, при 
совпадении сегментов 3,2  по средней яркости и наличии составных 

сегментов, разделяющихся на два вложенных с различной средней яр-
костью. При этом комбинированная операция парного слияния и дроб-
ления сегментов надвое обеспечивает монотонное возрастание сум-

                                                           
‡ Чтобы не загромождать изложение деталями, мы опускаем обсуждение слу-
чая, когда оптимальным оказывается разделение сегмента надвое и слияние 
одной из полученных частей с другим сегментом. 
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марной квадратичной ошибки (8) и способствует также возрастанию 
приращения суммарной квадратичной ошибки при убывании числа 
сегментов. 

Таким образом, в K–методе, наряду с операцией коррекции, 
предусматривается применение операций слияния и дробления класте-
ров, и сохраняется преемственность вычислений со связными сегмен-
тами и иерархическими разбиениями, рассматриваемыми в модели 
Мамфорда–Шаха, а также перекрывающимися разбиениями множе-
ства пикселей изображения на кластеры, рассматриваемыми в методе 
Оцу. 

8. Назначение и отличительные особенности K–метода. K–
метод предназначен для практического вычисления оптимальных и 
близких к оптимальным приближений многомерных данных (муль-
тимножеств), в частности, кластеризации пикселей цветовых и мно-
госпектральных изображений на основе аналитического обоснования 
минимизации суммарной квадратичной ошибки E . 

В области кластерного анализа [17, 18] посредством анализа пар 
кластеров предлагаемый метод, при прочих равных условиях, является 
более сильной альтернативой общеупотребительному методу K–
средних [11–16], в котором для оптимизации разбиений по суммарной 
квадратичной ошибке E  при фиксированном числе кластеров анали-
зируется расстояние до центров кластеров вместо более точной вели-
чины ( )2,1correctE∆  из (18), а генерация разбиений с изменением числа 

кластеров выполняется посредством эвристического приема добавле-
ния кластерных центров [14]. В модели Мамфорда–Шаха [4] для вы-
числений с изменением числа кластеров анализируется величина 

( )21∪mergeE∆  из (17), которая используется в качестве минимизируе-

мого критерия слияния. В методе Оцу [8] эта величина рассматривает-
ся в качестве максимизируемой в процессе коррекции, что использует-
ся для разработки частного приема оптимизации расчетов. Однако, как 
в модели Мамфорда–Шаха, так и методе Оцу упускается возможность 
применения для коррекции выражения (18) для ( )2,1correctE∆ , что в ме-

тоде Оцу [9] компенсируется перебором яркостных порогов, который, 
в свою очередь, вытесняет аналитическое развитие метода.  

В случае безусловной оптимизации по суммарной квадратичной 
ошибке K–метод направлен на вычисление реально близких к опти-
мальным приближений изображения последовательным числом града-
ций яркости, что отличает его от мультипорогового метода Оцу [9], в 
котором решение той же самой проблемы остается умозрительным, 
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т.к. ограничивается несколькими оптимальными приближениями из-за 
продолжительного по времени перебора вариантов. При этом суще-
ственное использование стратегии перебора в методе Оцу ограничива-
ет возможности его развития по сравнению с моделью Мамфорда–
Шаха [1–7], применяемой при условной оптимизации приближений 
изображения связными сегментами.  

В сравнении с моделью Мамфорда–Шаха основным преимуще-
ством K–метода является то, что он поддерживает получение последо-
вательности разбиений изображения с перекрытиями сегментов из 
различных разбиений. При этом эффект снижения суммарной квадра-
тичной ошибки E  зависит от того, насколько целевая последователь-
ность оптимальных разбиений отличается от иерархической, что под-
лежит экспериментальному исследованию. Для оценки перспектив 
улучшения модели Мамфорда–Шаха немаловажным является также 
вопрос о наличии в иерархической последовательности разбиений по 
Мамфорду–Шаху, близких к оптимальным [25]. Следующая задача, 
важная для унификации решения и его интерпретации, заключается в 
сравнении и согласовании результатов оптимизации разбиений, полу-
чаемых в модели Мамфорда–Шаха и методом Оцу. Решение перечис-
ленных задач необходимо для развития версии [4] модели Мамфорда–
Шаха в составе K–метода и дальнейшей его унификации с целью эф-
фективного выполнения как условной, так и безусловной оптимизации 
последовательности разбиений цифрового изображения.  

Если в методе K–средних [11–16] в качестве рабочего признака 
оптимального разбиения рассматривается максимальная близость пик-
селей к центрам кластеров, к которым они отнесены, то в K–методе 
используется более сильный признак устойчивости разбиения относи-
тельно реклассификации отдельных пикселей и их предусмотренных 
подмножеств из одного кластера в другой в процессе итеративной 
коррекции. При этом в K–методе результатом коррекции являются 
устойчивые разбиения изображения, характеризуемые в (21) неотрица-
тельной величиной приращения суммарного квадратичного отклоне-
ния correctE∆ , тогда как метод K–средних и модель Мамфорда–Шаха 

[4], вообще говоря, приводят к неустойчивым результирующим разби-
ениям с завышенной суммарной квадратичной ошибкой.  

Для того, чтобы при расчете последовательности разбиений изоб-
ражения на NQ ,...,2,1=  кластеров избежать с ростом Q  экспонен-

циального возрастания времени вычисления очередного разбиения на 
Q  кластеров, как это имеет место в мультипороговом методе Оцу [9], 
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в K–методе применяется оптимизация разбиений изображения по его 
перекрывающимся частям. 

Оптимизация по перекрывающимся частям состоит в том, что 
сначала из кластеров, в частности, сегментов текущего разбиения, 
формируются перекрывающиеся кортежи (или, так называемые, n-
ки). Затем для каждого кортежа, как для самостоятельного изображе-
ния, выполняется коррекция его разбиения на кластеры, в процессе 
которой объединенные в кортеж кластеры обмениваются подмноже-
ствами пикселей из условия уменьшения суммарной квадратичной 
ошибки до получения устойчивого кортежа (см. (13) и (21) для 

correctE∆ ). 

Преобразование разбиения данного кортежа в устойчивое, вообще 
говоря, нарушает устойчивость других кортежей, и процесс снижения 
суммарной квадратичной ошибки E  возобновляется до преобразова-
ния всех рассматриваемых кортежей в устойчивые и получения соот-
ветствующего устойчивого разбиения изображения. 

В качестве конкретных примеров кортежей, активно используе-
мых нами в вычислениях, можно привести всевозможные пары смеж-
ных сегментов, объединения каждого сегмента со смежными в модели 
Мамфорда–Шаха, множества пикселей со значениями, попадающими в 
два, три и т.д. последовательных диапазона яркостной шкалы в методе 
Оцу и пр. В качестве подмножеств, на которые разделяются содержа-
щиеся в кластерах пиксели, мы, помимо отдельных пикселей, исполь-
зуем подмножества пикселей одинаковой яркости. Разумеется, приве-
денные примеры не исчерпывают возможных вариантов способов раз-
деления кластеров на подмножества и формирования кортежей, кото-
рые определяют творческий потенциал интерпретации устойчивости, 
свойственной оптимальным разбиениям изображения. 

В целом предложенный K–метод получения оптимальных и близ-
ких к оптимальным разбиениям изображения можно охарактеризовать 
как метод кластеризации (сегментации) многомерных пикселей циф-
рового изображения посредством итеративного слияния/дробления 
кластеров, отличающийся тем, что для практического получения по-
следовательности оптимальных разбиений, разделенные на подмноже-
ства пикселей кластеры объединяют в перекрывающиеся кортежи, и 
кластеры каждого кортежа обмениваются подмножествами пикселей 
из условия уменьшения суммарной квадратичной ошибки до получе-
ния устойчивого разбиения. 

9. Экспериментальные результаты. Поскольку результаты экс-
периментальных исследований по обсуждаемой теме, включающие 
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сравнительный анализ расчетов по модели Мамфорда–Шаха (версиям 
[4] и [5, 6]), методу Оцу [8–10] и K–методу недавно опубликованы в 
общедоступном электронном источнике arXiv.org [26, 27], мы ограни-
чимся здесь их обзором с упором на приоритетные результаты.  

В [26, 27] на примере стандартного изображения показано, что 
оптимальные приближения цифровых изображений эффективно вы-
числяются на современном компьютере, например, K–методом.  

В качестве экспериментального подтверждения высказанного те-
зиса в отношении оптимизации по версии [4] модели Мамфорда–Шаха 
демонстрируется  приближение стандартного изображения двумя 
связными сегментами, которое по среднеквадратичному отклонению 
σ  отличается от оптимального не более чем на несколько процентов и 
именуется приближением, «близким к оптимальному». Характерно, 
что на данном конкретном примере удается выявить структуру опти-
мального приближения, образуемого «площадками» и «соединениями» 
шириной в один пиксель. Для более простой задачи безусловной оп-
тимизации по Оцу [8–10] демонстрируется полная последовательность 
приближений стандартного изображения в последовательном числе 
градаций и приводятся соответствующие оценки значений σ , рассчи-
танные до пятого десятичного знака после запятой [26]. 

В результате сравнительного анализа в [26, 27] показано, что в 
модели Мамфорда–Шаха результирующие разбиения на связные сег-
менты при каждом числе сегментов Q в диапазоне от 1 до 1000, благо-

даря K–методу, могут быть существенно улучшены по среднеквадра-
тичному отклонению посредством преобразования их в устойчивые. 
Однако и улучшенная последовательность устойчивых разбиений ока-
залась не оптимальной, так как в частном случае двух сегментов не 
содержит «близкого к оптимальному» приближения, которое принято 
в качестве контрольного результата. В результате продолжения экспе-
риментального исследования выяснилось, что требуемого улучшения 
приближений по σ  удается добиться посредством ослабления требо-
вания связности пикселей в сегментах, что определяет основное 
направление развития программно–алгоритмической реализации мо-
дели Мамфорда–Шаха в составе K–метода.  

10. Заключение. Таким образом, из трех подходов, объединяемых 
в приложении к сегментации изображений, наиболее интересной для 
дальнейшего развития в составе K–метода является модель Мамфор-
да–Шаха, в которой, по сравнению с оригинальной версией [1, 2], 
упрощается функционал по версии [4], добавляется операция коррек-
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ции, используется операция дробления сегментов и предусматривается 
ослабление связности пикселей в сегментах.  

Обращаясь к модели Мамфорда–Шаха [1–6], не следует недооце-
нивать вычислительной проблемы, связанной с необходимостью ско-
ростного выполнения порядка 1−N  итераций слияния сегментов, где 
N — число пикселей в изображении, которая решается за счет трудо-
емкой оптимизации вычислений [5–7], но усугубляется при встраива-
нии в многочисленные итерации слияния циклической же коррекции 
множеств пикселей. Расчеты существенно упрощаются, если выпол-
няются в терминах динамических деревьев Слэйтора–Тарьяна [22–24], 
которые позволяют экономично вычислять, запоминать и преобразо-
вывать в оперативной памяти компьютера многочисленные иерархи-
ческие разбиения изображения [19], необходимые для построения пе-
рекрывающихся оптимальных разбиений. Развитие структуры данных 
[22–24] в приложении к задачам оптимизации приближений изображе-
ния представляет самостоятельный интерес. 

Посредством имеющейся структуры данных актуально, в первую 
очередь, решить следующие задачи:  

1. Оценить перспективы применения K–метода вместо метода 
K–средних в задачах обработки изображений; 

2. Программно реализовать сегментацию многомерных цвето-
вых и мультиспектральных изображений; 

3. Исследовать признаки пикселей в системе яркостей опти-
мальных приближений изображения; 

4. Изучить возможности разложения перекрывающихся разби-
ений в систему иерархических разбиений (в терминах дина-
мических деревьев Слэйтора–Тарьяна).  

Особый интерес представляет дальнейшее развитие аналитиче-
ского аппарата K–метода в процессе решения перечисленных задач.  
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РЕФЕРАТ 
 
Харинов М.В. Обобщение трех подходов к оптимальной сегмента-
ции цифрового изображения. 

В статье рассматривается проблема оптимальной сегментации цветовых и 
многоспектральных изображений, состоящих из пикселей (элементов муль-
тимножеств), для которых характерны повторения. В аналитической форме 
проводится сравнительный анализ метода K–средних, метода Оцу и модели 
Мамфорда–Шаха, интенсивно применяемых в практике машинного зрения на 
первичной стадии выделения и распознавания объектов для сегментации циф-
ровых изображений посредством вычисления кусочно–постоянных приближе-
ний, качество которых оценивается по величине суммарной квадратичной 
ошибки или среднеквадратичному отклонению приближения от изображения.  

Целью работы является разработка и аналитическое обоснование метода 
сегментации цифрового изображения, названного K–методом, который объ-
единяет достоинства и компенсирует недостатки трех перечисленных. 

Посредством элементарных выкладок в статье показано, что метод K–
средних, опирающийся на правило отнесения пикселя к кластеру с ближайшим 
по яркости центром, недостаточен для минимизации суммарной квадратичной 
ошибки. При этом более сильным признаком оказывается устойчивость раз-
биения относительно реклассификации пикселей из одного кластера в другой, 
которая определяется в K–методе по аналогии с устойчивостью равновесия в 
физике. В качестве дополнительного признака оптимальных разбиений в K–
методе учитывается монотонность суммарной квадратичной ошибки в зависи-
мости от числа кластеров. 

С целью преодоления характерного для мультипорогового метода Оцу 
экспоненциального падения скорости вычислений с ростом числа кластеров, в 
K–методе предлагается способ получения полной последовательности опти-
мальных разбиений изображения, согласно которому разделенные на подмно-
жества пикселей кластеры объединяются в перекрывающиеся кортежи, и кла-
стеры каждого кортежа обмениваются подмножествами пикселей из условия 
уменьшения суммарной квадратичной ошибки до получения устойчивого раз-
биения изображения. 

Как показано в статье, в модели сегментации Мамфорда–Шаха эффек-
тивной минимизации целевого функционала, препятствует недостаточность 
операции слияния сегментов. Указанное ограничение модели преодолевается в 
K–методе благодаря введению дополнительной операции коррекции сегмен-
тов, а также ослаблению условия связности пикселей внутри сегмента, что, в 
предельном случае несвязных пикселей выражается в совпадении результатов 
сегментации по Мамфорду–Шаху с результатами расчетов в разработанной 
версии мультипорогового метода Оцу. 

В статье имеется экспериментальное обоснование предложенного метода, 
которое обсуждается со ссылкой на иллюстративные материалы, обнародо-
ванные в общедоступном электронном источнике arXiv.org. 
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SUMMARY 
 
Kharinov M.V. A generalization of three approaches to an optimal seg-
mentation of digital image. 

In this paper the problem of optimal segmentation of color or multispectral im-
ages consisting of repeatable pixels that are treated as elements of the multiset, is 
under consideration. Comparative analysis of K–means method, Otsu method and 
Mumford–Shah model is carried out using elementary formulas. A generalization of 
the listed methods is justified by the fact that these techniques are extensively ap-
plied in the practice of machine vision at the early stage of object detection and 
recognition. All are designed for segmentation of digital images by calculating the 
piecewise constant approximations. Finally, they are based on an assessment of the 
quality of the partition by the total squared error or by the standard deviation of 
piecewise constant approximation from an image. 

The aim is to develop and analytically justified a method of image segmenta-
tion, called K–method, which combines the advantages and overcomes the short-
comings of above three specified methods.  

As shown by elementary calculations, the conventional K–means method, 
which consists in iteratively assigning a pixel to the cluster that has the closest cen-
ter constituted of averaged intensities, is insufficient to best minimize the total 
squared error.  

As it turned out, it is better to use a stronger feature of optimal approximation, 
namely, a stability of the partition relative to reclassification of pixels from one clus-
ter to another, which is defined in K–method by analogy with the equilibrium stabil-
ity in physics. As an additional feature of optimal partition K–method takes into 
account the monotony of the total squared error depending on the number of clus-
ters.  

To overcome an exponential fall of computing speed along with cluster num-
ber increasing that is typical for multi-threshold Otsu method K–method provides a 
practical way to obtain a complete sequence of optimal image approximations. In the 
proposed solution, the clusters form the overlapping tuples, and clusters within every 
tuple give or take away the subsets of pixels from each other to reduce the total 
squared error until the obtaining of stable image partition.  

As shown in the paper, the insufficiency of segment merging, which only one 
is used in Mumford–Shah model prevents effective minimization of the objective 
function. This model restriction is overcome in K–method owing to introducing of 
an additional operation of segment correction, and the weakening of the connectivity 
conditions for  pixels within the segment so that in the extreme case of disconnected 
pixels the results of the segmentation according to Mumford–Shah model reproduce 
the results of the segmentation according to generalized version of the multi-
threshold Otsu method. 

In the paper the experimental substantiation of the proposed method is dis-
cussed referring to illustrative applications published in an accessible electronic 
resource arXiv.org. 
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