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Íèêîëåíêî Ñ.È., Ñåðäþê Ä.Â., Ñèðîòêèí À.Â. Áàéåñîâñêèå ðåéòèíã-ñèñ-

òåìû ñ ó÷¼òîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåçóëüòàòàõ.

Àííîòàöèÿ. Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ áàéåñîâñêîé ðåéòèíã-ñèñ-
òåìû, â êîòîðîé èç ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíûõ ìàò÷åé/òóðíèðîâ (óïîðÿäî÷èâà-
íèé íà íåáîëüøîì ìíîæåñòâå) îáó÷àåòñÿ åäèíàÿ ðàíæèðóþùàÿ ôóíêöèÿ. Ðàñ-
øèðÿÿ ðåçóëüòàòû [9], ìû ñòðîèì ðåéòèíã-ñèñòåìó, êîòîðàÿ ìîæåò ó÷èòûâàòü
äîïîëíèòåëüíóþ ÷èñëåííóþ èíôîðìàöèþ î ðåçóëüòàòàõ òóðíèðîâ. Ñòàòüÿ ñî-
äåðæèò ïîäðîáíûå îïèñàíèÿ ìîäåëåé áàéåñîâñêèõ ðåéòèíã-ñèñòåì, àëãîðèòìû
âûâîäà è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.
Êëþ÷åâûå ñëîâà: áàéåñîâñêèå ðåéòèíã-ñèñòåìû, âåðîÿòíîñòíûå ãðàôè÷å-
ñêèå ìîäåëè, ôàêòîð-ãðàô, áàéåñîâñêèé âûâîä.

Nikolenko S.I., Serdyuk D.V., Sirotkin A.V. Bayesian rating systems with
additional information on tournament results.
Abstract. We consider the problem of constructing a Bayesian rating system that
learns a general ranking function from the results of individual matches and/or
tournaments (rankings on small subsets). Extending the results of [9], we construct
a rating system that can take into account additional numerical information on
tournament results. The paper contains detailed descriptions of Bayesian rating
models, inference algorithms, and experimental results.
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1. Ââåäåíèå. Áàéåñîâñêèå ðåéòèíã-ñèñòåìû èçíà÷àëüíî âîç-
íèêëè â êîíòåêñòå ñïîðòèâíûõ ñîðåâíîâàíèé. Äëÿ ñïîðòà âñåãäà
áûëî âàæíî ïîíÿòü, êàêîâ ¾èñòèííûé óðîâåíü¿ ñïîðòñìåíîâ èëè
êîìàíä, ê ÷åìó ïðèâîäèò ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ âñåâîçìîæíûõ
ñîðåâíîâàíèé, êàê ñðàâíèâàòü ñïîðòñìåíîâ, êîòîðûå æèâóò â ðàç-
íûõ ÷àñòÿõ ñâåòà è ëè÷íî, ìîæåò áûòü, è âîâñå íèêîãäà íå âñòðå-
÷àëèñü. Íî ýòî íå åäèíñòâåííûé ñìûñë ðåéòèíã-ñèñòåìû â ñïîðòå;
÷åñòíàÿ è èñòèííàÿ îöåíêà ñèëû èãðîêà èëè êîìàíäû ïðèâîäèò ê
òîìó, ÷òî ó÷àñòíèê ðåéòèíãà ìîæåò ëåãêî íàéòè ñåáå ñîïåðíèêà,
ìàò÷ ñ êîòîðûì áûë áû ìàêñèìàëüíî èíòåðåñåí è ïîëåçåí (íàïðè-
ìåð, ñîïåðíèêà ìàêñèìàëüíî áëèçêîé ñèëû). Ýòà ïðîáëåìà îñîáåí-
íî îñòðî âñòàëà â ïîñëåäíèå ãîäû ñ ðàçâèòèåì êèáåðñïîðòà è ñîðåâ-
íîâàíèé ïî òðàäèöèîííûì è íîâûì èãðàì â èíòåðíåòå. Íà èãðîâîì
ñåðâåðå ó÷àñòíèêè âðÿä ëè çíàþò äðóã äðóãà, íî íå ìîãóò âûáè-
ðàòü ñîïåðíèêà âñëåïóþ, òàê êàê ñëèøêîì âåëèê øàíñ íàðâàòüñÿ
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íà íåðàâíûé ïîåäèíîê. Çàäà÷à îñëîæíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïîåäèíêè ÷à-
ñòî ïðîèñõîäÿò â êîìàíäàõ, ñîñòàâû êîòîðûõ îò ìàò÷à ê ìàò÷ó ìå-
íÿþòñÿ, à òàêæå òåì, ÷òî ðåçóëüòàò (îáíîâë¼ííûé ðåéòèíã) íóæíî
ðàññ÷èòûâàòü îíëàéí, ñðàçó ïîñëå ïîåäèíêà.

Ðåéòèíã-ñèñòåìû, îñóùåñòâëÿþùèå ¾÷åñòíóþ¿ îöåíêó ñèëû èã-
ðû, äàâíî áûëè ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé; ïåðâîé èç øèðîêî èç-
âåñòíûõ òàêèõ ñèñòåì ñòàë ðåéòèíã Ýëî, âíåäð¼ííûé â øàõìàòíîì
ìèðå â ïÿòèäåñÿòûå ãîäû. Îäíàêî íå ñëåäóåò äóìàòü, ÷òî ðåéòèíã-
ñèñòåìû íóæíû òîëüêî äëÿ ðàçâëå÷åíèé. Ïî ñâîåé ìàòåìàòè÷åñêîé
ñóòè ðåéòèíã-ñèñòåìà � ýòî ïðîñòî ñïîñîá ñðàâíèòü íåñêîëüêî ýëå-
ìåíòîâ ïî òîìó èëè èíîìó ïðèçíàêó, íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ñðàâ-
íèâàòü âñåõ ñðàçó, íî èìåÿ âîçìîæíîñòü ïðîâîäèòü íåìíîãî ¾çà-
øóìëåííûå¿ ñðàâíåíèÿ ïîïàðíî èëè â äðóãèõ íåáîëüøèõ ãðóïïàõ.
Òàêèì îáðàçîì, ìîäåëü Áðýäëè-Òåððè îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíîé, íà-
ïðèìåð, äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ íåñêîëüêèìè êàòåãîðèÿìè:
ïî äàííûì áèíàðíûõ êëàññèôèêàòîðîâ (ñðàâíèâàþùèõ äâå êàòå-
ãîðèè) îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â êàæäóþ èç êàòåãî-
ðèé [4, 12]. Àíàëîãè÷íûå çàäà÷è � ïî ÷àñòè÷íûì ñðàâíåíèÿì âîñ-
ñòàíîâèòü ïîëíóþ êàðòèíó � âîçíèêàþò è âî ìíîãèõ äðóãèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ, íàïðèìåð, â îáðàáîòêå èçîáðàæåíèé [10] èëè ñðàâíåíèè
ïàòòåðíîâ ïðè îáó÷åíèè [1]. Âàæíûì íåäàâíèì ïðèìåíåíèåì ñòà-
ëî ïðåäñêàçàíèå ïîïóëÿðíîñòè èíòåðíåò-ðåêëàìû [2]; ýòî ïðèìåíå-
íèå áûëî îñíîâàíî íà íåäàâíî ðàçðàáîòàííîé áàéåñîâñêîé ðåéòèíã-
ñèñòåìå TrueSkill [3].

Â áàéåñîâñêèõ ðåéòèíã-ñèñòåìàõ (òàêèõ, êàê TrueSkill) ðåéòèíã
ó÷àñòíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàìåòðè÷åñêîå çàäàíèå ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé, � îöåíêè åãî ñèëû èãðû. Òàêèå ïàðàìåòðè÷å-
ñêèå çàäàíèÿ äëÿ êàæäîãî ó÷àñòíèêà ïîäàþòñÿ íà âõîä ñèñòåìû
â êà÷åñòâå àïðèîðíûõ ðàñïðåäåëåíèé, ïîñëå ÷åãî ïðîâîäèòñÿ áàé-
åñîâñêèé âûâîä (îí ïîäðîáíî îïèñàí â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ), à
â êà÷åñòâå íîâîãî ðåéòèíãà ó÷àñòíèêà ïðèíèìàåòñÿ àïîñòåðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå îöåíêè ñèëû èãðû. Â TrueSkill âõîäíûìè äàííûìè
ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ðåçóëüòàòû êîìàíäíûõ òóðíèðîâ (â êî-
òîðûõ äîïóñêàþòñÿ íè÷üè, à ñîñòàâû êîìàíä èçâåñòíû). Îäíàêî
â ðåàëüíîñòè ìîæåò áûòü äîñòóïíà è äðóãàÿ, äîïîëíèòåëüíàÿ èí-
ôîðìàöèÿ î ðåçóëüòàòàõ òóðíèðîâ; òàê, ìîæåò áûòü èçâåñòíî, ¾ñ
êàêèì ñ÷¼òîì¿ çàêîí÷èëñÿ ìàò÷, ò.å. ìîæåò áûòü äîñòóïíà èíôîð-
ìàöèÿ î òîì, êàêîé ðàçðûâ â ñèëå ìåæäó ó÷àñòíèêàìè ïðîäåìîí-
ñòðèðîâàë äàííûé êîíêðåòíûé òóðíèð.
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Â ýòîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì èññëåäîâàíèÿ, íà÷àòûå ïåðâûì è
òðåòüèì àâòîðàìè â [8,9], è îáîáùàåì ðàçðàáîòàííóþ èìè ðåéòèíã-
ñèñòåìó íà ñëó÷àé, êîãäà ðåçóëüòàòû òóðíèðîâ ñîäåðæàò íå òîëü-
êî óïîðÿäî÷èâàíèå. Â ðàçäåëå 2 ìû îïèøåì èñõîäíóþ ñèñòåìó
TrueSkill [3], â ðàçäåëå 3 � ñèñòåìó TrueSkill2, ðàçðàáîòàííóþ â [9],
à â ðàçäåëå 4 � íîâóþ ìîäèôèêàöèþ, èñïîëüçóþùóþ äîïîëíèòåëü-
íóþ èíôîðìàöèþ. Ðàçäåë 5 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ,
à ðàçäåë 6 çàâåðøàåò ðàáîòó.

2. TrueSkill. Ðåéòèíã-ñèñòåìà TrueSkill áûëà ðàçðàáîòàíà â
êîìïàíèè Microsoft äëÿ èãðîâûõ ñåðâåðîâ Xbox 360. Êëþ÷åâûå
ñëîæíîñòè ïðè ñîçäàíèè ïîäîáíîé ðåéòèíã-ñèñòåìû çàêëþ÷àþòñÿ
â òîì, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíî îá-
ùåé. Ñèñòåìå TrueSkill ïðèõîäèòñÿ âû÷èñëÿòü ðåéòèíãè èãðîêîâ,
êîòîðûå îáúåäèíÿþòñÿ â êîìàíäû ðàçíîãî ðàçìåðà è ó÷àñòâóþò
â ìàò÷àõ (òóðíèðàõ) ñ íåñêîëüêèìè ó÷àñòíèêàìè. Çàäà÷à � ïîñëå
êàæäîãî èç òàêèõ òóðíèðîâ ïåðåñ÷èòàòü àïîñòåðèîðíûå ðåéòèíãè.

Íà÷í¼ì ïîíåìíîãó ¾ðàçâîðà÷èâàòü¿ òî, ÷òî ïðîèñõîäèò â êàæ-
äîì èç ýòèõ òóðíèðîâ. Âî-ïåðâûõ, ìû íå çíàåì äîñòîâåðíûõ àïðè-
îðíûõ çíà÷åíèé ðåéòèíãîâ, ó íàñ åñòü òîëüêî íåêîòîðîå àïðèîðíîå
ðàñïðåäåëåíèå (ìû ñ÷èòàåì åãî íîðìàëüíûì)

f(si) = N (s;µi, σi).

Çäåñü µi � ýòî ñîáñòâåííî ðåéòèíã èãðîêà, à σi � ¾ïîêàçàòåëü
äîñòîâåðíîñòè¿ ðåéòèíãà, äèñïåðñèÿ. Ñ êàæäîé ñûãðàííîé ïàðòè-
åé äèñïåðñèÿ óìåíüøàåòñÿ (åñëè íå ïðåäïðèíèìàòü èñêóññòâåííûõ
øàãîâ äëÿ å¼ óâåëè÷åíèÿ, íî îá ýòîì íèæå).

Êàæäûé ¾èñòèííûé¿ ñêèëë1 ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì, âî-
êðóã êîòîðîãî ðàñïðåäåëåíû êîíêðåòíûå ïîêàçàòåëè ñèëû èãðû òî-
ãî èëè èíîãî èãðîêà â äàííîé êîíêðåòíîé ïàðòèè (pi � îò ñëîâà
performance):

f(pi) = N (pi; si, β
2).

Â ñèñòåìå TrueSkill äåëàåòñÿ ïðåäïîëîæåíèå, ÷òî β2 ÿâëÿåòñÿ óíè-
âåðñàëüíîé êîíñòàíòîé, îáùåé äëÿ âñåõ èãðîêîâ. Òî÷íî òàê æå Àð-
ïàä Ýëî, ðàçðàáàòûâàÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé TrueSkill, ïðåäïîëàãàë, ÷òî
êàæäûé èãðîê ìîæåò ñ áîëüøîé âåðîÿòíîñòüþ ñûãðàòü íà ñâîé ðåé-
òèíã ïëþñ-ìèíóñ 200 î÷êîâ, èëè îäíó ¾ñòóïåíü ìàñòåðñòâà¿, è çà-
ëîæèë ýòè 200 î÷êîâ êàê óíèâåðñàëüíóþ êîíñòàíòó ðåéòèíãà Ýëî.

1Âñ¼-òàêè òðóäíî íàì çäåñü îáîéòèñü áåç íåðóññêîãî ñëîâà: ¾ñèëà èãðû¿
ñëèøêîì äëèííî, à ¾ðåéòèíã¿ � ýòî íå ñàì ñêèëë, à íàøà åãî îöåíêà.
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Ïðàêòèêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáó÷àòü îòäåëüíûå β2 ñëèøêîì ñëîæíî
(íå õâàòèò äàííûõ), à ïðåäïîëîæåíèå ýòî íå ñëèøêîì îáðåìåíè-
òåëüíîå.

Ëåãêî âûðàçèòü ïëîòíîñòü pi ÷åðåç èñõîäíûå ïàðàìåòðû, íóæíî
ïðîñòî ïðîèíòåãðèðîâàòü ïî âñåì âîçìîæíûì si:

f(pi | µi, σi) =
∫ ∞
−∞
N (pi; si, β

2)N (si;µi, σi)dsi.

Çàòåì ïîêàçàòåëè ñèëû èãðû èãðîêîâ â êîíêðåòíûõ ïàðòèÿõ
îáúåäèíÿþòñÿ è äàþò îöåíêè íà ñèëó èãðû êîìàíä. TrueSkill ðàñ-
ñ÷èòûâàåò ñèëó êîìàíäû êàê ñóììàðíóþ ñèëó å¼ èãðîêîâ: ti =∑
i pi. Ìû íèæå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñðåäíåå àðèôìåòè÷åñêîå; âîç-

ìîæíû è äðóãèå ïîäõîäû.
Ïîñëå ýòîãî ïîêàçàòåëè ñèëû êîìàíä â äàííîì òóðíèðå íóæíî

ñðàâíèòü äðóã ñ äðóãîì; èõ ñðàâíåíèå è äîëæíî ïîðîæäàòü òîò
ïîðÿäîê, êîòîðûé çàïèñàí â ðåçóëüòàòàõ òóðíèðà. Îäíàêî ìåæäó
íåêîòîðûìè êîìàíäàìè ìîæåò ñëó÷èòüñÿ íè÷üÿ; â ýòîì ìåñòå ïðè-
õîäèòñÿ ââîäèòü íîâóþ êîíñòàíòó ε. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íè÷üÿ
ìåæäó êîìàíäàìè ñ ñèëîé t1 è t2 îçíà÷àåò, ÷òî

|t1 − t2| < ε.

Äàâàéòå òåïåðü âñïîìíèì, êàêàÿ çàäà÷à ñòîèò ïåðåä íàìè. Ìû
äîëæíû ïîäñ÷èòàòü àïîñòåðèîðíûå ðåéòèíãè êîìàíä ïîñëå ïîëó-
÷åíèÿ äàííûõ. Äàííûå ïðèõîäÿò ê íàì â âèäå ïåðåñòàíîâêè êîìàíä
π: óïîðÿäî÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ òóðíèðà (â êîòîðûõ ìîãóò áûòü íè-
÷üè ìåæäó ñîñåäíèìè êîìàíäàìè). Èíà÷å ãîâîðÿ, íóæíî ïîäñ÷è-
òàòü

p(s | π) = p(π | s)p(s)∫
p(π | s)p(s)ds

.

Â íàøåé ñèñòåìå ïðèñóòñòâóþò, êðîìå si è π, åù¼ ïåðåìåííûå pi,
ti è di, ïðè÷¼ì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âñåé ñèñòåìû ìû òîëüêî
÷òî ïðåäñòàâèëè â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ðàñïðåäåëåíèé:

p(π,d, t,p, s) = p(π | d)p(d | t)p(t | p)p(p | s)p(s).

À íàì íóæíî âû÷èñëèòü

p(π | s) =
∫ ∫ ∫

p(π,d, t,p, s)dddtdp.
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Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåä íàìè îáû÷íàÿ çàäà÷à ìàðãèíàëèçàöèè, êî-
òîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ ïðåäìåòîâ áàéåñîâñêîãî âû-
âîäà [5, 11]. Â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì
àëãîðèòìîì ìàðãèíàëèçàöèè íà ãðàôå, ïðåäñòàâèâ ïåðåìåííûå è
ôóíêöèè, ó÷àñòâóþùèå â ðàçëîæåíèè îáùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ, â âè-
äå äâóäîëüíîãî ãðàôà, âåðøèíû îäíîé äîëè êîòîðîãî ïðåäñòàâëÿ-
þò ñîáîé ïåðåìåííûå, äðóãîé äîëè � ôóíêöèè, à ðåáðî ïðîâîäèòñÿ
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ çàâèñèò îò ïåðåìåííîé (ñì.
ðàçäåë 2 è ññûëêè â í¼ì).

Ïðèìåð ôàêòîð-ãðàôà ìîäåëè TrueSkill ïðèâåä¼í íà ðèñ. 1. Çà-
ìåòèì, ÷òî ïðè ïåðåäà÷å ñîîáùåíèé íà âåðõíèõ óðîâíÿõ ãðàôà
ïðîáëåì íå âîçíèêàåò � ïåðåñ÷¼ò ïàðàìåòðîâ ðàñïðåäåëåíèé ìî-
æåò áûòü ïðîèçâåä¼í òî÷íî (ýòî ïðîñòî ñâ¼ðòêè ãàóññèàíîâ). Íî
íà íèæíèõ óðîâíÿõ âîçíèêàåò ïðîáëåìà: ðàñïðåäåëåíèÿ, ïðèõîäÿ-
ùèå èç óçëîâ-ôóíêöèé I(di > ε) è I(|di| ≤ ε), ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
ãàóññèàíû, îáðåçàííûå ñëåâà, ñïðàâà èëè ñ äâóõ ñòîðîí, è ïåðå-
äàâàòü èõ äàëüøå, ïåðåñ÷èòûâàÿ ïàðàìåòðû âñåõ ðàñïðåäåëåíèé
àíàëèòè÷åñêè, íå ïîëó÷àåòñÿ. Â òàêîé ñèòóàöèè îáû÷íî ïðèìåíÿ-
þò àëãîðèòì Expectation Propagation, â êîòîðîì ñëîæíûå ôàêòî-
ðû ïðèáëèæàþòñÿ áîëåå ïðîñòûìè, â íàøåì ñëó÷àå � ãàóññîâñêè-
ìè [6, 7]. Öåíîé ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ, â ÷àñòíîñòè, òî, ÷òî
îäíîãî ïðîõîäà ïî ãðàôó íåäîñòàòî÷íî, è â ÷àñòè ãðàôà ñî ñëîæ-
íûìè ôàêòîðàìè íóæíî ïîâòîðÿòü ïåðåäà÷ó ñîîáùåíèé äî ñõîäè-
ìîñòè. Â íàøåì ñëó÷àå ñîîáùåíèÿ áóäóò ïåðåäàâàòüñÿ ïî íèæíåé
÷àñòè ãðàôà, ìåæäó ôàêòîðàìè ti è di, à ïîñëå ñõîäèìîñòè ìîæíî
áóäåò ïåðåäàòü ïîëó÷åííûå ñîîáùåíèÿ íàâåðõ, çàâåðøèâ âûâîä.

3. TrueSkill2. Ñèñòåìà TrueSkill îáîáùàåò ðàíåå èçâåñòíûå
áàéåñîâñêèå ðåéòèíã-ñèñòåìû äî ñàìîé îáùåé ñèòóàöèè: íåñêîëü-
êî êîìàíä èç ðàçíîãî ÷èñëà èãðîêîâ â òóðíèðå. Îäíàêî ó ñèñòåìû
TrueSkill åñòü ðÿä ïðîáëåì, êîòîðûå áûëè îò÷àñòè ðåøåíû ïåð-
âûì è òðåòüèì àâòîðîì â [9]; â ýòîì ðàçäåëå ìû îïèñûâàåì ýòè
ïðîáëåìû, à çàòåì ïðåäñòàâëÿåì ðåøåíèå, êîòîðîå â ýòîé ðàáîòå
íàçûâàåòñÿ TrueSkill2.

Ïåðâàÿ è ãëàâíàÿ ïðîáëåìà TrueSkill � íåóäà÷íàÿ îáðàáîòêà íè-
÷üèõ èç íåñêîëüêèõ êîìàíä. Â ñèñòåìå TrueSkill íè÷üè îáðàáàòû-
âàþòñÿ ïðè ïîìîùè óçëà-ôóíêöèè I(|di+1 − di| ≤ ε), à íè÷üè, â
êîòîðûõ îäíî ìåñòî äåëÿò íåñêîëüêî êîìàíä, ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç íåñêîëüêèõ òàêèõ óçëîâ. Ýòî ìîæåò ïðèâå-
ñòè ê íåâåðíîìó ïîâåäåíèþ: åñëè |di+1 − di| ≤ ε è |di+2 − di+1| ≤ ε,
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Ðèñ. 1: Ïðèìåð ôàêòîð-ãðàôà ìîäåëè TrueSkill: â ìàò÷å ó÷àñòâîâàëè ÷åòûðå êî-

ìàíäû, êîìàíäû 1 è 4 ñîñòîÿëè èç äâóõ èãðîêîâ, 2 è 3 � èç îäíîãî. Êîìàíäà 1
ïîáåäèëà, 2 è 3 ðàçäåëèëè âòîðîå-òðåòüå ìåñòà, à êîìàíäà 4 çàíÿëà ïîñëåäíåå ìå-

ñòî.
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ýòî çíà÷èò, ÷òî |di+2 − di| ≤ 2ε, è ýòîò ýôôåêò íàêàïëèâàåòñÿ. Ïî-
ñêîëüêó ïîáåäû ìåæäó ñîñåäíèìè êîìàíäàìè ïðåäñòàâëÿþòñÿ êàê
|di+1−di| > ε, ìîæåò äàæå ñëó÷èòüñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíîå àïîñòåðè-
îðíîå çíà÷åíèå ñèëû èãðû â äàííîì òóðíèðå ó êîìàíäû, çàíÿâøåé
áîëåå âûñîêîå ìåñòî, îêàæåòñÿ íèæå, ÷åì ó êîìàíäû, çàíÿâøåé áî-
ëåå íèçêîå ìåñòî! Òàê, â ïðèìåðå íà ðèñ. 1 ìàêñèìàëüíîå àïîñòåðè-
îðíîå çíà÷åíèå ñèëû èãðû, ïîêàçàííîé êîìàíäîé 4, t4, ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî áëèçêî ê ñîîòâåòñòâóþùåìó çíà÷åíèþ äëÿ âòîðîé êî-
ìàíäû t2, à åñëè áû áûëà åù¼ îäíà êîìàíäà, ïîäåëèâøàÿ ìåñòà ñ t2
è t3, ýòî çíà÷åíèå ìîãëî áû è ïðåâûñèòü t2. Ýòà ñèòóàöèÿ íà ñàìîì
äåëå âåñüìà âåðîÿòíà íà ïðàêòèêå, åñëè ïîáåäèëà êîìàíäà, îò êîòî-
ðîé ýòîãî íå îæèäàëîñü, è àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå å¼ ñèëû èãðû
áûëî ñîñðåäîòî÷åíî íèæå àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ êîìàíäû 4;
ìû íàáëþäàëè ýòîò ýôôåêò íà íàøèõ äàííûõ.

Ìû ðåøàåì ýòó ïðîáëåìó ïðè ïîìîùè íîâîé ñòðóêòóðû ôàêòîð-
ãðàôà. ×òîáû ñïðàâèòüñÿ ñ íè÷üèìè èç íåñêîëüêèõ êîìàíä, ìû äî-
áàâëÿåì ê ôàêòîð-ãðàôó TrueSkill åù¼ îäèí óðîâåíü. Ýòîò ëèøíèé
óðîâåíü îáúåäèíÿåò ïîäåëèâøèå ìåñòî êîìàíäû â åäèíûé óçåë, êî-
òîðûé è áóäåò äàëåå ó÷àñòâîâàòü â ïðèáëèæ¼ííîì âûâîäå. Íîâûå
ïåðåìåííûå lk ñîîòâåòñòâóþò ¾ñðåäíåé¿ ñèëå èãðû, ïîêàçàííîé â
äàííîì òóðíèðå ïîäåëèâøèìè îäíî è òî æå ìåñòî êîìàíäàìè. Åñ-
ëè êîìàíäû t1, . . . , ts ðàçäåëèëè ìåñòî, ìû ââîäèì ïåðåìåííóþ l è
ñâÿçûâàåì å¼ ñ ti ïðè ïîìîùè ôàêòîðà I (|l − ti| ≤ ε). Òàêèì îáðà-
çîì, íà íèæíåì óðîâíå âñå dk òåïåðü ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûì ìåñòàì
(òî÷íåå, óðîâíÿì ìåñò). ×òîáû îòäåëèòü óðîâíè lk äðóã îò äðóãà,
ìû ââîäèì ôàêòîðû lk+1 − lk = dk > 2ε. Ïîëó÷èâøèéñÿ ôàêòîð-
ãðàô (äëÿ ïðèìåðà èç ðèñ. 1) ïîêàçàí íà ðèñ. 2.

Ôàêòîð-ãðàô, ïîêàçàííûé íà ðèñ. 2, ñîäåðæèò è ðåøåíèå åù¼
îäíîé ïðîáëåìû TrueSkill: ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî ñèëà êîìàíäû
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñèë å¼ èãðîêîâ. Âî ìíîãèõ ñîðåâíîâàíèÿõ è çàäà-
÷àõ ñðàâíåíèÿ êîìàíäà ñ ìåíüøèì ÷èñëîì èãðîêîâ âïîëíå êîíêó-
ðåíòîñïîñîáíà ïðîòèâ êîìàíäû ïîëíîãî ðàçìåðà, â òî âðåìÿ êàê
ñóììà ñèë ïðåäñêàçûâàåò îãðîìíóþ ðàçíèöó ìåæäó íèìè. Â ðå-
çóëüòàòå êîìàíäà, ïîáåäèâøàÿ êîìàíäó ñ á�îëüøèì ÷èñëîì èãðî-
êîâ, ïîëó÷àåò íåñïðàâåäëèâî áîëüøîé áîíóñ, à ïðîèãðàâøàÿ êî-
ìàíäà íåñïðàâåäëèâî ñèëüíî ïàäàåò â ðåéòèíãå. Ê ñ÷àñòüþ, â ðàì-
êàõ ìîäåëè TrueSkill ýòó ïðîáëåìó ðåøèòü íåñëîæíî � â àëãîðèò-
ìàõ âûâîäà íè÷åãî íå èçìåíèòñÿ, åñëè çàìåíèòü ôóíêöèþ ñèëû êî-
ìàíäû íà ëþáóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ, íàïðèìåð ñðåäíþþ ñèëó
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èëè, êàê â ðåçóëüòàòå è áûëî ñäåëàíî â TrueSkill2, ñðåäíþþ ñè-
ëó, äîïîëíèòåëüíî ïåíàëèçèðîâàííóþ çà íåïîëíûé ñîñòàâ; ðàçìåð
øòðàôà ìîæíî äîïîëíèòåëüíî îáó÷èòü èç äàííûõ. Êîýôôèöèåíòû
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ìîãóò äàæå çàâèñåòü îò àïðèîðíûõ çíà÷å-
íèé ðåéòèíãîâ; îíè ïîäàþòñÿ íà âõîä ìîäåëè â ìîìåíò ïîñòðîåíèÿ
ôàêòîð-ãðàôà, ò.å. íåïîñðåäñòâåííî ïåðåä îáðàáîòêîé î÷åðåäíîãî
òóðíèðà.

Â íàøåì êîíêðåòíîì ïðèëîæåíèè (ñì. ðàçäåë 6) ìàêñèìàëü-
íûé ðàçìåð êîìàíäû ñîñòàâëÿåò 6 èãðîêîâ; â [9] áûë ïðåäëîæåí
øòðàô ê ñèëå êîìàíäû â ðàçìåðå 2% çà êàæäîãî íåäîñòàþùåãî
èãðîêà. Åñëè æå ñïèñî÷íûé ñîñòàâ êîìàíäû ïðåâûøàåò 6 (â íà-
øèõ äàííûõ ðàçðåøåíû çàìåíû ïî õîäó òóðíèðà), ñèëà êîìàíäû
íîðìàëèçóåòñÿ ê ñðåäíåìó çíà÷åíèþ ëó÷øèõ øåñòè èãðîêîâ, ò.å.
t ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó pi,j ñ îäèíàêîâûìè âåñàìè, ðàâíûìè
ñðåäíåìó ëó÷øèõ 6 µi,j , äåë¼íîìó íà ñóììó âñåõ µi,j . Ïðåäïîëà-
ãàÿ, ÷òî mi,j îòñîðòèðîâàíû ïî óáûâàíèþ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ
(ëèíåéíóþ) ôóíêöèþ ñèëû êîìàíäû:

ti =



ni∑
j=1

pi,j

ni
· (0.88 + 0.02ni), åñëè ni ≤ 6,

ni∑
j=1

pi,j ·

6∑
j=1

µi,j

6
ni∑
j=1

µi,j

, åñëè ni > 6.

(1)

ãäå ni � ÷èñëî èãðîêîâ â êîìàíäå i.
4. TrueSkill2 ñ äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèåé î ðåçóëü-

òàòàõ òóðíèðîâ. Â ñèòóàöèè ðåàëüíûõ òóðíèðîâ (èëè äàæå ¾òóð-
íèðîâ¿, êîòîðûå íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ñðàâíåíèÿìè äðóãîãî ðî-
äà) íåðåäêî îêàçûâàåòñÿ äîñòóïíîé äîïîëíèòåëüíàÿ èíôîðìàöèÿ î
ðåçóëüòàòàõ ìàò÷åé. Â ÷àñòíîñòè, î÷åíü åñòåñòâåííî, ÷òî âî ìíîãèõ
ñîðåâíîâàíèÿõ, êðîìå ñîáñòâåííî ïåðåñòàíîâêè, îïðåäåëÿþùåé ìå-
ñòà ïî èòîãàì ìàò÷à èëè òóðíèðà, äîñòóïíà òàêæå èíôîðìàöèÿ î
òîì, ñ êàêèì ïåðåâåñîì ïîáåäèëà òà èëè èíàÿ êîìàíäà. Ýòà èíôîð-
ìàöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ î ðàçëè÷èÿõ
â ïðîäåìîíñòðèðîâàííîé ñèëå êîìàíä è, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò è
äîëæíà áûòü èñïîëüçîâàíà â ìîäåëè äëÿ äàëüíåéøåãî óòî÷íåíèÿ
àïîñòåðèîðíûõ îöåíîê.

Îñíîâíàÿ èäåÿ ó÷¼òà äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåçóëüòà-
òàõ òóðíèðà î÷åíü ïðîñòà: â áàçîâîé ìîäåëè TrueSkill è TrueSkill2
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Ðèñ. 2: Ôàêòîð-ãðàô ñèñòåìû TrueSkill2 äëÿ òóðíèðà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 1.
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ìû ââîäèëè ôàêòîð I(di > 2ε) íà íèæíåì óðîâíå ìîäåëè ìåæäó
ìåñòàìè (óðîâíÿìè ìåñò) i è i + 1, à òåïåðü, åñëè èçâåñòíî ÷èñëî
î÷êîâ xi è xi+1, ìû ââåä¼ì âìåñòî ýòîãî ôàêòîð

I (di > 2εf(xi − xi+1)

äëÿ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè f , ìîíîòîííî âîçðàñòàþ-
ùåé ñ ðîñòîì ðàçíèöû xi − xi+1. Ôóíêöèþ f ìîæíî âûáèðàòü ëþ-
áîé � êàêîé áû ñëîæíîé îíà íè áûëà, â ëþáîì ñëó÷àå â ñàìîé
ìîäåëè îíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íå ñëó÷àéíóþ ïåðåìåííóþ, à êîí-
ñòàíòó, è àëãîðèòì âûâîäà äëÿ ìîäåëè TrueSkill2 ïåðåíîñèòñÿ íà
ýòîò ñëó÷àé ïðàêòè÷åñêè áåç èçìåíåíèé.

Çàìåòèì, îäíàêî, ÷òî òåïåðü â ìîäåëè ïîÿâèëàñü íîâàÿ ñòåïåíü
ñâîáîäû, êîòîðóþ ìîæíî âàðüèðîâàòü � ñîáñòâåííî âèä ôóíêöèè
f . Âðÿä ëè âîçìîæíî âûáðàòü ðàç è íàâñåãäà îïòèìàëüíûé âèä
ôóíêöèè f , å¼ íóæíî ïîäáèðàòü â çàâèñèìîñòè îò ïðèðîäû èñ-
õîäíîé çàäà÷è. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà íàøåì íàáîðå äàííûõ (ñì.
îïèñàíèå äàòàñåòà è ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ â ðàçäåëå 6) äî-
ñòàòî÷íî íåîæèäàííî îêàçàëîñü, ÷òî òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f
(ò.å. ðåøåíèå ïðîñòî óìíîæèòü 2ε íà ðàçíèöó î÷êîâ) ïðèâåëî äà-
æå ê íåêîòîðîìó íåáîëüøîìó óõóäøåíèþ ðåçóëüòàòîâ, à ëó÷øèå
ðåçóëüòàòû èç ïîëó÷åííûõ íàìè ïîêàçàëà êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ
f(xi − xi+1) = (xi − xi+1)

2.
Îáùèé âèä ôàêòîð-ãðàôà ìîäåëè ñ ó÷¼òîì ðåçóëüòàòîâ òóðíèðà

(ýòà ìîäåëü ïîëó÷èëà íàçâàíèå TrueSkill2.5) ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.
5. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ.Äëÿ îöåíêè ðåçóëüòàòîâ ïðåä-

ñêàçàíèÿ ìîäåëåé ìû èñïîëüçîâàëè äîñòàòî÷íî åñòåñòâåííóþ ìåò-
ðèêó � äîëþ ïàð êîìàíä, äëÿ êîòîðûõ èõ îòíîñèòåëüíîå ïîëîæåíèå
áûëî ïðåäñêàçàíî âåðíî. Ðèñ. 4 ïîêàçûâàåò ðåçóëüòàòû ñðàâíèâà-
åìûõ ìîäåëåé. Èñõîäíûé íàáîð äàííûõ âêëþ÷àë â ñåáÿ äëèííûé
íà÷àëüíûé îòðåçîê, äëÿ êîòîðîãî òî÷íûå ðåçóëüòàòû òóðíèðîâ áû-
ëè íåäîñòóïíû; òàêèì îáðàçîì, ðèñ. 4 íà÷èíàåòñÿ ñ ìîìåíòà, êîãäà
çàêàí÷èâàþòñÿ äàííûå òóðíèðîâ áåç òî÷íûõ ðåçóëüòàòîâ è íà÷è-
íàþòñÿ äàííûå òóðíèðîâ ñ òî÷íûìè ðåçóëüòàòàìè. Âèäíî, ÷òî íàè-
ëó÷øèé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò ìîäåëü TrueSkill2.5 ñ êâàäðàòè÷íîé
ôóíêöèåé ðàçíèöû ñèëû èãðû, à ìîäåëü TrueSkill2.5 ñ ëèíåéíîé
ôóíêöèåé ðàçíèöû ñèëû èãðû íåçíà÷èòåëüíî óëó÷øàåò áàçîâóþ
ìîäåëü TrueSkill2.

6. Çàêëþ÷åíèå. Â ýòîé ðàáîòå ìû ââåëè è ïîäðîáíî ðàñ-
ñìîòðåëè îáîáùåíèå ñèñòåìû TrueSkill2 íà ñëó÷àé äîïîëíèòåëüíûõ
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Ðèñ. 3: Ïðèìåð ôàêòîð-ãðàôà ñèñòåìû TrueSkill2.5, ó÷èòûâàþùåé ÷èñëåííûå ðå-

çóëüòàòû, äëÿ òóðíèðà, èçîáðàæ¼ííîãî íà ðèñ. 1.
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Ðèñ. 4: Äîëÿ êîððåêòíûõ ïðåäñêàçàíèé � òóðíèðû ñ èçâåñòíîé äîïîëíèòåëüíîé

èíôîðìàöèåé.

èìåþùèõñÿ äàííûõ î òîì, êàêèå ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû áûëè ïî-
êàçàíû òåìè èëè èíûìè êîìàíäàìè â òóðíèðå. Ìû ïîêàçàëè, ÷òî
ó÷¼ò òàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè äà¼ò ïðåèìóùåñòâî íàä
áàçîâîé ñèñòåìîé TrueSkill2, è ïðèâåëè ôðàãìåíòû ïðîãðàììíîãî
êîäà, ðåàëèçóþùåãî ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó â ñðåäå Infer.NET.

Ìîäåëè áàéåñîâñêèõ ðåéòèíã-ñèñòåì îòíîñÿòñÿ ê áóðíî ðàçâè-
âàþùåìóñÿ ðàçäåëó ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ � âåðîÿòíîñòíûì ãðà-
ôè÷åñêèì ìîäåëÿì. Çàäà÷è ðàíæèðîâàíèÿ, ðåøàåìûå òàêèìè ìî-
äåëÿìè, ìîãóò ïîëó÷èòü ïðèìåíåíèÿ â ñèñòåìàõ îöåíêè êà÷åñòâà
èíòåðíåò-ïîèñêà, îöåíêè è ïðåäñêàçàíèè êà÷åñòâà èíòåðíåò-ðåêëàìû.
Îãðîìíûé îáú¼ì äàííûõ, êîòîðûå îáû÷íî íóæíî îáðàáàòûâàòü
â òàêèõ ïðèëîæåíèÿõ, äåëàåò îñîáåííî âàæíûìè òåîðåòè÷åñêèå è
ïðàêòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ â îáëàñòè ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ
àëãîðèòìîâ âûâîäà â ðåéòèíã-ìîäåëÿõ, êîòîðûå ìû ïëàíèðóåì ñäå-
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ëàòü öåíòðîì íàøåé äàëüíåéøåé ðàáîòû â äàííîé îáëàñòè.
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Íèêîëåíêî Ñ.È., Ñåðäþê Ä.Â., Ñèðîòêèí À.Â. Áàéåñîâñêèå ðåéòèíã-ñèñ-

òåìû ñ ó÷¼òîì äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ðåçóëüòàòàõ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ áàéåñîâñêîé ðåéòèíã-ñèñòåìû,
â êîòîðîé èç ðåçóëüòàòîâ îòäåëüíûõ ìàò÷åé/òóðíèðîâ (óïîðÿäî÷èâàíèé
íà íåáîëüøîì ìíîæåñòâå) îáó÷àåòñÿ åäèíàÿ ðàíæèðóþùàÿ ôóíêöèÿ.

Ðåéòèíã-ñèñòåìû, îñóùåñòâëÿþùèå ¾÷åñòíóþ¿ îöåíêó ñèëû èãðû,
èçâåñòíû äàâíî; ïåðâîé èç øèðîêî èçâåñòíûõ òàêèõ ñèñòåì ñòàë ðåéòèíã
Ýëî, âíåäð¼ííûé â 1950-å ãîäû. Îäíîé èç íàèáîëåå îáùèõ òàêèõ ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ ðåéòèíã-ñèñòåìà TrueSkill, ðàçðàáîòàííàÿ â êîìïàíèè Micro-
soft äëÿ èãðîâûõ ñåðâåðîâ Xbox 360. Êëþ÷åâûå ñëîæíîñòè ïðè ñîçäàíèè
ïîäîáíîé ðåéòèíã-ñèñòåìû çàêëþ÷àþòñÿ â òîì, ÷òî ïîñòàíîâêà çàäà÷è
òåïåðü ñòàíîâèòñÿ ìàêñèìàëüíî îáùåé: â ìàò÷àõ ó÷àñòâóþò êîìàíäû èç
çàðàíåå íåèçâåñòíîãî ÷èñëà èãðîêîâ, à ðåéòèíã íóæíî â èòîãå âûâåñòè
èíäèâèäóàëüíûé. Îäíàêî ó ñèñòåìû TrueSkill åñòü ðÿä ïðîáëåì: âûáðàí-
íàÿ â íåé ôóíêöèÿ ñèëû êîìàíäû ïëîõî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé ìàò÷à
êîìàíä ñ ðàçíûì ÷èñëîì èãðîêîâ, à ãëàâíîå, TrueSkill î÷åíü íåóäà÷íî
îáðàáàòûâàåò äåë¼æ ìåñò áîëüøèì ÷èñëîì êîìàíä.

Ýòè ïðîáëåìû áûëè îò÷àñòè ðåøåíû ïåðâûì è òðåòüèì àâòîðîì ðà-
íåå; â ýòîé ðàáîòå ìû ïðîäîëæàåì íàøè ïðåäûäóùèå èññëåäîâàíèÿ.
Ðàñøèðÿÿ ïîñòðîåííóþ íàìè ñèñòåìó TrueSkill2, ìû ñòðîèì ðåéòèíã-
ñèñòåìó TrueSkill2.5, êîòîðàÿ ìîæåò ó÷èòûâàòü äîïîëíèòåëüíóþ ÷èñëåí-
íóþ èíôîðìàöèþ î ðåçóëüòàòàõ òóðíèðîâ: î÷êè, íàáðàííûå êîìàíäàìè
â òóðíèðå. Ïðè ýòîì â ñèñòåìå äîáàâëÿåòñÿ íîâûé ïàðàìåòð � ôóíêöèÿ
çàâèñèìîñòè ðàçíèöû ñèëû èãðû îò ðàçíèöû â ðåçóëüòàòàõ � êîòîðûé
íóæíî ïîäáèðàòü äëÿ êîíêðåòíîãî äàòàñåòà.

Ðàáîòà ñîäåðæèò ïîäðîáíûå îïèñàíèÿ âñåõ óïîìÿíóòûõ ìîäåëåé áàé-
åñîâñêèõ ðåéòèíã-ñèñòåì, àëãîðèòìû âûâîäà è ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåí-
òîâ íà ðåïðåçåíòàòèâíîì íàáîðå äàííûõ.
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SUMMARY

Nikolenko S.I., Serdyuk D.V., Sirotkin A.V. Bayesian rating systems with
additional information on tournament results.

We consider the problem of constructing a Bayesian rating system that
learns a general ranking function from the results of individual matches
and/or tournaments (rankings on small subsets).

Rating systems that perform an “honest” estimate of the skills have been
known for quite some time: the first widely known of this kind system was
the Elo rating introduced in the 1950s. One of the most general systems
of this kind is the TrueSkill rating system developed in Microsoft for Xbox
360 gaming servers. The key problem in such a rating system is that the
problem setting now becomes the most general: matches/tournaments can
contain teams with varying number of players not known in advance, and the
system has to learn individual rating. However, the TrueSkill system has a
number of problems: its team performance function does not generalize well
to teams with varying number of players, and, most importantly, TrueSkill
fails on large multiway ties that are characteristic for many applications.

These problems have been previously partially solved by the first and
third author; in this work we continue our previous research. Extending the
TrueSkill2 system, we construct a new rating system TrueSkill2.5 that can
incorporate additional numerical information regarding tournament results,
namely the points a team has scored in a tournament. The system also gets
a new parameter, the function of how performance difference depends on
the difference in results, that needs to be tuned for a specific application.

The work contains detailed descriptions of all above-mentioned Bayesian
rating models, inference algorithms, and experimental results on a represen-
tative dataset.
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