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Аннотация. В данной статье рассмотрена ранее изложенная байесовская модель оценки 

кусочно-постоянной плотности распределения, соответствующая тернарному разбиению 
диапазона возможных значений исследуемой случайной величины, основанная на оцен-

ке параметров распределения Дирихле по нечисловой, неточной и неполной экспертной 

информации. Анализ проводится для оценки и прогноза статистических характеристик 
приращений курса швейцарского франка CHF относительно единицы XDR резервного 

платѐжного средства SDR Международного валютного фонда. Для сравнения качества 

результата для тех же данных  проведены исследования с помощью классического эко-
нометрического метода: построение ARIMA – модели и прогноза методом экспоненци-

ального сглаживания. 
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Abstract. In this paper the Bayesian model of estimation of piecewise-constant density corre-
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considered. The model is based on the estimation of parameters of the Dirichlet distribution for 

nonnumeric, inaccurate and incomplete information. The analysis is performed for the evalua-
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econometric method: construction of ARIMA – models and forecasting method of exponential 
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1. Введение. Часто при оценке распределения значений финансо-

во-экономических показателей исследователь сталкивается с отсут-

ствием стационарности и независимости наблюдаемых временных 

рядов, что серьѐзно препятствует  успешному прогнозированию с ис-

пользованием стандартных эконометрических методов  [1]. Поэтому, 

для предварительной оценки характера изучаемых распределений 
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можно попытаться произвести байесовский анализ эмпирических дан-

ных, который опирается не только на историческую статистику, но и 

привлекает дополнительную экспертную информацию, которой может 

обладать исследователь. В связи с этим данная тема является актуаль-

ной для исследований.  

В рамках разработанной ранее байесовской модели оценки ку-

сочно-постоянной плотности распределения, основанной на оценке 

параметров распределения Дирихле по нечисловой, неточной и непол-

ной экспертной информации, излагается теоретическая часть метода 

рандомизированных вероятностей для частного случая оценки кусоч-

но-постоянной плотности распределения, соответствующий тернар-

ному разбиению диапазона возможных значений исследуемой случай-

ной величины. Рассматривается пример использования указанной мо-

дели для оценки и прогноза статистических характеристик прираще-

ний курса швейцарского франка CHF относительно единицы XDR 

резервного платѐжного средства SDR (Special Drawing Rights) Между-

народного валютного фонда. 

Основу для настоящего исследования составили данные сай-

та [14]. Все результаты были получены при помощи системы под-

держки принятия решений АСПИД-3W [2], статистического пакета 

Eviews [3], языка программирования для статистической обработки 

данных R [4], электронных таблиц Excel. 

Цель работы — получение прогноза статистических характери-

стик приращения курса швейцарского франка CHF относительно еди-

ницы XDR резервного платѐжного средства SDR (Special Drawing 

Rights) Международного валютного фонда с использованием байесов-

ского подхода.  Было осуществлено сравнение полученных результа-

тов с результатами, полученными при использовании классического 

эконометрического метода: построение модели ARIMA и прогноза с 

помощью метода экспоненциального сглаживания. 

2. Случай оценки кусочно-постоянной плотности распределе-

ния, соответствующий тернарному разбиению диапазона возмож-

ных значений исследуемой случайной величины. Теоретическую 

часть метода рандомизированных вероятностей мы изложим, следуя, в 

основном, работе  [1]. При этом будет рассматриваться частный случай 

оценки кусочно-постоянной плотности распределения, соответствую-

щий тернарному разбиению диапазона возможных значений исследу-

емой случайной величины.  

Рассматривается непрерывная случайная величина x~ , которая 

определяется кусочно-постоянной непрерывной слева плотно-
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стью )(xf , заданной на конечном полуоткрытом интервале 

],( 30 dd , разбитом на три непересекающихся полуоткрытых ин-

тервала  ],( 1 ii dd  , 
i j    при ji  , ,3,2,1, ji  

.3210 dddd   

Предполагается, что кусочно-постоянная плотность )(xf  является 

смесью 

 

1 2 3 1 2 3( ) ( ; ) ( ; , , ) ( ,1) ( ,2) ( ,3)    f x f x p f x p p p p f x p f x p f x  (1) 

 

плотностей );( ixf , ,3,2,1i  принимающих следующие значения: 

)(1);( 1 ii ddixf , когда x  принадлежит интервалу i , и значение 

0);( ixf  — в противном случае. 

Плотности );( pxf  соответствует непрерывная неубывающая ку-

сочно-линейная функция распределения вероятностей  );( pxF , кото-

рая является смесью 

 

1 2 3 1 2 3( ; ) ( ; , , ) ( ,1) ( ,2) ( ,3)   F x p F x p p p p F x p F x p F x  (2) 

 

функций распределения );( ixF , ,3,2,1i  принимающих значения 

)()();( 1 iii dddxixF , когда x  принадлежит интервалу i , зна-

чение 0);( ixF , когда 0dx  , и 1);( ixF  при 3dx  . 

Математическое ожидание xE ~  и дисперсия xD ~2   слу-

чайной величины x~  зависят от вектора параметров ),,( 321 pppp   и 

определяются формулами 
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Таким образом, для определения плотности распределения 

);( pxf , функции распределения вероятностей );( pxF , математиче-

ского ожидания )(p  и дисперсии )(2 p  случайной величины x~  

достаточно знать вектор параметров ),,( 321 pppp  , компоненты ко-

торого суть вероятности попадания в соответствующие попарно непе-

ресекающиеся интервалы  ],( 1 iii dd  , 3,2,1i : })~({ ii xPp  . 

Очевидно, что события }~{ ii xA  , 3,2,1i  образуют полную груп-

пу и являются попарно несовместными:  321 AAA  (где    – 

достоверное событие);  ji AA  при ji  . 

Множество всех возможных векторов вероятностей 

),,( 321 pppp   является, согласно  [1], двумерным симплексом 

}3,2,1,0,1:),,({ 3213212  ippppppppS i , лежащим в 

трѐхмерном евклидовом пространстве 3R . Таким образом, имеет ме-

сто неопределенность выбора вектора ),,( 321 pppp   из множества 

3
2 RS    [8,9]. Согласно основной идее Томаса Байеса, изложенной в 

его известной работе  [10], неопределенность выбора вектора вероят-

ностей ),,( 321 pppp   из множества 1S  моделируется рандомизацией 

этого вектора вероятностей, то есть заданием случайного вектора 

)~,~,~(~
321 pppp  , принимающего значения из множества 2S  и опреде-

ляемого некоторой плотностью распределения ),,()( 321~~ pppfpf pp  , 

2Sp . 

Подставляя случайные компоненты 321
~,~,~ ppp  рандомизированно-

го вектора вероятностей  p~  в формулы (1)–(4), определяющие плот-
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ность распределения );( pxf , функцию распределения );( pxF , мате-

матическое ожидание )(p  и дисперсию )(2 p  случайной величины 

x~  как соответствующие функции параметров 321 ,, ppp , получаем 

рандомизированные аналоги указанных четырех характеристик этой 

случайной величины:  

1 2 3( ) ( ; ) ( ; , , ) f x f x p f x p p p , 
1 2 3( ) ( ; ) ( ; , , ) F x F x p F x p p p ,  

1 2 3( ) ( , , )   p p p p , 2 2 2

1 2 3( ) ( , , )   p p p p . 

Введем следующие обозначения и запишем соотношения для ма-

тематических ожиданий ip , начальных моментов второго порядка 

2
ip , дисперсий 2

i , стандартных отклонений i , смешанных началь-

ных моментов второго порядка ji pp  и ковариаций  ji  компонент 

321
~,~,~ ppp  рандомизированного вектора вероятностей p~ : 

 

ii pEp ~ , 2222 ~
iiii ppEp   , 222 ~

iiii pppD   

jijijiji ppppEpp  ~~ , jijijiji pppppp  )~,~cov( , 

.3,2,1, ji  

(5) 

 
В качестве искомых оценок ожидаемых (усредненных) значений 

рандомизированных характеристик )(
~

xf , )(
~

xF , ~ , 2~  случайной 

величины x~  естественно взять их математические ожидания 

)(
~

)( xfExf  , )(
~

)( xFExF  ,  ~E , 22 ~ E  соответственно. 

Усредненные оценки )(xf ,   и 2  плотности распределения, 

математического ожидания и дисперсии случайной величины x~  могут 

быть выражены через математические ожидания ip , дисперсии 2
i  и 

ковариации ji  рандомизированных вероятностей ip~ , 3,2,1, ji   

[11,12]: 

 

1 2 3 1 2 3( ) ( ; , , ) ( ;1) ( ; 2) ( ;3),   f x E f x p p p p f x p f x p f x  (6) 

 

0 1 2 31 2

1 2 3 1 2 3( , , ) ,
2 2 2

 
 

   
d d d dd d

E p p p p p p  (7) 
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Очень часто исследователю удобнее работать не с математиче-

ским ожиданием 2 рандомизированной дисперсии 2~  случайной 

величины x~ , а с математическим ожиданием )(I  ее рандомизиро-

ванного стандартного (среднеквадратичного) отклонения 2~~   . 

Однако, получить явную формулу зависимости   от моментов рандо-

мизированных вероятностей 321
~,~,~ ppp  в общем случае не удается. По-

этому, следуя методу моментов, можно взять в качестве первого при-

ближения к оценке среднего значения рандомизированного стандарт-

ного отклонения ~  величину 2  (заметим, что, вообще говоря, 

2~~  EE  ). 

3. Байесовкая схема оценивания параметров распределения 

Дирихле. Рассмотрим следующую систему альтернатив 321 ,, AAA , 

 321 AAA ,  321 AAA , вероятности которых суть 

)( 11 APp  , )( 22 APp  , ),( 33 APp   1321  ppp , 10  ip , 

3,2,1i .  

Предполагается, что неизвестный вектор вероятностей 

),,( 321 pppp  , согласно  [1], принадлежит двумерному симплексу 

}3,2,1,0,1:),,({ 3213212  ippppppppS i , расположенному 

в трѐхмерном евклидовом пространстве 3R . Неопределенность выбора 

вектора вероятностей ),,( 321 pppp   из множества 2S  моделируется 
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рандомизацией этого вектора, то есть заданием случайного вектора 

)~,~,~(~
321 pppp  , принимающего значения из множества 2S  и опреде-

ляемого некоторой плотностью распределения ),,( 321~ pppf p . 

Поставим задачу оценки вектора вероятностей 321 ,, ppp , опреде-

ляющего плотность распределения ),,/,,( 321321~ pppmmmfm  случай-

ной величины x~ , как задачу оценки параметров 321 ,, ppp  полиноми-

ального распределения. 

 

,
!!!

!
),,/,,( 321

321
321

321321~
mmm

m ppp
mmm

n
pppmmmf 


  (9) 

 

где )1,0(ip  есть вероятность осуществления события iA   в последо-

вательности m  независимых испытаний с тремя альтернативными 

исходами, имеющими постоянные вероятности ip , 3,2,1i , соответ-

ственно; )~,~,~( 321 mmm ( ),,( 321 mmm ) — вектор случайных частот 

(наблюдаемых частот) появления событий 321 ,, AAA  в m  испытаниях; 

mmmm  321 . Таким образом, величина ),,/,,( 321321~ pppmmmfm  

есть условная вероятность появления событий 321 ,, AAA  в m  испыта-

ниях ровно 321 ,, mmm  раз (при условии, что вероятность появления 

каждого события iA  в одном испытании равна ip ). Заметим, что пе-

ременные 321 ,, mmm  в распределении (9) связаны линейной зависимо-

стью mmmm  321 , и, поэтому, любая отдельная переменная мо-

жет быть выражена через остальные переменные. 

Знание совместного распределения ),,/,,( 321321~ pppmmmfm  слу-

чайных частот 321
~,~,~ mmm  позволяет найти математическое ожидание 

ii pmmE ~  и дисперсию )1(~
iii ppmmD   случайной частоты im~ , а 

также ковариацию jiji ppmmm )~,~cov(  случайных частот ji mm ~,~ . 

Отсюда получаются аналогичные формулы для математического ожи-

дания ifE
~

 и дисперсии ifD
~

 случайной относительной частоты if , а 

также для ковариации )
~

,
~

cov( ji ff  случайных относительных частот 

ji ff
~

,
~

: 
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ii pfE 
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m
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fD ii
i

)1(~ 
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m

pp
ff

ji
ji )

~
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~
cov(  (10) 

 

Неопределенность выбора значения векторного параметра p  опи-

сывается случайным выбором этого значения, т.е. рандомизацией па-

раметров полиномиального распределения, дающей случайный вектор 

параметров p~ , имеющий распределение Дирихле (обобщенное бета-

распределение) с параметрами 321 ,,  , 0i , 3,2,1i . Иными сло-

вами, ),,(
~

)~,~,~(~
321321  pppp , где )

~
,

~
,

~
(),,(

~
321321    есть 

непрерывная случайная величина, описываемая плотностью 
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pppfpf p  (11) 

 

где ),,( 321   есть интеграл Дирихле (обобщенная бета-функция), 

задаваемый формулой 
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где интегрирование идет по единичному двумерному симплексу *
2S , 

расположенному в 3R : }2,1,1,1:),{( 2121
*
2  ixxxxxS i . Заме-

тим, что переменные 321 ,, ppp  в распределении (11) связаны линей-

ной зависимостью 1321  ppp , и, поэтому, любая отдельная пере-

менная может быть выражена через остальные переменные. 

Обобщенную бета-функцию ),,( 321   можно выразить через 

гамма-функции: 

 

.
)(

)()()(
),,(

321

321
321









  (13) 
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Формула (13) позволяет переписать формулу (11) для «гипотети-

ческой» плотности )(~ pf p  рандомизированного вектора параметров p~  

в виде 

 

31 2 11 11 2 3

1

1 2 3

( )
( ) .

( ) ( ) ( )

   

  

   
  
  

pf p p p p  (14) 

 

Частные распределения обобщенного бета-распределения с пара-

метрами 321 ,,   суть бета-распределения с параметрами ii v , , 

,3,2,1i  где 321   . Благодаря этому обстоятельству исследо-

ватель, моделирующий неопределенность выбора значения вектора 

параметров p  распределения ),,/,,( 321321~ pppmmmfm  случайного 

числа 321
~,~,~ mmm  появлений событий 321 ,, AAA  при помощи рандоми-

зированной вероятности ),,(
~~

321 p , может оценить математиче-

ское ожидание и дисперсию компонентов случайного вектора 

)~,~,~(~
321 pppp  : 

 







 i

r

i
ii pEp 




...

~

1

, 
)1(

)(~
2

2









 ii

ii pD  (15) 

 

Из формулы (15) легко получить совместную плотность 

)/,(~~ mppf jipp ji
 двух случайных величин ip~ , jp~ , ji   и найти кова-

риацию )~,~cov( jiji pp : 

 

)1(
)),(

~
),,(

~
cov()~,~cov(

2 







ji

jjiijiji pp  (16) 

 

Можно определить следующие оценки параметров 321 ,,  , вы-

раженные через математические ожидания 321 ,, ppp  и дисперсии 

2
3

2
2

2
1 ,,  , используя формулы (14) и (16): 

 

12
2
3

2
2

2
1

323121 








pppppp
,  ii p , .3,2,1i  (17) 
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Разумеется, вряд ли можно ожидать от экспертов точных число-

вых значений математических ожиданий 321 ,, ppp  и дисперсий 

2
3

2
2

2
1 ,,  , необходимых для вычисления по формулам (17) парамет-

ров 321 ,,   распределения Дирихле. Поэтому исследователю прихо-

дится привлекать к оценке вероятностей 321 ,, ppp  альтернатив  

321 ,, AAA  экспертов, которые не могут дать точных числовых оценок 

этих вероятностей и ограничиваются только совокупностью сравни-

тельных суждений типа: «Вероятность одной альтернативы превосхо-

дит вероятность другой альтернативы», «Вероятности двух данных 

альтернатив практически равны» и т.п. 

Далее мы будем предполагать, что исследователь обладает лишь 

нечисловой (ординальной), неточной (интервальной) и неполной экс-

пертной информацией (ННН-информацией) I , задаваемой 

 }3,2,1{,,,,;;,  svulibpappppI sssvuli  системой равенств 

и неравенств для вероятностей 321 ,, ppp  альтернатив 321 ,, AAA   [13]. 

Множество всех возможных векторов ),,( 321 pppp   вероятно-

стей альтернатив 321 ,, AAA  представляет собой, согласно  [1], сим-

плекс  1,0:),,()3( 321321  ppppppppP i . Учет ННН ин-

формации I  позволяет сформировать множество всех допустимых (с 

точки зрения информации I ) векторов вероятностей, представляющее 

собой полиэдр )();( rPIrP  . Таким образом, ННН-информация I  

определяет вектор вероятностей ),,( 321 pppp   «с точностью до 

множества );3( IP ». Иными словами, имеет место так называемая тео-

ретико-множественная неопределенность задания вероятностей аль-

тернатив  [8]. Моделируя неопределенность выбора вектора вероятно-

стей ),,( 321 pppp   из множества );3( IP  при помощи рандомизации 

этого выбора, получаем случайный вектор ))(~),(~),(~()(~
321 IpIpIpIp  , 

0)(~ Ipi , 1)(~)(~)(~
321  IpIpIp , распределенный на полиэдре 

);3( IP . Компонента )(~ Ipi  случайного вектора )(~ Ip  есть рандомизи-

рованная (стохастическая, случайная) оценка вероятности альтерна-

тивы iA , учитывающая ННН-информацию I , полученную от экспер-

та. Предполагается, что для случайных величин )(~ Ipi  можно найти 
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математические ожидания )(~)( IpEIp ii  , дисперсии )(~)(2 IpDI ii   и 

ковариации ))(~),(~cov( IpIp jiji  , 3,2,1, ji . 

Для упрощения реализации на ЭВМ вычисления статистических 

характеристик рандомизированных вероятностей )(~),(~),(~
321 IpIpIp   

положим, что вероятности 321 ,, ppp  отсчитываются с конечным ша-

гом nh 1 , т.е. принимают дискретные значения из множества 

}1,)1(...,,1,0{ nnn  .  

Тогда множество )};,3(,...,1:{);,3( )( InNtpInP t   всех допу-

стимых (с точки зрения ННН-информации I ) векторов вероятностей 

конечно, и равномерное распределение вектора вероятностей )(~ Ip  на 

этом множестве );,3( InP  может быть задано случайным номером t
~

, 

равномерно распределенным на множестве значений );,3(,...,1{ InN : 

);,3(1})
~

Prob({}))(~Prob({ )( InNttpIp t  . Вычисления матема-

тических ожиданий )(~)( IpEIp ii  , дисперсий )(~)(2 IpDI ii   и кова-

риаций ))(~),(~cov( IpIp jiji  , 3,2,1, ji , необходимых для определе-

ния параметров распределения Дирихле, осуществлены с помощью 

СППР APIS  [2]. 

Обобщая «формулу Байеса» на случай распределения Дирихле, 

получаем в случае  тернарного разбиения следующего выражения 

 

,
)()()(

)(

),,(
),,/,,(

1
1

1
1

1
1

332211

321

332211

1
1

1
1

1
1

321321~

332211

332211

*

















mmm

mmm

p

ppp
mmm

m

mmmB

ppp
mmmpppf










 (18) 

 

из которого следует, что условный случайный вектор *~p , задаваемый  

условной плотностью распределения ),,/,,( 321321~* mmmpppf
p

, имеет 

обобщенное бета-распределение с параметрами iii m * , 3,2,1i : 

),,(
~~

321
*  p . 

Частная плотность ),,/( 321~* mmmpf ipi

, описывающая распределе-

ние компоненты *~
ip  вектора ),...,(

~~ *
3

*
1

* p , совпадает с бета-
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плотностью ),(
~ ***

iiv   , определяемой параметрами iii mv * , 

iii mm   ** , m   *
32

*
1

* . Иными словами, 

рандомизированная условная вероятность *~
ip  имеет бета распределе-

ние: ),(
~

),(
~~ ****

iiiiiii mmmvp   . Полученное вы-

ражение для частной плотности ),,/( 321~* mmmpf ipi

 позволяет найти 

математическое ожидание и дисперсию условной случайной вероятно-

сти *~
ip : 

 

,),(
~~**

m

m
mmmEpEp ii

iiiiii







  (19) 
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)()(
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2
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mvm

mmm
mmmDpD iiii

iiiiii



  (20) 

 

Из формулы (18) можно получить совместную плотность 

),,/,( 321~~ mmmppf jipp ji
 случайных величин *~

ip , *~
jp , ji   и найти 

ковариацию )~,~cov( ***
jiji pp  и коэффициент  )~,~( ***

jiji ppcorr  кор-

реляции этих случайных величин: 
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)1()(
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(21) 
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)~,~(
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ji
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 (22) 

 

4. Использование Байесовского метода оценки вероятностей 

альтернатив по нечисловой экспертной информации для анализа 

статистических характеристик приращений курса швейцарского 

франка CHF относительно счѐтной денежной единицы XDR ре-

зервного платѐжного средства SDR. Изложенная выше модель при-
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меняется для оценки и прогноза статистических характеристик прира-

щений  курса швейцарского франка (CHF) относительно счѐтной де-

нежной единицы (XDR) резервного платѐжного средства  SDR Меж-

дународного валютного фонда (МВФ).  Исходный временной ряд  зна-

чений курса CHF относительно XDR построен по данным сайта  [14] 

за 10 лет (01.01.2001-30.06.2011) и содержит T 3520  наблюдений. 

Для импортирования  ряда в электронные таблицы Excel был исполь-

зован язык программирования для статистической обработки данных 

R  [4]. При помощи операций Excel был построен график значений 

курса );,( tXDRCHFс , t 1,...,T 3520  . Величина );,( tXDRCHFс  

есть коэффициент обмена, который указывает, сколько единиц SDR 

обменивается на один швейцарский франк в момент времени t. 
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 Рисунок 1. График значений курса c(CHF,XDR) швейцарского франка относительно 

 счѐтной единицы МВФ за период с t=1-01.01.2011 до t=T-30.06.2011. 

 

Используя полученный график, мы выделили периоды времени,  

на протяжении которых функция  обладает следующими типичными 

формами поведения приращений валютного курса: 

(1) Стационарный тип поведения в течение всего выделенного 

периода (значения временного ряда в период с 14.01.2007 по 

23.02.2007). 
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Рисунок 2. Стационарный тип поведения в течение всего выделенного периода (значе-

ния временного ряда в период с 14.01.2007 по 23.02.2007). 
 

(2) Стационарный тип поведения в течение первой половины вы-

деленного периода с последующим снижением графика во 

второй половине (значения временного ряда в период с 

14.12.2008 по 22.01.2009). 
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Рисунок 3. Стационарный тип поведения в течение первой половины выделенного пе-
риода с последующим  снижением графика во второй половине (значения временного 

ряда в период с 14.12.2008 по 22.01.2009). 

 

(3) Стационарный тип поведения в течение первой половины вы-

деленного периода с последующим заметным подъѐмом гра-
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фика во второй половине (значения временного ряда в период 

с 11.05.2011 по 19.06.2011). 
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Рисунок 4. Стационарный тип поведения в течение первой полови ны выделенного пе-

риода с последующим заметным подъѐмом графика во второй половине (значения вре-
менного ряда в период с 11.05.2011 по 19.06.2011). 

 

Далее мы трактовали первую половину каждого выделенного пе-

риода как «обучающий период» (LP – Learning Period), а вторую поло-

вину – как «тестовый период» (TP – Testing Period). Предполагалось, 

что исследователю известны все значения коэффициента обмена 

);,( tXDRCHFс  (валютных курсов) на протяжении обучающего перио-

да, и перед ним стоит задача оценки (прогноза) статистических харак-

теристик приращения валютного курса на тестовом периоде.  

Далее был проведѐн анализ для данных трѐх коротких временных 

рядов приращения валютного курса на выделенных промежутках вре-

мени. Мы установили интервал возможных значений показателя 

);,( tXDRCHFс  для каждого ряда и разделили эти интервалы точками  

на три непересекающихся интервала. 

Каждый из трѐх временных рядов представляет собой значения 

некоторой непрерывной случайной величины, описываемой кусочно-

постоянной плотностью распределения. Данная плотность задаѐтся 

параметрами, являющимися вероятностями попадания значений этой 

случайной величины в заданные нами непересекающиеся интервалы. 

Пользуясь формулой (1), мы построили графики кусочно-постоянных 

плотностей для обучающих периодов (LP) каждого временного ряда. 
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Так как относительные частоты 321 ,, fff  попадания значений 

),;,( tXDRCHFс  t 1,..., 20  в выделенные интервалы являются состоя-

тельными и несмещѐнными оценками параметров ip , 3,2,1i , поли-

номиального распределения, мы можем в первом приближении ис-

пользовать в качестве оценок математического ожидания ii pfE 
~

, 

дисперсии ifD
~

 и ковариации )
~

,
~

cov( ji ff  формулы (10) , заменив в них 

вероятности ip  на соответствующие выборочные относительные ча-

стоты.  

 Знание статистических характеристик ifE
~

, ifD
~

, )
~

,
~

cov( ji ff  поз-

воляет найти по формулам (7) и (8) выборочные оценки математиче-

ского ожидания *  и дисперсии 2
*  (стандартного отклонения * ) 

возможных значений показателя ),( XDRCHFс . Результаты вычисле-

ний для выбранных трѐх коротких временных рядов представлены в 

табл. 1–3. 

 

Таблица 1. Эмпирические относительные частоты if , 321 ,,i , и выборочные оценки 

математического ожидания *  и стандартного отклонения *  значений приращений 

курса валют для ряда (1). 

 

1f  2f  3f  *  *  

0,35 0,65 0 0,53 0,008 

 

Таблица 2. Эмпирические относительные частоты if , 321 ,,i , и выборочные оценки 

математического ожидания *  и стандартного отклонения *  значений приращений 

курса валют для ряда (2). 

 

1f  2f  3f  *  *  

0,15 0,70 0,15 0,58 0,02 
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Таблица 3. Эмпирические относительные частоты if , 321 ,,i , и выборочные оценки 

математического ожидания *  и стандартного отклонения *  значений приращений 

курса валют для ряда (3). 

 

1f  2f  3f  *  *  

0,50 0,45 0,05 0,71 0,1 

 

Далее для исследования была привлечена экспертная информация. 

Пусть эксперт имеет ННН-информацию о вероятностях альтернатив 

321 ,, AAA : 

Для ряда (1): }{ 321 pppI  ; 

Для ряда (2): }{ 321 pppI  ; 

Для ряда (3): }{ 321 pppI  . 

Используя СППР APIS  [2], мы получили оценки математических 

ожиданий, стандартных отклонений и ковариаций рандомизированных 

вероятностей для каждого из трѐх случаев временных рядов 

)(~),(~),(~
321 IpIpIp : )(~)( 11 IpEIp  , )(~)( 22 IpEIp  , )(~)( 33 IpEIp  ; 

)(~)( 11 IpDI  , )(~)( 22 IpDI  , )(~)( 33 IpDI  ; )(21 I , )(31 I ,  

)(32 I . 

Подставляя полученные значения статистических характеристик 

)(Ipi , )(2 Ii , )(Iji  случайных вероятностей )(~ Ipi  в формулы (7), 

(8), получаем «гипотетические» (экспертные) оценки математического 

ожидания )(I  и дисперсии )(22 I  (стандартного отклонения 

)(I  ) случайного курса валют ),( XDRCHFс . Результаты вычис-

лений для выбранных трѐх коротких временных рядов представлены в 

табл. 4–6. 

 

Таблица 4. Экспертные оценки вероятностей )(Ipp ii  , 321 ,,i , математического 

ожидания )(I  и стандартного отклонения )(I  значений приращений курса 

валют для ряда (1). 

 

1p  2p  3p      
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0,19 0,62 0,19 0,54 0,004 

 

Таблица 5. Экспертные оценки вероятностей )(Ipp ii  , 321 ,,i , математического 

ожидания )(I  и стандартного отклонения )(I  значений приращений курса 

валют для ряда (2). 

 

1p  2p  3p      

0,19 0,62 0,19 0,50 0,41 

 

Таблица 6. Экспертные оценки вероятностей )(Ipp ii  , 321 ,,i , математического 

ожидания )(I  и стандартного отклонения )(I  значений приращений курса 

валют для ряда (3). 

 

1p  2p  3p      

0,11 0,28 0,62 0,72 0,01 

 

По значениям )(Ipi , )(Ii , 3,2,1i , с помощью формулы (17) 

для каждого из трѐх случаев были найдены параметры 1v , 2v , 3v , v 

гипотетических плотностей ),,;,,(),,( 321321~321~ 


pppfpppf p   

случайного вектора вероятностей попадания в соответствующие непе-

ресекающиеся интервалы.  

При синтезе «эмпирической» информации (выборочные значения 

частот 1m , 2m , 3m  попадания случайной величины ),( XDRCHFс  в 

соответствующие непересекающиеся отрезки при m  независимых ис-

пытаниях, 20321  mmmm ) и «гипотетической» информации 

(экспертные оценки параметров, 1v , 2v , 3v , v  гипотетической плотно-

сти распределения ),,;,,( 321321~ 


pppf ) были получены по форму-

лам (19), (20), (21) байесовские оценки математических ожиданий 

** ~
ii pEp  , стандартных отклонений 

** ~
ii pD и ковариаций 
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)~,~cov( ***
jiji pp  рандомизированных условных вероятностей *~

ip : 

*
1p , *

2p , *
3p ; *

1 , 
2 , *

3  ; *
21 , *

31 , *
32 .  

После подстановки этих оценок в формулы (7), (8) были получены 

искомые «синтетические» оценки, учитывающие как «эмпирическую» 

информацию о выборочных частотах, так и «гипотетическую» инфор-

мацию эксперта о параметрах распределения Дирихле, математическо-

го ожидания * и стандартного отклонения * случайного курса ва-

лют ),( XDRCHFс . Результаты  вычислений для выбранных трѐх ко-

ротких временных рядов представлены в табл. 7–9. 

 

Таблица 7. Байесовские оценки  вероятностей *
ip , 321 ,,i , математического ожидания 

*  и стандартного отклонения * значений приращений курса валют для рядов (1). 

 

*
1p  *

2p  *
3p  *  *  

0,30 0,64 0,06 0,5326 0,008 

 

Таблица 8. Байесовские оценки  вероятностей *
ip , 321 ,,i , математического ожидания 

* и стандартного отклонения *  значений приращений курса валют для рядов (2). 

 

*
1p  *

2p  *
3p  *  *  

0,16 0,64 0,16 0,56925 0,02 

 

Таблица 9. Байесовские оценки  вероятностей  *
ip , 321 ,,i , математического ожидания 

*  и стандартного отклонения * значений приращений курса валют для рядов (3). 

 

*
1p  *

2p  *
3p  *  *  

0,49 0,42 0,09 0,712 0,0052 

 

5. Построение ARIMA –модели и прогноза с помощью экспо-

ненциального сглаживания. В связи с наличием ошибок измерения 

экономических показателей, наличием случайных флуктуаций, свой-
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ственных экономическим системам, при исследовании временных ря-

дов широко применяется вероятностно-статистический подход. В рам-

ках такого подхода наблюдаемый временной ряд понимается как реа-

лизация некоторого случайного процесса. При этом неявно предпола-

гается, что временной ряд имеет какую-то структуру, отличающую его 

от последовательности независимых случайных величин, так что 

наблюдения не являются набором совершенно независимых числовых 

значений. Обычно предполагается, что структуру ряда можно описать 

моделью, содержащей небольшое число параметров по сравнению с 

количеством наблюдений,  – это практически важно при использова-

нии модели для прогнозирования. Примерами таких моделей служат 

модели авторегрессии, скользящего среднего и их комбинации – моде-

ли AR(p), MA(q), ARMA(p, q), ARIMA(p, k, q). 

При построении моделей приходится решать вопрос об отнесении 

каждого из рассматриваемых рядов к классу рядов, стационарных от-

носительно детерминированного тренда (или просто стационарных) – 

TS (trend stationary) рядов, или к классу рядов, имеющих стохастиче-

ский тренд (возможно, наряду с детерминированным трендом) и при-

водящихся к стационарному (или стационарному относительно детер-

минированного тренда) ряду только путем однократного или k-

кратного дифференцирования ряда – DS (difference stationary) ряды – 

тест Дики – Фуллера. 

Для исследуемых трѐх коротких временных рядов была построена  

ARIMA(p, k, q). С помощью информационных критериев Akaike и 

Schwartz был осуществлѐн подбор модели для каждого из случаев. Да-

лее, с помощью метода экспоненциального сглаживания были постро-

ены прогнозы. Результаты анализа для выбранных трѐх коротких вре-

менных рядов представлены в  табл. 10–12. 

 
Таблица 10. Построение прогноза методом экспоненциального сглаживания для ряда (1). 

 

*  *  

0,538434 0,0007 

 
Таблица 11. Построение прогноза методом экспоненциального сглаживания для ряда (2). 

 

*  *  
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0,563072 0,000119 

 

Таблица 12. Построение прогноза методом экспоненциального сглаживания для ряда (3). 

 

*  *  

0,743077 0,000942 

 

6. Сравнительный анализ полученных результатов. Для срав-

нительного анализа результатов предложенных методов с помощью 

формул (3), (4) нам необходимо вычислить статистические характери-

стики трѐх выбранных  временных рядов на тестовом периоде (TP). 

Результат этих вычислений приведѐны в табл. 13–15. 
 

 

Таблица 13. Статистические характеристики тестового периода (TP) для ряда (1). 

 

*  *  

0,5335 0,008 

 
Таблица 14. Статистические характеристики тестового периода (TP) для ряда (2). 

 

*  *  

0,5855 0,019 

 
Таблица 15. Статистические характеристики тестового периода (TP) для ряда (3). 

 

*  *  

0,74 0,0058 

 

Мы видим, что байесовский анализ с большей точностью прогно-

зирует статистические характеристики, чем классический метод экс-

поненциального сглаживания. В первую очередь, это касается средне-

квадратичного отклонения. 
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7. Заключение. В работе был проведѐн анализ выбранных корот-

ких временных рядов приращений курса швейцарского франка CHF 

относительно счѐтной денежной единицы XDR резервного платѐжного 

средства SDR (Special Drawing Rights) Международного валютного 

фонда (МВФ) изложенным ранее методом рандомизированных веро-

ятностей для частного случая оценки кусочно-постоянной плотности 

распределения, соответствующей тернарному разбиению диапазона 

возможных значений исследуемой случайной величины. Был получен 

прогноз статистических характеристик выбранных трѐх коротких вре-

менных рядов ),( XDRCHFс  с помощью Байесовского метода и с по-

мощью построения ARIM  – модели и получения прогноза с помощью 

метода экспоненциального сглаживания. Был проведѐн сравнительный 

анализ полученных результатов, вследствие которого было установле-

но, что для данных трѐх коротких временных рядов, Байесовский ана-

лиз с большей точностью прогнозирует статистические характеристи-

ки, чем классический метод прогноза экспоненциального сглаживания. 
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РЕФЕРАТ 

 

Жук С.Н., Евстратчик С.В. Применение байесовской модели 

для оценивания вероятностей альтернатив в условиях неопреде-

лѐнности с использованием нечисловой, неточной и неполной экс-

пертной информации. 

Байесовский анализ эмпирических данных опирается на истори-

ческую статистику и привлекает дополнительную экспертную инфор-

мацию, которой может обладать исследователь. 

В рамках разработанной ранее байесовской модели оценки кусоч-

но-постоянной плотности распределения, основанной на оценке пара-

метров распределения Дирихле по нечисловой, неточной и неполной 

экспертной информации, изложена теоретическая часть метода рандо-

мизированных вероятностей для частного случая оценки кусочно-

постоянной плотности распределения, соответствующего тернарному 

разбиению диапазона возможных значений исследуемой случайной 

величины. 

Изложенная модель применяется для оценки и прогноза статисти-

ческих характеристик приращений курса швейцарского франка (CHF) 

относительно счѐтной денежной единицы (XDR) резервного платѐж-

ного средства SDR Международного валютного фонда (МВФ). 

Для исследуемых трѐх коротких временных рядов, имеющих раз-

личное поведение, была построена модель ARIMA(p, k, q). С помощью 

информационных критериев Akaike и Schwartz был осуществлѐн под-

бор модели для каждого из случаев. Далее с помощью метода экспо-

ненциального сглаживания были построены прогнозы статистических 

характеристик. 

Для сравнительного анализа результатов двух методов вычислены 

статистические характеристики трѐх выбранных временных рядов на 

тестовом периоде. 

Был проведѐн сравнительный анализ полученных результатов. 

Был сделан вывод, что байесовский анализ с большей точностью про-

гнозирует статистические характеристики, чем классический метод 

экспоненциального сглаживания. В первую очередь, это касается 

среднеквадратичного отклонения. 
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ABSTRACT 

 

Zhuk S.N., Evstratchik S.V. The application of bayesian model for 

estimation of the probabilities of alternatives under uncertainty with 

the use of nonnumeric, inaccurate and incomplete expert information. 

Bayesian analysis of empirical data bases on historic statistics and at-

tracts additional expert information , which can be obtained by a researcher. 

The theoretic part of the method of randomized probabilities for the 

special case of piecewise constant estimates of the density distribution, cor-

responding ternary partition of the range of possible values of the random 

variable is presented as a part of the previously developed Bayesian estima-

tion model of a piecewise-constant density distribution, based on an esti-

mate of the parameters of the Dirichlet distribution with the use of nonnu-

meric, inaccurate and incomplete information, presented. 

This model is used for assessment and prediction of statistical charac-

terization of the increments of the Swiss franc (CHF) with respect to the 

monetary unit (XDR) backup means of payment SDR (Special Drawing 

Rights) of the International Monetary Fund (IMF). 

The model ARIMA (p, k, q) was constructed for  three investigated 

short time series. With the use of the information criteria of Akaike and 

Schwartz   the model for each case was selected. Further on forecasts of the 

statistical characteristics were constructed with the use of the method of 

exponential smoothing. 

For a comparative analysis of two methods the statistical characteris-

tics of three selected time series for the test period were calculated. 

A comparative analysis of the results was done. As a result of which it 

was concluded that the Bayesian analysis predicts more accurately the sta-

tistical characterizations than the classical method of exponential smooth-

ing. First of all, it is related to the standard deviation. 
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