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УДК 519.65

И.Г. Бурова
О БАЗИСНЫХ СПЛАЙНАХ ШЕСТОГО

ПОРЯДКА АППРОКСИМАЦИИ
РАЗЛИЧНОЙ ГЛАДКОСТИ

Бурова И.Г. О базисных сплайнах шестого порядка аппроксимации
различной гладкости.
Аннотация. Построены фундаментальные трижды непрерывно дифферен-
цируемые базисные сплайны шестого порядка аппроксимации минимального
дефекта первой высоты. Получены соотношения между базисными сплайнам
шестого порядка аппроксимации различной гладкости.
Ключевые слова: сплайны, аппроксимация.

Burova I.G. About basic splines of the sixth order of approximation of
various smoothness.
Abstract. The fundamental three times continuously differentiated basic splines
the sixth order of approximation of the minimal defect of the first height are con-
structed. The parities between basic splines of the sixth order of approximation of
various smoothness are received.
Keywords: splines, approximation.

1. Введение. Хорошо известны полиномиальные сплайны ми-
нимального дефекта (В-сплайны [1]). Они участвуют в решении
интерполяционной задаче Лагранжа построения приближения ми-
нимального дефекта по значениям функции. При решении зада-
чи Эрмита кроме значений функции в узлах сетки используют-
ся значения производной. Количество производных, используемых
при построении приближения, называем высотой. В данной работе
будут построены фундаментальные трижды непрерывно диффе-
ренцируемые базисные сплайны шестого порядка аппроксимации
первой высоты со свойствами, аналогичными В-сплайнам и коэф-
фициенты перехода от предлагаемых базисных фундаментальных
сплайнов к интерполяционным базисным сплайнам (см.[2]) шесто-
го порядка аппроксимации первой и второй высоты. Переход от
одних базисных сплайнов к другим возможен с помощью опера-
ции арифметического умножения соответствующих частей три-
жды непрерывно дифференцируемого базисного сплайна на най-
денные коэффициенты. Предложен способ приближения базисны-
ми сплайнами шестого порядка аппроксимации первой высоты.
Приближение строится отдельно на каждом сеточном интервале
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в виде линейной комбинации базисных сплайнов с коэффициента-
ми, представляющими собой значения функии и ее производных в
некоторых соседних точках интерполяции. Предложен способ по-
строения четырежды дифференцируемого приближения с помо-
щью спдайнов второй высоты.

2. Построение трижды непрерывно дифференцируе-
мых фундаментальных базисных сплайнов шестого поряд-
ка аппроксимации. Пусть {Xj} — сетка упорядоченных равно-
отстоящих вещественных узлов:

. . . < Xj−1 < Xj < Xj+1 < . . . .

Для вычисления базисных функций ωj,i на промежутке [Xj , Xj+1]
решаем систему уравнений

Xs
j−1ωj−1,0(x) +Xs

jωj,0(x) +Xs
j+1ωj+1,0(x) + sXs−1

j−1ωj−1,1(x)+

+sXs−1
j ωj,1(x) + sXs−1

j+1ωj+1,1(x) =
5∑
k=0

c(s+1)kx
k, s = 0, 1, . . . , 5.

(1.1)
Аналогичные системы уравнений выписываем на соседних про-

межутках [Xj−1, Xj ] и [Xj+1, Xj+2].
Неизвестные коэффициенты ciq, i = 1, . . . , 6, q = 0, . . . , 5 будем

находить так, чтобы на вещественной оси функции ωj,0 и ωj,1 были
трижды непрерывно дифференцируемыми и удовлетворяли усло-
виям supp ωj,1 = supp ωj,0 = [Xj−1, Xj+2], причем при p = 0, 1, 2, 3
выполнялись равенства

ω
(p)
j+1,0(Xj+2) = 0, ω(p)

j+1,1(Xj+2) = 0, ω(p)
j−1,0(Xj−1) = 0,

ω
(p)
j−1,1(Xj−1) = 0, ω(p)

j−1,1(Xj) = ω
(p)
j,1 (Xj), ω

(p)
j−1,0(Xj) = ω

(p)
j,0 (Xj).

Так как количество неизвестных больше количества условий,
то функции ωj,i определяются неоднозначно. Приведем один из
вариантов.

После замены x = Xj + th, t ∈ [0, 1] и полагая Xj = 0, получаем
шаблоны фундаментальных базисных сплайнов

ω0,0(th) =


− 9h4

200 (−2 + 3t)(1 + t)4, −h 6 t 6 0,
9

100h
4 − 9

20 t
3h4 + 9

40h
4t+ 940t4h4 0 6 t 6 h,

9
200h

4(−1 + 3t)(−2 + t)4, h 6 t 6 2h,
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ω0,1(th) =


− h5

200 (−4 + 11t)(1 + t)4, −h 6 t 6 0,
h5

200 (−1 + 2t)(4− 38t3 + 13t+ 19t4 + 6t2), 0 6 t 6 h,
h5

200 (−7 + 11t)(−2 + t)4, h 6 t 6 2h,

Ниже на рис.1 приведены графики функций ω0,0 и ω0,1 при
h = 1.

0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

–1 –0.5 0.5 1 1.5 2

x

а) ω0,0(t)

–0.02

–0.01

0.01

0.02

–1 –0.5 0.5 1 1.5 2

x

б) ω0,1(t)

Рис. 1: Графики функций ω0,0(t) и ω0,1(t).

Рассмотрим вопрос о построении приближений с различными
свойствами при применении полученных базисных функций.

3. Коэффициенты перехода к базисным сплайнам ше-
стого порядка апппроксимации первой высоты и построе-
ние этих сплайнов. Возьмем приближение ũ(x) к функции u(x)
в виде:

ũ(x) =
∑

i=j−1,j,j+1

(
Ki u(Xi)ωi,0(x) + K̃i u

′(Xi)ωi,1(x)
)
,

где Ki = Ki(x), K̃i = K̃i(x). С помощью представления u(xi) и
u′(xi) по формуле Тейлора, получаем

ũ(x) = u(x)
∑

i=j−1,j,j+1

Kiωi,0(x)+

+
5∑
s=1

u(s)(x)

 j+1∑
i=j−1

(Xi − x)s

s!
Kiωi,0(x) +

(Xi − x)s−1

(s− 1)!
K̃iωi,1(x)

+
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+
1
5!

j+1∑
i=j−1

Kiωi,0(x)
∫ Xi

x

u(6)(t)(Xi − t)5dt+

+
1
4!

j+1∑
i=j−1

K̃iωi,0(x)
∫ Xi

x

u(6)(t)(Xi − t)4dt.

Обозначим

U1 = K−1ωj−1,0(x) +K0ωj,0(x) +K1 ωj+1,0(x)− 1,

Us =
j+1∑
i=j−1

(Xi − x)s

s!
Kiωi,0(x) +

(Xi − x)s−1

(s− 1)!
K̃iωi,1(x),

s = 2, . . . , 6.

R(x) =
1
5!

j+1∑
i=j−1

Kiωi,0(x)
∫ Xi

x

u(6)(t)(Xi − t)5dt+

+
1
4!

j+1∑
i=j−1̃

Kiωi,0(x)
∫ Xi

x

u(6)(t)(Xi − t)4dt.

Решаем систему уравнений Us = 0, s = 1, 2, . . . , 6, относительно
неизвестных K−1, K0, K1, K̃−1, K̃0, K̃1, зависящих от параметра
x. В этом случае, очевидно, ũ(x)− u(x) = R(x).

Далее будем считать Xj = th. Переходя к переменной t с помо-
щью соотношения x = th+ jh, получим

K−1(th+ jh) = k−1(t) =
50
9h4

t2(4 + 3t)
(1− 2t+ t2)(2 + 3t)

,

K0(th+ jh) = k0(t) =
200
9h4

(1− 2t2 + t4)
(5t4 − 10t3 + 5t+ 2)

,

K̃0(th+ jh) = k̃0(t) =
200t
h4

(1− 2t2 + t4)
(20t2 − 95t4 − 5t+ 50t3 + 38t5 − 4)

,

K1(th+ jh) = k1(t) =
50
9h4

(−4− 5t+ 2t2 + 3t3)
t2(−5 + 3t)

,
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K̃1(th+ jh) = k̃1(t) =
50

48h4

(−1− t+ t2 + t3)
t2(−15 + 11t)

,

K̃−1(th+ jh) = k̃−1(t) =
50t2

h4

(1 + t)
(4 + 3t− 18t2 + 11t3)

.

Приближение ũ(t) = ũ(th+ jh), t ∈ [0, 1], к функции u(th+ jh)
на промежутке [Xj , Xj+1] теперь получаем в виде

ũ(th+ jh) = k−1(t)u(Xj−1)ωj−1,0(t) + k0(t)u(Xj)ωj,0(t)+

+k1(t)u(Xj+1)ωj+1,0(t) + k̃−1(t)u′(Xj−1)ωj−1,1(t)+

+k̃0(t)u′(Xj)ωj,1(t) + k̃1(t)u′(Xj+1)ωj+1,1(t).

Далее с учетом выражений, получаемых в результате решения
системы уравнений (1.1),

ω11(t) = − 1
200

(15h− 11th)t4h4, ω01(t) =
9

200
(5h− 3th)t4h3,

ω1−1(t) = − 1
200

(−4h− 11th)(h− th)4,

ω0−1(t) = − 9
200h

(−2h− 3th)(h− th)4,

ω01(t) =
1

200
h5(−1 + 2t)(6t2 − 38t3 + 13t+ 19t4 + 4),

ω00(t) = − 9
20
t3h4 +

9
40
h4t+

9
40
t4h4 +

9
100

h4,

после преобразований, получим

ω−1,0(t)k−1(t) =
1
4

(t− 1)2t2(4 + 3t), ω0,0(t)k0(t) = 1− 2t2 + t4,

ω1,0(t)k1(t) = −1
4

(−4− 5t+ 2t2 + 3t3)t2,
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ω1,1(t)k̃1(t) =
h

4
(−1− t+ t2 + t3)t2,

ω−1,1(t)k̃−1(t) =
1
4

(1 + t)t2(−1 + t)2h, ω0,1(t)k̃0(t) = ht(1− 2t2 + t4),

Эти произведения дают фрагменты кусочно заданных базис-
ных непрерывно дифференцируемых сплайнов шестого порядка
аппроксимации, например,

Ω0,0(t) = ω0,0(t)k0(t), 0 6 t 6 h,

Ω0,1(t) = ω0,1(t)k̃0(t), 0 6 t 6 h.

Теперь естественным образом приходим к приближению сплай-
нами первой высоты следующего вида:

Ω0,0(t) =


(− 1

4 (8t+ 11t2 + 3t3 − 4)(1 + t)2, −h 6 t 6 0,
1− 2t2 + t4, 0 6 t 6 h,
1
4 (t− 5t2 + 3t3 + 1)(−2 + t)2, h 6 t 6 2h,

Ω0,1(t) =


1
4ht(4 + t2 + 4t)(1 + t)2, −h 6 t 6 0,
ht(1− 2t2 + t4), 0 6 t 6 h,
1
4ht(1 + t2 − 2t)(−2 + t)2, h 6 t 6 2h.

max
t∈[0,1]

ω0,1(t)k̃0(t) = − 9
32
h, max

t∈[0,1]
ω−1,1(t)k̃−1(t) =

3
128

h,

max
t∈[0,1]

ω1,1(t)k̃1(t) = − 441
4096

h, max
t∈[0,1]

ω0,1(t)k̃1(t) =
45
128

,

max
t∈[0,1]

ω0,1(t)k̃0(t) = 1, max
t∈[0,1]

ω−1,0(t)k̃−1(t) =
11
128

.

Приведем графики, иллюстрирующие качество приближения
на примере функции u(x) = 1/(1 + 25x2) на промежутке [0, 1]. Для
этого на промежутке [0, 1] построим сетку узлов Xk, k = 0, . . . , n.
Возьмем количество узлов сетки n = 4, тогдаXk = kh, где h = 1/n.
Приближения ũ(x) будем строить в узлах вспомогательной сетки,
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Рис. 2: Графики функций Ω0,0(t) и Ω0,1(t).

выбирая ее на каждом промежутке Xk следующим образом: X̃j =
kh+ jh1, h1 = h/10.

4. Коэффициенты перехода к базисным сплайнам ше-
стого порядка апппроксимации второй высоты и построе-
ние этих сплайнов. Рассмотрим теперь приближение в следую-
щем виде:

ũ(x) =
j+1∑

k=j−1

(
αk0(x)u(xk) + αk1(x)u′(xh) + αk2(x)u′′(xh)

)
ωk,0(x)+

+
j+1∑

k=j−1

(
βk0 (x)u(xk) + βk1 (x)u′(xh) + βk2 (x)u′′(xh)

)
ωk,1(x).

Представляя u(xk), u′(xk), u′′(xk) с помощью формулы Тейлора в
окрестности точки x, получаем

ũ(x)− u(x) =
j+1∑

k=j−1

u(x)(UA0,k + UB0,k) + u′(x)(UA1,k + UB1,k)+

+u′′(x)(UA2,k + UB2,k) + u′′′(x)(UA3,k + UB3,k) + u1V (x)(UA4,k + UB4,k)+

+uV (x)(UA5,k + UB5,k) +R1,
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Рис. 3: Графики функции, приближения и погрешности.

где R1 — остаток,

UA0,k =
j+1∑

k=j−1

αk0(x)ωk,0(x)− 1, UB0,k =
j+1∑

k=j−1

βk0 (x)ωk,1(x),

UAs,k =
j+1∑

k=j−1

(
αk0(x)

(xk − x)s

s!
+ αk1(x)

(xk − x)s−1

(s− 1)!
+

+αk2(x)
(xk − x)s−2

(s− 2)!

)
ωk,0(x),

UBs,k =
j+1∑

k=j−1

(
(xk − x)s

s!
βk0 (x) +

(xk − x)s−1

(s− 1)!
βk1 (x)+

+
(xk − x)s−2

(s− 2)!
βk2 (x)

)
ωk,1(x),

s = 1, . . . , 5.
Решая систему уравнений UA0,k = 0, UA1,k = 0, UA2,k = 0, UA3,k = 0,

UA4,k = 0, UA5,k = 0, получаем αj0(x), βj+1
0 (x), αj1(x), βj+1

1 (x), αj2(x),
βj+1

1 (x). Далее подставляя x = jh+ th, приходим к выражениям

k0(t) = αj0(x) = − 200
9 h4

(−15t4 − 1 + 6t5 + 10t3)
(−10t3 + 5t+ 5t4 + 2)

,
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sk0(t) = βj+1
0 (x) =

200
h5t

(−15t+ 6t2 + 10)
(−15 + 11t)

,

k1(t) = αj1(x) = − 200
9 h3

t(−8t3 + 3t4 − 1 + 6t2)
(−10t3 + 5t+ 5t4 + 2)

,

sk1(t) = βj+1
1 (x) = −200

h4t

(−7t+ 3t2 + 4)
(−15 + 11t)

,

k2(t) = αj2(x) = − 100
9 h2

t2(−3t2 − 1 + t3 + 3t)
(−10t3 + 5t+ 5t4 + 2)

,

sk2(t) = βj+1
1 (x) = − 100

9 h2

t(−2t+ t2 + 1)
(−5 + 3t)

.

При значениях этих парамеров получаем

ω1,1(t)sk0(t) = (6t2 − 15t+ 10)t3,

ω1,0(t)k1(t) =
h(3t− 5)t5(3t4 − 8t3 + 6t2 − 1)

(−10t3 + 5t+ 5t4 + 2)
,

ω0,0(t)k1(t) = −ht(3t4 − 8t3 + 6t2 − 1),

ω1,0(t)k1(t) = 1/2(t2 − 2t+ 1)t3h2,

ω0,0(t)k2(t) = −1
2
h2t2(t3 − 3t2 + 3t− 1),

ω0,0(t)k0(t) = 15t4 + 1− 6t5 − 10t3.

Отсюда легко находим выражения для дважды непрерывно
дифференцируемых базисных функций шестого порядка аппрок-
симации, таких что Wj,i, supp Wj,i = [Xj−1, Xj+1], i = 0, 1, 2, 3,
j = 0,±1,±2, . . . (рис. 4)

Wj,0(th+ jh) =

{
15t4 + 1 + 6t5 + 10t3, th+ jh ∈ [(j − 1)h, jh],
15t4 + 1− 6t5 − 10t3, th+ jh ∈ [jh, (j + 1)h],
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Wj,1(th+jh) =

{
−ht(3t4 + 8t3 + 6t2 − 1), th+ jh ∈ [(j − 1)h, jh],
−ht(3t4 − 8t3 + 6t2 − 1), th+ jh ∈ [jh, (j + 1)h],

Wj,2(th+jh) =

{
1
2 h

2t2(t3 + 3t2 + 3t+ 1), th+ jh ∈ [(j − 1)h, jh],
− 1

2 h
2t2(t3 − 3t2 + 3t− 1), th+ jh ∈ [jh, (j + 1)h].
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Рис. 4: Графики функций W1,0(t), W1,1(t) и W1,2(t).

Замечание. Нетрудно видеть, что для погрешности прибли-
жения справедлива оценка |R| ≤ Ch6‖u(6)‖, |R1| = C1h

6‖u(6)‖, где
C, C1 — некоторые константы.

5. Построение трижды непрерывно дифференцируе-
мых приближений с помощью сплайнов шестого порядка
аппроксмации второй высоты

Пусть N — натуральное число, N > 3. На промежутке [a, b]
построим сетку упорядоченных узлов a = x0 < x1 < . . . < xN <
xN+1 = b. Предполагаем, что в точках xj заданы значения функ-
ции f(xj).

На промежутке [xj , xj+1] приближение f̃+(t) для функции f(t)
в случае применения сплайнов шестого порядка аппроксимации
второй высоты имеет вид

f̃+(t) = f(xj)Wj,0(t) + f(xj+1)Wj+1,0(t) + f ′(xj)Wj,1(t)+

+f ′(xj+1)Wj+1,1(t) + f ′′(xj)Wj,2(t) + f ′′(xj+1)Wj+1,2(t), (5.1)
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где

Wj,2(t) =
(xj+1 − t)3 (t− xj)2

2 (xj+1 − xj)5
, Wj+1,2(t) =

(xj − t)3 (t− xj+1)2

2 (xj − xj+1)5
,

(5.2)

Wj,1(t) =
(xj+1 − t)3 (t− xj) (xj+1 − 4xj + 3 t)

(xj+1 − xj)5
, (5.3)

Wj+1,1(t) =
(xj − t)3 (t− xj+1) (xj − 4xj+1 + 3 t)

(xj+1 − xj)5
, (5.4)

Wj,0(t)=
(xj+1 − t)3(6 (xj − t)2+3(xj − xj+1)(xj − t) + (xj − xj+1)2)

(xj+1 − xj)5
,

(5.5)

Wj+1,0(t)=
(xj − t)3(6(xj+1−t)2+3(xj+1−xj)(xj+1−t)+(xj+1−xj)2)

(xj − xj+1)5
.

(5.6)
Заменим теперь f ′(xj) на Mj , f ′(xj+1) на Mj+1, f ′′(xj) на Pj ,

f ′′(xj+1) на Pj+1. Таким образом, приближение будем брать в виде

f̃+(t) = f(xj)Wj,0(t) + f(xj+1)Wj+1,0(t) +MjWj,1(t)+

+Mj+1Wj+1,1(t) + PjWj,2(t) + Pj+1Wj+1,2(t), (5.7)

где неизвестные коэффициенты Mj , Mj+1, Pj , Pj+1 определяем
далее.

Нам потребуются производные от выражений Wj,0(t), Wj,1(t),
Wj+1,0(t), Wj+1,1(t), Wj,2(t), Wj+1,2(t) третьего и четвертого по-
рядков в точках xj . Выпишем их.

Для Wj,2(t) и Wj+1,2(t) из (1.2) получаем

W ′′′j,2(xj) = − 9
(xj+1 − xj)3

, W ′′′′j,2 (xj) =
36

(xj+1 − xj)4
,

W ′′′j+1,2(xj) =
3

(xj+1 − xj)3
, W ′′′′j+1,2(xj) = − 24

(xj+1 − xj)4
.
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Для Wj,1(t) и Wj+1,1(t) из (1.3), (1.4) получаем

W ′′′j,1(xj) = − 36
(xj+1 − xj)3

, W ′′′′j,1 (xj) =
192

(xj+1 − xj)4
,

W ′′′j+1,1(xj) = − 24
(xj+1 − xj)3

, W ′′′′j+1,1(xj) =
168

(xj+1 − xj)4
.

Для Wj,0(t) и Wj+1,0(t) из (1.5), (1.6) получаем

W ′′′j,0(xj) = − 60
(xj+1 − xj)3

, W ′′′′j,0 (xj) =
360

(xj+1 − xj)4
,

W ′′′j+1,0(xj) = − 60
(xj − xj+1)3

, W ′′′′j+1,0(xj) = − 360
(xj − xj+1)4

.

На соседнем промежутке [xj−1, xj ] приближение f̃−(t) для
функции f(t) в случае применения сплайнов шестого порядка ап-
проксимации второй высоты имеет вид

f̃−(t) = f(xj−1)Wj−1,0(t) + f(xj)Wj,0(t) + f ′(xj−1)Wj−1,1(t)+

+f ′(xj)Wj,1(t) + f ′′(xj−1)Wj−1,2(t) + f ′′(xj)Wj,2(t), (5.8)

где

Wj−1,2(t) =
(xj − t)3 (t− xj−1)2

2 (xj − xj−1)5
, Wj,2(t) =

(xj−1 − t)3 (t− xj)2

2 (xj−1 − xj)5
,

(5.9)

Wj−1,1(t) =
(xj − t)3 (t− xj−1) (xj − 4xj−1 + 3 t)

(xj − xj−1)5
, (5.10)

Wj,1(t) =
(xj−1 − t)3(t− xj) (xj−1 − 4xj + 3 t)

(xj − xj−1)5
, (5.11)

Wj−1,0(t)=
(xj−t)3(6(xj−1−t)2+3(xj−1−xj)(xj−1−t)+(xj−1−xj)2)

(xj − xj−1)5
,

(5.12)

Wj,0=
(xj−1 − t)3 (6 (xj − t)2 + 3 (xj − xj−1) (xj − t) + (xj − xj−1)2)

(xj−1 − xj)5
.

(5.13)
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Заменим f ′(xj−1) на Mj−1, f ′(xj) на Mj , f ′′(xj−1) на Pj−1,
f ′′(xj) на Pj . Рассмотрим на этом промежутке вместо (5.8) сле-
дующее выражение:

f̃−(t) = f(xj−1)Wj−1,0(t) + f(xj)Wj,0(t) +Mj−1Wj−1,1(t)+

+MjWj,1(t) + Pj−1Wj−1,2(t) + PjWj,2(t), (5.14)

где неизвестные коэффициенты Mj , Mj−1, Pj , Pj−1 определим да-
лее.

Нам потребуются значения производных от Wj,0(t), Wj−1,0(t),
Wj,1(t), Wj−1,1(t), Wj,2(t), Wj−1,2(t) третьего и четвертого поряд-
ков в точке xj .

Для Wj−1,2(t) и Wj,2(t) из (1.9) получаем

W ′′′j−1,2(xj) = − 3
(xj − xj−1)3

, W ′′′′j−1,2(xj) = − 24
(xj − xj−1)4

,

W ′′′j,2(xj) =
9

(xj − xj−1)3
, W ′′′′j+1,2(xj) =

36
(xj − xj−1)4

.

Для Wj−1,1(t) и Wj,1(t) из (1.10), (1.11) получаем

W ′′′j−1,1(xj) = − 24
(xj − xj−1)3

, W ′′′′j−1,1(xj) = − 168
(xj − xj−1)4

,

W ′′′j,1(xj) = − 36
(xj − xj−1)3

, W ′′′′j,1 (xj) = − 192
(xj − xj−1)4

.

Для Wj−1,0(t) и Wj,0(t) из (1.12), (1.13) получаем

W ′′′j−1,0(xj) = − 60
(xj − xj−1)3

, W ′′′′j−1,0(xj) = − 360
(xj − xj−1)4

,

W ′′′j,0(xj) =
60

(xj − xj−1)3
, W ′′′′j,0 (xj) =

360
(xj − xj−1)4

.

Выберем Mi и Pi, i = j − 1, j, j + 1, из условия

f̃−
(α)

(xj) = f̃+
(α)

(xj), α = 3, 4.
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Таким образом, приходим к системе линейных алгебраических
уравнений

−6P1 + P2 − 8M2 = G1;
Pj−1 − 6Pj + Pj+1 + 8Mj−1 − 8Mj+1 = Gj ,

j = 2, . . . , N − 1;
PN−1 − 6PN + 8MN−1 = GN ;
PN+2 + 16MN+1 + 7MN+2 = GN+1;
Pj−1 + Pj+1 + 7Mj−1 + 16Mj + 7Mj+1 = G,

j = N + 2, . . . , 2N − 1;
P2N−1 + 7M2N−1 + 16M2N = G2N ,

(5.15)

где правые части уравнений (в случае сетки узлов с постоянным
шагом h = xj+1 − xj) имеют вид

G1 = −15(f(x0)− f(x2))− 7f ′(x0)h− f ′′(x0)h2;
Gi = 15(f(xi+1)− f(xi−1)),

i = 2, . . . , N − 1;
GN = −15(f(xN−1)− f(xN+1))− 7f ′(xN+1)h+ f ′′(xN+1)h2;
GN+1 = 20(f(x1)− f(x0)) + 20(f(x1)− f(x2))−
−8f ′(x0)h− f ′′(x0)h2;
Gi+N+1 = 20(f(xi)− f(xi−1)) + 20(f(xi)− f(xi+1)),

i = 1, . . . , N − 2;
G2N = 20(f(xN )− f(xN−1)) + 20(f(xN )− f(xN+1))+
+8f ′(xN+1)h− f ′′(xN+1)h2.

В случае N = 3 матрица системы уравнений (1.15) имеет вид

Q =


−6, 1, 0, 0, −8, 0
1, −6, 1, 8, 0, −8
0, 1, −6, 0, 8, 0
0, −1, 0, 16, 7, 0
1, 0, −1, 7, 16, 7
0, 1, 0, 0, 7, 16

 .

Матрица Q очевидным образом распадается на четыре блока:

M =
(
A B
C D

)
,
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где

A =

 −6, 1, 0,
1, −6, 1,
0, 1, −6

 , B =

 0, −8, 0
8, 0, −8
0, 8, 0

 ,

C =

 0, −1, 0,
1, 0, −1,
0, 1, 0

 , D =

 16, 7, 0
7, 16, 7
0, 7, 16

 .

Заметим, что матрица системы уравнений Q может быть при-
ведена к виду

Q1 =
(
A1 B1

C1 D1

)
,

где A1 = D/8, D1 = −A, C1 = B/8, B1 = −C.
В случае N = 3 получаем

A1 =

 2, 7/8, 0,
7/8, 2, 7/8,
0, 7/8, 2

 , B1 =

 0, 1, 0
−1, 0, 1
0, −1, 0

 ,

C1 =

 0, −1, 0,
1, 0, −1,
0, 1, 0

 , D1 =

 6, −1, 0
−1, 6, −1
0, −1, 6

 .

Отсюда нетрудно получить, что

det(M1) = det(A1) det(D1 − C1A
−1
1 B1) 6= 0,

так как матрица D1 = C1A
−1
1 B1 есть матрица с диагональным

преобладанием, и, следовательно, не вырождена.
Решив систему уравнений (1.15), получаем приближение f̃ ∈

C4[a, b] в виде

f̃(t) = Mi
(xi+1 − t)3 (t− xi) (xi+1 − xi − 3 (xi − t))

(xi+1 − xi)5
+

+Mi+1
(xi − t)3 (t− xi+1) (xi − xi+1 − 3 (xi+1 − t))

(xi+1 − xi)5
+
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+Pi+N
(xi+1 − t)3 (t− xi)2

2 (xi+1 − xi)5
+ Pi+1+N

(xi − t)3 (t− xi+1)2

2 (xi − xi+1)5
+

+f(xi)
(xi+1 − t)3(6(xi − t)2 + 3(xi − xi+1)(xi − t) + (xi − xi+1)2)

(xi+1 − xi)5
+

+f(xi+1)
(xi−t)3(6(xi+1 − t)2+3(xi+1 − xi)(xi+1 − t) + (xi+1 − xi)2)

(xi − xi+1)5
.
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РЕФЕРАТ

Бурова И.Г. О базисных сплайнах шестого порядка аппрок-
симации различной гладкости.

Хорошо известны полиномиальные сплайны минимального дефек-
та (В-сплайны). Они участвуют в решении интерполяционной задачи
Лагранжа. Обычно применяется следующий подход к построению глад-
кого приближения. Решаем систему уравнений с использованием значе-
ний приближаемой функции в узлах сетки, затем строим сплайн мини-
мального дефекта.

При решении задачи Эрмита кроме значений функции в узлах сет-
ки используются значения производных функции в узлах сетки. Чис-
ло производных, применяемых при построении приближения, называем
высотой.

В данной работе построены фундаментальные полиномиальные три-
жды непрерывно дифференцируемые базисные сплайны шестого по-
рядка аппроксимации первой высоты со свойствами, аналогичными B-
сплайнам. Они состоят из двух базисных сплайнов, носитель каждого
из которых занимает три сеточных интервала.

В ряде случаев для построения приближения удобно использовать
локальные интерполяционные базисные сплайны. Преимущество этого
подхода состоит в том, что решение строится отдельно на каждом сеточ-
ном интервале и обладает свойством гладкости определенного порядка
на всем промежутке интерполяции. Приближение строиться в виде сум-
мы произведений значений функции (и, возможно, ее производных в
узлах сетки) и интерполяционных базисных сплайнов. Решение систем
уравнений при этом не предполагается.

В этой статье получены соотношения между базисными фундамен-
тальными эрмитовыми сплайнами и базисными локальными интерпо-
ляционными эрмитовыми сплайнами шестого порядка аппроксимации.
Найдены коэффициенты, с помощью которых можно легко построить
базисные интерполяционные сплайны шестого порядка аппроксимации
первой высоты исходя из фундаментальных эрмитовых базисных сплай-
нов шестого порядка интерполяции. Получены формулы новых интерпо-
ляционных базисных сплайнов шестого порядка аппроксимации первой
высоты. Показано, как можно построить приближение шестого порядка
аппроксимации четвертой гладкости при применении базисных сплай-
нов шестого порядка аппроксимации второй высоты.

Приведены графики всех базисных сплайнов, полученных в этой ра-
боте и графики, иллюстрирующие качество приближения с использова-
нием рассматриваемых сплайнов.
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SUMMARY

Burova I.G. About basic splines of the sixth order of approxi-
mation of various smoothness.

The polynomial splines of the minimal defect (B-splines) are well-known.
They participate in the decision of the Lagrange interpolation problem. The
most known way of the construction of smooth approximation is following.
We solve the system of equations with using of values of approached function
in knots of a grid, then we build a spline of the minimal defect.

At the decision of Hermite problem together with values of function in
knots of a grid we also use values of derivatives of this function in knots
of a grid. The quantity of the derivatives that applied at construction of
approximation, we call the level of approximation.

In the this work three times continuously differentiated fundamental
polynomial basic splines of the sixth order of approximation are constructed.
They have the properties similar B-splines. There are two parts in basic
splines, the support of each of them occupies three net intervals.

In some cases for construction of approximation it is convenient to use
local interpolation basic splines. Advantage of this approach is that the deci-
sion build separately on everyone net interval with the certain order property
of smoothness on all interval of interpolation. Approximation to be under
construction is in the form of the sum of the products values of function
(and, probably, its derivatives in knots of a grid) and interpolating basic
splines. The decision of any system of the equations it is not supposed.

In this article parities are received between basic fundamental Hermite
splines and basic local interpolational Hermite splines of the sixth order
approximations. Factors by means of which it is possible to construct basic
splines are found. Interpolational splines of the sixth order of approximation
of the first level proceeding from fundamental Hermite basic splines of the
sixth order of interpolation. New formulas are received for interpolational
basic splines of the sixth order approximations of the first level. It is shown,
how it is possible to construct approximation of the sixth order with the
fourth smoothnesses by application of basic splines of the sixth order of
approximation of the second level.

Schedules of all basic splines received in this work and the quality of
numeric approximation with splines are represented.
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