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УДК 629.191 
Миронов В.  И., Миронов Ю. В. Энергетически оптимальное управление в линейных много-
точечных задачах о встрече движений // Труды СПИИРАН. Вып. 5. — СПб.: Наука, 2007. 
Аннотация. Рассматривается задача энергетически оптимального управления движением 
активным объектом при его последовательной встрече с системой подвижных целевых 
объектов. Приводится аналитическое решение соответствующей модельной линейно–
квадратической задачи. — Библ. 6 назв. 
 
UDC 629.191 
Mironov V. I, Mironov Y. V. The Power Optimum Control in Linear Multipointed Problems on 
Meeting Points Motions // SPIIRAS Proceedings. Issue 5. — SPb.: Nauka, 2007. 
Abstract. One considers the task of power optimum control of active objects movement at it’s con-
secutive meeting with a system of mobile objects for special targets. The analitical decision of appro-
priate model of linear-square problem is suggested. — Bibl. 6 items. 

 
1. Введение 

 
Данная статья является продолжением исследования, выполненных в ра-

ботах [3, 4] по проблеме многоточечной оптимизации управления движением 
активного объекта (АО) при его последовательном сближении с группой под-
вижных целевых объектов (ЦО). Задача такого рода рассматривалась, в част-
ности, в [1, 2] для импульсной постановки применительно к условиям космиче-
ского полета к астероидам, где определялся оптимальный маршрут облета не-
скольких небесных тел. Аналогичные задачи возникают и при маневрировании 
космических аппаратов в околоземном пространстве и др. Ниже рассматрива-
ется задача энергетически оптимального управления для случая, когда динами-
ка АО описывается системой линейных дифференциальных уравнений второго 
порядка. 

 
2. Постановка задачи и необходимые условия оптимальности 

 
Пусть динамика АО на интервале ],[ 0 Ttt ∈  описывается системой уравне-

ний 
Vr =& ;       )()()()( tutBVtArtAV Vr ++=& , (1)

а движение N  ЦО — системами 

ii Vr =& ;     ),,( tVrfV iiii =
& ; 

],[ 0 ittt ∈ ;    Ni ,1= . 
(2)

В начальный момент 0t  исходное положение АО и каждого ЦО определя-
ется соответствующими значениями координат и скорости их движения 
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0r , 0V , 0ir , 0iV ; Ni ,1= . (3)

Требуется найти траекторию )(tx , управление и временные параметры 
Tttttu Nu =Ω∈ ,...,,,)( 10 , 

обеспечивающие в моменты it  выполнение заданных условий встречи АО с 
каждым i -м целевым объектом 

)()( iii trtr = ; (4)

Ni ,1= ;  )...( 210 Ttttt N =<<<< , 
и при этом квадратический функционал 

∫=
T

T dtuuI
0

2
1 ,      (5)

характеризующий энергетические затраты на выполнение операции, принимает 
минимальное значение. 

На основе результатов, приведенных в работе [3], для рассматриваемой 
задачи нетрудно получить необходимые условия оптимальности управления, 
которые сформулируем следующим образом. 

Для оптимальности n -мерного вектора TtVtrtx )](),([)( = , а также utu Ω∈)(  

и T
NN tttT ],...,,[ 21=  необходимо выполнение следующих условий: 

1) векторы )(tx  и )(tλ  удовлетворяют сопряженной системе 

x
tuxHtuxHx

∂
λ∂

−=λ
λ∂
λ∂

=
),,,(;),,,( && ; 

T
Vr ],[ λλ=λ ; 

2) вектор управления обеспечивает максимум гамильтониана 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −++λ+λ=→

Ω∈
uuutBVtArtAVtuxHtu T

Vr
T
V

T
r

u u 2
1])()()([),,(max)( ; 

Ttt ≤≤0 ; 
3) выполняются условия трансверсальности в конечный момент TtN =  

0)(, ==λ TtNNV ; 
4) при itt =  выполняются условия Эрдмана–Вейерштрасса 

0)()( ,,1, =λ∆+λ−λ + iriiriir tt ; 
0)()( ,1, =λ−λ + iiViiV tt ;      1,1 −= Ni ; 

[ ] 0)()()()( ,1 =−λ∆+−+ iii
T

iriiii tVtVtHtH ;     Ni ,1= , 

где irVr ,0,0, ,, λ∆λλ  — неопределенные параметры сопряженных переменных. 
Приведенные соотношения дают достаточное число условий для опреде-

ления всех неизвестных параметров и функций. 
 
3. Модельная задача и ее аналитическое решение 

 
Несмотря на линейность модели движения АО и квадратический характер 

оптимизируемого функционала, общая задача остается нелинейной не только 
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из-за необходимости определения сопряженных параметров irVr ,0,0, ,, λ∆λλ , но 

и временных параметров встречи объектов T
NN tttT ],...,,[ 21= . Поэтому рас-

сматриваемая задача может быть решена только с помощью численных мето-
дов.  В работе [6] для решения данного класса задач предложен комбинирован-
ный метод, в котором комбинационно используются вариационный и прямой 
принципы построения вычислительных алгоритмов. Он обеспечивает декомпо-
зицию вычислительного процесса и позволяет на каждой итерации свести ис-
ходную многоточечную задачу оптимизации к более простой модельной задачи 
оптимального управления, решаемой при фиксированных временных парамет-
рах. Метод включает два цикла или этапа. 

1. На первом (внутреннем) цикле исходная задача решается при фиксиро-
ванных значениях вектора временных параметров NT  в соответствии с приня-
тым начальным приближением на основе принципа максимума. 

2. На втором (внешнем) цикле осуществляется построение аппроксимаци-
онных моделей зависимости основного критерия оптимальности )( NTI  и изопе-
риметрических условий )( NTL  от вектора временных параметров NT  и произво-
дится его уточнение.  

Далее организуется итерационное повторение операций 1 и 2 циклов для 
окончательного определения )(tu opt  и opt

NT . 
Задача оптимального управления, решаемая на первом этапе данного ме-

тода, значительно упрощается по сравнению с исходной, так как временные 
параметры движения фиксированы. По-существу, она переходит в класс задач 
с промежуточными фазовыми ограничениями статического типа [6]. 

В рамках рассматриваемой в данной работе задачи о встрече АО с систе-
мой подвижных объектов решение такой модельной задачи в открытой области 
управления uΩ сводится к следующей многоточечной краевой задаче 

Vr =& ;       )()()()( tutBVtArtAV Vr ++=& ; 

V
T
rr tA λ−=λ )(& ;            V

T
VrV tA λ−λ−=λ )(& ; (6)

)()()( ttBtu V
T λ= , 

при следующих краевых и промежуточных условиях 

00 )( xtx = ;    ii rtr =)( ;    Ni ,1= ; 
0)()( ,,1, =λ∆+λ−λ + iriiriir tt ; 

0)()( ,1, =λ−λ + iiViiV tt ; 

0)(, ==λ TtNNV ;          1,1 −= Ni . 
Для решения задачи введем расширенный вектор размерности n2  

T
Vr

T Vrxz ],,,[],[ λλ=λ= . 
Тогда П-система (6) может быть представлена в виде 

ztCtz )()( =& ;    00 )( ztz = , (7)
где  

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
=

)(0
)(~)(~)()(

tA
tBtBtAtC T

T
; ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

Vr AA
E

A
0

; ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

B
B

0~ . 
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Решение расширенной системы для любого ],[ 10 ttt ∈  дается формулой 
Коши 

00 ),()( zttRtz = , (8)
где ),( 0ttR  — нормированная фундаментальная матрица размерности nn 22 × . 

Определим структуру фундаментальной матрицы R . Решение системы (6) 
может быть представлено в виде 

∫ λ⋅τττττ+=
t

t

T dtVBBtUxttUtx
0

0000 ),()(~)(~),(),()( ; (9)

00 ),()( λ=λ ttVt , 
где ),( 0ttU  и ),( 0ttV  — нормированные фундаментальные матрицы решения 
соответствующих однородных уравнений 

xtAx )(=& ;        λ−=λ )(tAT& . 
В привязке к векторным компонентам x , λ  матрица R  записывается в 

следующем виде 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

),(),(
),(),(

),(
022021

012011
0 ttQttQ

ttQttQ
ttR ,  

где ),( 0ttQij  — квадратные матрицы размерности nn × . 
Из сопоставления соответствующих блоков получаем равенства 

),(),( 0011 ttUttQ = ;  

∫ τττττ=
t

t

T dtVBBtUttQ
0

),()(~)(~),(),( 0012 ; 

0),( 021 =ttQ ; 
),(),( 0022 ttVttQ = . 

Матрицу ),( 0ttR  в привязке к векторным компонентам VrVr λλ ,,,  предста-
вим в следующем блочном виде 

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

),(),(),(),(
),(),(),(),(
),(),(),(),(
),(),(),(),(

),(

044043042041

034033032031

024023022021

014013012011

0

ttRttRttRttR
ttRttRttRttR
ttRttRttRttR
ttRttRttRttR

ttR , 

где ),( 0ttRij  — квадратные матрицы, соответствующие векторам r , V , rλ , Vλ . 

Определим структуру матриц ),( 0ttRij  в зависимости от соответствующих 
блоков фундаментальных матриц ),( 0ttU  и ),( 0ttV  однородных уравнений при-
менительно к системе второго порядка (6). Для этого матрицу ),( 0ttU  в привязке 
к векторным компонентам Vr ,  представим как 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

),(),(
),(),(

),(
022021

012011
0 ttUttU

ttUttU
ttU , 

а матрицу ),( 0ttV  в привязке к векторным компонентам Vr λλ ,  как 
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

),(),(
),(),(

),(
022021

012011
0 ttVttV

ttVttV
ttV , 

где ),( 0ttUij , ),( 0ttVij  — квадратные матрицы. 
Из сопоставления соответствующих блоков получаем следующие равен-

ства 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ =
=

...;
;0

...;,),,(
),(

0

0
V

jittU
ttR

ij

ij  (10)

),(),( 00 ttUttR ijij = ,при ;2,1, =ji  
0),( 0 =ttRij ,при 2,1;4,3 == ji ; 

),(),( 02,20 ttVttR jiij −−= , при 4,3, =ji ; 

∫ τττ=
t

t

T dtVBBtUttR
0

),(),(),( 02112013 ;    ∫ τττ=
t

t

T dtVBBtUttR
0

),(),(),( 02212014 ; 

∫ τττ=
t

t

T dtVBBtUttR
0

),(),(),( 02122023 ;    ∫ τττ=
t

t

T dtVBBtUttR
0

),(),(),( 02222024 . 

С учетом принятых обозначений покомпонентные решения системы (6) на-
ходятся по формулам 

00 ),(),(),(),()( 01401300120011 Vr ttRttRVttRrttRtr λ+λ++= ; 

00 ),(),(),(),()( 02402300220021 Vr ttRttRVttRrttRtV λ+λ++= ; 

00 ),(),()( 034033 Vrr ttRttRt λ+λ=λ ;  

00 ),(),()( 044043 VrV ttRttRt λ+λ=λ . 
Заметим далее, что в силу линейности системы (6), если в некоторый мо-

мент ],[ 0 ttti ∈  вектор )( ir tλ  получает приращение )( ir tλδ , то на момент t  зна-
чения векторов )(tr  и )( ir tλ  получают приращения 

)(),()( 13 iri tttRtr λδ=δ ; 
)(),()( 43 iri tttRtV λδ=δ . 

Это обстоятельство позволяет составить следующую систему уравнений 
для краевых условий встречи АО с ЦО относительно неизвестных векторов 0rλ , 

0Vλ , 1rλ∆ , 2rλ∆ ,…, 1−λ∆ Nr  

00 ),(),()( 0114011311 Vr ttRttRtr λ+λ=∆ ; 

100 ),(),(),()( 12130214021322 rVr ttRttRttRtr λ∆+λ+λ=∆ ; 

2100 ),(),(),(),()( 231312130314031333 rrVr ttRttRttRttRtr λ∆+λ∆+λ+λ=∆ ; 
…………….. 

∑
−

=
λ∆+λ+λ=∆

1

1
13014013 ),(),(),()( 00

N

i
riNVNrNNN ittRttRttRtr ; 

 

(11)
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0),(),(),()(
1

1
43044043 00 =λ∆+λ+λ=λ∆ ∑

−

=

N

i
riNVNrNNV iN ttRttRttRt , 

где 
]),(),([)()( 00120011 VttRrttRtrtr iiiiii +−=∆ . 

Векторы )( ii tr  определяются путем интегрирования уравнений движения 
целевых объектов.  

Эту систему можно разрешить путем последовательного исключения не-
известных.  

Так, при обходе двух ЦО, то есть при 2=N , необходимо решить систему 

00 ),(),()( 0114011311 Vr ttRttRtr λ+λ=∆ ; 

100 ),(),(),()( 12130214021322 rVr ttRttRttRtr λ∆+λ+λ=∆ ; 

100 ),(),(),(0 124302440243 rVr ttRttRttR λ∆+λ+λ= . 

Из первого уравнения этой системы находим 
]),()()[,( 00 01141101

1
13 Vr ttRtrttR λ−∆=λ − . 

Подставляя это выражение во второе и третье уравнение, имеем 
+λ−∆=∆ − ]),()()[,(),()( 001141101

1
13021322 VttRtrttRttRtr  

10 ),(),( 12130214 rV ttRttR λ∆+λ+ ; 

+λ−∆= − ]),()()[,(),(0 001141101
1

130243 VttRtrttRttR  

10 ),(),( 12430244 rV ttRttR λ∆+λ+ . 

Эти уравнения представим в виде 
111 10 mBR rV =λ∆+λ ;      222 10 mBR rV =λ∆+λ , 

где 
),(),(),(),( 011401

1
13021302141 ttRttRttRttRR −−= ; 

),( 12131 ttRB = ; 

)(),(),()( 1101
1

130213221 trttRttRtrm ∆−∆= − ; 

),(),(),(),( 011401
1

13024302442 ttRttRttRttRR −−= ; 

1),( 12432 rttRB λ∆= ; 

)(),(),( 1101
1

1302432 trttRttRm ∆−= − . 

Решая эти уравнения, находим 
)]()([ 1

1
122

1
1

1
12211

1
10 mRRmBRRBBmRV

−−−− −−−=λ ; (12)

)()( 1
1

122
1

1
1

1221 mRRmBRRBr
−−− −−=λ∆ . (13)

Формулы (12) и (13) дают аналитическое решение задачи при 2=N . 
В общем случае при 2>N  для решения системы (11) введем расширен-

ные векторы 
]0),(),...,(),([ 2211 NN

T trtrtr ∆∆∆=∆ ;        ],...,,,,[ 12100 −λ∆λ∆λ∆λλ=λ NrrrVr
TP , 
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и матрицу 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−
),(......),(),(),(
),(......),(),(),(

..................
0...0),(),(),(
0...00),(),(

143143044043

113113014013

121302140213

01140113

NNNNN

NNNNN
ttRttRttRttR
ttRttRttRttR

ttRttRttR
ttRttR

Q . 

С учетом введенных обозначений система (11) принимает вид 
∆=λPQ . (14)

Следовательно, 
∆= −

λ
1QP . (15)

Оптимальное управление при ],[ 1+∈ jj ttt определится как 

)()()( ttBtu T λ= , 
где 

T
Vrt ],[)( λλ=λ ; 

+λ+λ++=λ 00 ),(),(),(),()( 03303200320031 Vrr ttRttRVttRxttRt  

∑
=

λ∆+
j

i
ri ittR

1
32 ),( ; 

∑
=

λ∆+λ+λ=λ
j

i
riVrV ittRttRttRt

1
32044043 ),(),(),()( 00 ; 

],[ 1+∈ jj ttt ;  1,0 −= Nj . 

Полученное аналитическое решение может быть эффективно использова-
но в рамках комбинированного метода решения многоточечных задач о встрече 
движений и для оптимизации временных параметров. 

Работа выполнена при поддержке РФФИ (Проект № 06-07-89242) и при 
финансовой поддержке за счет грантов Санкт-Петербурга в сфере научной и 
научно-технической деятельности. 
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