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1. Введение 
 

Контекстно-свободную грамматику будем называть КС-грамматикой. 
Общеизвестно определение грамматики как четверки множеств 

),,,( SPTNG =  [1], где N  — множество нетерминальных символов, или 

нетерминалов, T  — множество терминальных символов, или терминалов, P  — 
множество правил, S  — начальный символ грамматики. Дополним 

определение множеством семантик *S , получим грамматику 

),,,,( ** SPSTNG =  [2]. 

Бесконечным правилом называется правило, которое не порождает 
конечной цепочки из терминальных символов и семантик в качестве значения 
стоящего в левой части правила нетерминала.  

 
2. Алгоритм нахождения бесконечных правил 
 
Ниже предлагается простой алгоритм выявления бесконечных правил. 

Покажем, что алгебраическая структура |),,*,( * >< пробелG  изоморфна 

структуре ),,\,( * ∨∧B , где ),},1{},1{,(*
bb SPBB = , в которой B  — множество 

булевых переменных, сопоставляемых нетерминалам Nn ∈  и принимающих 
значение }1,0{ , BSb ∈  — начальный символ, bP  — множество правил, которые 

строятся по множеству правил P  грамматики *G . Введем функцию, 
отображающую  

** BG →  (поэлементно), 
операцию  итерации: 

}1{,,,,\ 21
*

212121 ∪∈∪∪∈→∗ BbbSTNnnbbnn , 
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операцию конкатенации: 

}1{,,,, 21
*

212121 ∪∈∪∪∈∧→>< BbbSTNnnbbnпробелn , 

операцию дизъюнкции:  

}1{,,,,| 21
*

212121 ∪∈∪∪∈∨→ BbbSTNnnbbnn . 

В грамматике *G  заменяются нетерминалы Nn ∈ , а переменные Bb ∈ , 

терминальные символы Tt ∈  и семантики *Ss ∈  заменяются на 1, затем P  — 

множество правил КСР-грамматики — заменяется на множество bP , причем 

бинарные операции |},,{ ><∗ пробел  заменяются на },{\, ∨∧  соответственно. 

Пример. 
Исходная грамматика: 
R1:t|$s<пробел>t*R2; 

R2:R1|t<пробел>(p*R2|R1); 

где 1R , NR ∈2 , Tt ∈ , *$ Ss ∈ . 

Замена: 

).11(11:2

,111:1

bbb

b

∨∧∨

∧∨
 

Алгоритм. 
1) Построить правила для изоморфных булевых множеств. 
2)Всем булевским переменным присвоить значение ноль: Bbi ∈∀ : 0=jb , 

nj <≤0 , n  — число правил. 

3) Подставить значения ib  в правила, построенные по исходным правилам  и 

посчитать по их правым частям новые значения. 
4) Проанализировать новые полученные значения. Если хотя бы одно значение  
изменилось, перейти к пункту 3) (вычисляются только те значения ib , которые 

имеют значение 0 ). 

5) Процесс заканчивается, когда все значения ib  остаются прежними. 

 
3. Пример применения алгоритма 
 

Рассмотрим следующий фрагмент грамматики. 
 

01 Program: [ | '-' ] Expression ; 

02 Expression: Expression '+' Expression | 

03      Expression '-' Expression  | 

04      Expression '*' Expression | 

05      Expression '/' Expression | 

06      '(' [ | '-' ] Expression ')'; 

07 Decimal_number: Unsigned_integer |                            

                    Unsigned_integer Decimal_fraction ; 

08 Decimal_fraction: '.' Unsigned_integer; 

09 Unsigned_integer: Digit ' '; 

10 Digit: '0'|'1'|'2'|'3'|'4'|'5'|'6'|'7'|'8'|'9'; 

 

Очевидно, что правило, начинающееся в строке 2 бесконечно. Рассмотрим 
работу алгоритма. 
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1)Правила для изоморфных булевых множеств: 

;1111111111:6

;16:5

;51:4

;544:3

;2]11[1212212212212:2

;2]11[:1

∧∧∧∧∧∧∧∧∧

∧

∧

∧∨

∧∨∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧

∧∨

b

bb

bb

bbbb

bbbbbbbbbb

bb

 

1) Присвоим всем булевым переменным 0: 
.0654321 ====== bbbbbb  

Получаем: 

.16

05

04

03

02

01

=

=

=

=

=

=

b

b

b

b

b

b

 

Второй проход алгоритма дает: 

.15

04

03

02

01

=

=

=

=

=

b

b

b

b

b

 

На третьем проходе алгоритма получаем: 

.14

03

02

01

=

=

=

=

b

b

b

b

 

Четвертый проход дает: 

.13

02

01

=

=

=

b

b

b

 

Наконец, пятый проход алгоритма не изменяет значения булевых переменных: 

.02

01

=

=

b

b
 

Значит, правило на строках 02–06 бесконечно, а с ним бесконечно и правило на 
строке 01. 
Исправленная грамматика: 
 
01  Program: [ | '-' ] Expression ; 

02  Expression: Decimal_number | 

03       Expression '+' Expression | 

04       Expression '-' Expression  | 

05       Expression '*' Expression | 

06       Expression '/' Expression | 
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07       '(' [ | '-' ] Expression ')'; 

08  Decimal_number: Unsigned_integer |                            

                            Unsigned_integer Decimal_fraction 

; 

09  Decimal_fraction: '.' Unsigned_integer; 

10  Unsigned_integer: Digit+ ' ' ; 

11  Digit: '0'|'1'|'2'|'3'|'4'|'5'|'6'|'7'|'8'|'9'; 

 
Правило на строках 02–07 теперь заменяется на: 

;2]11[12122122122123:2 bbbbbbbbbbb ∧∨∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧∨∧∧∨  

Пятый проход алгоритма дает: 

.12

01

=

=

b

b
 

И шестой проход дает: 
.11 =b  

Бесконечных правил нет. 
Разумеется, такие выкладки громоздки и алгоритм предназначен для 
компьютерной обработки. 

 
4. Обосновывающая теорема 
 
Теорема. 
Правило КС-грамматики не является бесконечным тогда и только тогда, если 
после завершения работы приведенного выше алгоритма ему будет 
сопоставлено значение 1=ib . 

 
Доказательство. 
 Необходимость. 
То, что правило не является бесконечным, означает, что нетерминал в его 
левой части может быть выражен через терминалы, семантики и другие 
нетерминалы, выражаемые, в конечном счете, через терминалы и семантики, с 
помощью операций объединения, произведения и обобщенной итерации. Так 
как терминалам и семантикам сопоставляется значение 1, а все булевы 
операции изоморфного множества и операция выделения первого операнда 
сохраняют истинность, то для данного правила 1=ib . 

Достаточность. 

Пусть для i -го правила 1=ib . Покажем, что тогда правило не является 

бесконечным. Доказательство методом математической индукции по числу 
операций. 
Для удобства оформления перенумеруем правила так, чтобы значения 1=jb  

шли подряд: lj ≤≤1 . Рассмотрим случай, когда правило содержит не более 1 

операции. Простым перебором вариантов устанавливается, что 1=ib  

получается  в случаях следующих замен: 1, iν∨1 , 1∨ν j , 11∧ , jν\1 , где 

}1{∪∈ν Bi . Такие ситуации могут возникнуть лишь в следующих случаях:  

*'* ,,,1,1,,,,;,;, STNooSTNnlrlsnoooonnoo rsiisrssiiss ∪∪∈∪∪∈≤≤≤≤∗

nNnN |{' ∈=  — не бесконечно} . 
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Каждое из этих выражений не является бесконечным. Начальное утверждение 
метода математической индукции доказано. 
Пусть для правил, содержащих mk <  операций, утверждение теоремы верно. 
Покажем его справедливость при mk ≤  операциях. 

),...,,(: 11121111 +ψ mooon , 

... 
),...,(: 121 +ψ lmllll ooon . 

Выделим последнюю операцию в выражении: 
),...,,(),...,,(: 11121111121111 ++ ρ⊕ϕ mlm oooooon , 

... 
),...,(),...,(: 121121 ++ ρ⊕ϕ lmllllmllll oooooon . 

1. Предположим, что последняя операция в i -ом выражении ∗=⊕ . Тогда 
данная операция должна быть заменена операцией выделения первого 
операнда. По определению этой операции, для того, чтобы 1=ψi

b , должно 

быть 1=ϕi
b . Но тогда по допущению выражение ),...,( 121 +ϕ imiii ooo  не 

является бесконечным, а тогда по определению обобщенной итерации правило 
),...,(: 121 +ψ imiiii ooon  не является бесконечным. 

2. Предположим, что последняя операция в i -ом выражении >=<⊕ пробел . 

Тогда данная операция должна быть заменена конъюнкцией. По определению 
конъюнкции, для того, чтобы 1=ψi

b , должно быть 1=ϕi
b  и 1=ρi

b . Но тогда по 

допущению выражение ),...,( 121 +ϕ imiii ooo  и выражение ),...,( 121 +ρ imiii ooo  не 

является бесконечными, а тогда по определению операции произведения 
правило ),...,(: 121 +ψ imiiii ooon  не является бесконечным. 

3. Предположим, что последняя операция в i -ом выражении |=⊕ . Тогда данная 

операция должна быть заменена дизъюнкцией. По определению дизъюнкции, 
для  того, чтобы 1=ψi

b , должно быть 1=ϕi
b  или 1=ρi

b . Но тогда по 

допущению выражение ),...,( 121 +ϕ imiii ooo  не является бесконечным или 

выражение ),...,( 121 +ρ imiii ooo  не является бесконечным, а тогда по 

определению операции объединения правило ),...,(: 121 +ψ imiiii ooon  не 

является бесконечным. 
Теорема доказана.  
 
Следствие 1. 
Для любой КС-грамматики бесконечные правила отсутствуют  тогда и только 
тогда, когда приведенный выше алгоритм после своего завершения выдает все 
значения 1=jb , ni ,...,2,1= , где n  — число правил. 

 
Следствие 2. 
Правило КС-грамматики является бесконечным тогда и только тогда, если  
после окончания работы приведенного выше алгоритма ему будет 
сопоставлено значение 0=ib . 

 
Эти утверждения непосредственно следуют из формулировки теоремы. 
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5. Заключение 
 

На базе данного алгоритма реализуется распознавание бесконечных 
правил в программном верификаторе грамматики. Это необходимо для 
компьютерной проверки грамматик перед разбором. К сожалению, алгоритм не 
исправляет бесконечные правила на конечные, здесь требуется участие 
человека. 
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