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1. Введение 
 

Опираясь на результаты, полученные в работе [1], рассмотрим сначала 
абстрактный фрактальный объект, занимающий ограниченную область R  раз-
мера L  в евклидовом пространстве с размерностью d . Пусть на каком-то этапе 
его построения он представляет собой множество из N >>1 точек и пусть N →  
∞ . Каждый шаг итерационной процедуры добавляет к множеству ещё одну точ-
ку. Разобьём область R на кубические ячейки dε  со стороной ε . Будем интере-
соваться только занятыми ячейками, в которых содержится хотя бы одна точка 
и пусть номера занятых ячеек меняются в пределах i  = 1, 2, 3, ... , N  (ε ), где N  
(ε ) — суммарное количество занятых ячеек. Пусть также in (ε ) — количество 
точек в ячейке с номером i , тогда величина:  

)/)((lim)( Nnp i
N

i εε
∞→

= . (1)

есть вероятность того, что наугад взятая точка из множества находится в ячей-
ке i . Иначе говоря, вероятности iP (ε ) характеризуют относительную заселен-
ность точек. По условию нормировки имеем: 
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(2)

Рассмотрим теперь обобщенную статистическую сумму ),( εqΖ , где показа-
тель степени q  может принимать любые значения в интервале +∞<<∞− q : 
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Спектр обобщённых фрактальных размерностей qD , характеризующих 

данное распределение точек в области R , определяется соотношением: 
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=qD )1/()( −qqτ ,     (4)

 
где функция )(qτ  имеет вид: 

]ln/),([lnlim)(
0

εετ
ε

qZq
→

=  (5)

Если constDDq == , то есть не зависит от q , то данное множество точек 

представляет собой обычный регулярный фрактал с фрактальной размерно-
стью D . Если же qD  есть функция q , то данное множество точек является 

мультифракталом, который характеризуется нелинейной функцией )(qτ , опре-
деляющей поведение статистической суммы Z(q,ε ) при 0→ε : 

∑
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В случае обычного регулярного фрактала во всех занятых ячейках содер-
жится одинаковое число точек: 

)(/)( εε NNni = . (7)

и вероятности )(/1)( εε NPi = , тоже одинаковы, так что обобщённая стати-
стическая сумма будет иметь вид: 

)(),( 1 εε qNqZ −= . (8)

Учтём, что число занятых ячеек при достаточно малом значении ε  есть: 
DN −≈ εε )( , (9)

так как это приближенное равенство лежит в основе определения фрак-
тальной размерности D . Логарифмируя обе части равенства (9) и переходя к 
пределу при условии, что 0→ε , имеем: 

( )]ln/))([ln(lim 1

0

−
→

= εε
ε

ND . (10)

Подставляя это выражение в (8) и сравнивая с (6) получим для обычного 
фрактала: 

Dqq )1()( −=τ , (11)
то есть эта функция является линейной по переменной q , когда все 

constDDq == .  

Непосредственно из (5) и (3) может быть найдено выражение для произ-
водной: 
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имеющей важный физический смысл, о котором будет сказано ниже. При 
0=q  из (3) следует, что  

)(),0( εε NZ = . (13)
С другой стороны, в соответствии с (6) и (4) имеем: 

0)0(),0( DZ −=≈ εεε τ . (14)
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Сопоставляя (14) и (13) видим, что N (ε ) 0D−≈ ε , что соответствует опреде-
лению (9). Это означает, что величина 0D  представляет собой обычную раз-
мерность Хаусдорфа фрактального множества в области R , то есть является 
наиболее грубой характеристикой этого множества и не несёт информации об 
его статистических свойствах. Теперь рассмотрим величину 1D . При 1=q , в 
силу условия нормировки (2), статистическая сумма равна: 

,1),1( =εZ  (15)
следовательно, согласно (6) 0)1( =τ  и, таким образом, имеем неопреде-

лённость в (4) для 1D . Раскрывая ее, находим, что: 
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С точностью до знака числитель в формуле (16) представляет собой эн-
тропию S(ε ) фрактального множества, соответствующую текущему значе-
нию ε : 
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В термодинамике под iP  понимается вероятность обнаружить систему в 
состоянии i , и энтропия является мерой беспорядка в системе. Таким образом,  

)]ln(/)([lim
0

1 εε
ε

SD
→

−= . (18)

Рассмотрим совокупность из двух приближенных равенств, соответствую-
щих формуле (18) при различных достаточно малых значениях ε   

)ln()( )(1 εεε DS −≈ , (19)

( )1
1 ln/)()( −≈ εεε SD . (20)

Используя подход Шеннона можно говорить о том, что 1D (ε ) в форму-
ле (20) характеризует  информацию, необходимую для определения местопо-
ложения точки в некоторой ячейке. В связи с этим обобщённую фрактальную 
размерность 1D , входящую в формулу (18), называют ИНФОРМАЦИОННОЙ 
размерностью. Формула (20)  дает возможность также проанализировать, как 
изменяется количество информации, необходимое для определения местопо-
ложения точки, при стремлении размера ε  к нулю. Найдем скорость изменения 
её количества при уменьшении размера ячейки ε , продифференцировав соот-
ношение (20) по переменной ε : 
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Наконец, рассмотрим случай 2=q . Здесь справедлива формула: 
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Введём в рассмотрение парный корреляционный интеграл: 
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где суммирование проводится по всем парам точек фрактального множества с 
радиус-векторами nr  и mr , а )(xθ - ступенчатая (единичная) функция Хевисайда: 

,1)( =xθ  если 0≥x  и 0)( =xθ , если 0<x . Сумма в (23) определяет число пар 
точек ,, mn   для которых расстояние между ними меньше, чем ε . Поэтому, по-
делённая на 2/)1( −NN , она определяет вероятность того, что наугад взятые 
точки разделены расстоянием меньшим чем ε . Эту же вероятность можно оп-
ределить и по-другому. Вероятность попадания двух точек в одну и ту же ячей-

ку есть 2
iP . Суммируя 2

iP по всем занятым ячейкам, получим вероятность того, 

что две произвольно выбранные точки из множества R  лежат внутри одной 
ячейки размером ε . Следовательно, расстояние между этими точками будет 
меньше или порядка ε . Таким образом, с точностью до численных коэффици-
ентов и, принимая во внимание (6) и (11) получим: 
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(24)

Следовательно, обобщённая размерность 2D  определяет зависимость 
корреляционного интеграла от ε  в пределе при 0→ε . По этой причине 2D  на-
зывают корреляционной размерностью. Установим её связь с парной корреля-
ционной функцией. Введём плотность вероятности )(rρ : 

)(
1

)( ∑ −=
n

irr
N

r δρ . 
 

(25)

Физический смысл rdr d)(ρ — это вероятность обнаружить точку фрак-

тального множества в объёме rd d  вокруг точки r . Она удовлетворяет условию 
нормировки: 

∫ =
R

d rdr 1)(ρ . (26)

Парная корреляционная функция связана с функцией )(rρ следующим об-
разом: 

∫ +=
R

d rdrrrrC `)`(`)()( ρρ . (27)

и представляет собой плотность вероятности нахождения двух произволь-
ных точек множества на расстоянии r  друг от друга. Под интегралом здесь сто-
ит плотность условной вероятности иметь одной точке координату rr +′ , если 
другая точка имеет координату r ′ . В силу отсутствия характерного масштаба 
длины для введённой таким образом корреляционной функции )(rC  характерно 

степенное поведение с расстоянием r , т.е. βrrC /1)( ≈ , где β  — некоторый по-
казатель степени. Он связан с корреляционной размерностью 2D  соотношени-
ем: 

2Dd +=β . (28)
где d  — обычная евклидова размерность пространства. Действительно, в 

силу своего определения плотности условной вероятности величина )(rC , бу-
дучи проинтегрирована по d  — мерной сфере радиуса ε , определяет вероят-
ность того, что две наугад взятые точки из множества R  окажутся внутри этой 
сферы. А это есть не что иное, как корреляционный интеграл: 
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∫
−− ≈≈

ε
βεε

0

1 )()( dd rCdrrI . 
 

(29)

Сравнивая это с выражением (24) приходим к соотношению (28). 
Можно показать, что если корреляционная функция мультифрактала убы-

вает с расстоянием по степенному закону: 
2/1)( DdrrC +≈ . (30)

то её Фурье-компонента )(kC  в зависимости от волнового вектора k  тоже 
меняется по степенному закону: 

2/1)( DkkC ≈ . (31)

Простую физическую и математическую интерпретацию имеют также зна-
чения ...,...,3 nq =  в виде указанного ряда натуральных чисел, при их использо-
вании с целью формирования статистических сумм по формуле (3). В этой 
формуле каждое слагаемое  )()( εε n

i
q

i PP =  обозначает вероятность нахождения 
в некоторой ячейке с номером i  определенного количества )(εn  введенных 
выше точечных значений фрактала. 

Таким образом, может существовать бесконечное множество размерно-
стей qD , которые характеризуют различные статистические свойства иссле-

дуемого фрактала. Продифференцировав равенство (11) по переменной q , 
предположив, что constD = , получим формулу для вычисления размерности D  
с помощью производной от функции )(qτ   

h
dq

qd
D == )(τ

, 
 

(32)

где введено обозначение    

dq
qd

h
)(τ= . 

 
(33)

Так как в рассматриваемом случае размерность D  является постоянной 
величиной, то эту постоянную можно считать функцией от переменной h :  

hhD =)( . (34)
Продифференцировав еще раз равенство (11) по переменной q , предпо-

ложив, что constD ≠ , после элементарных преобразований получим уравне-
ние для определения размерности )(hD :   

0)1( =−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ − hD
dh
dD

dq
dh

q . 
 

(35)

Введем в рассмотрение преобразование Лежандра: 
)(qqhDL τ−= . (36)

При преобразовании Лежандра (36) с целью представления LD  с примене-
нием аргумента h , то есть в виде )(hD  в случае, когда )()( hDqD =  производит-
ся изменение аргумента функции )(qD , которая согласно (11) имеет вид  

)1/()()( −= qqqD τ . (37)
Уравнению (35) при consth =  удовлетворяет функция )(hDL , заданная 

формулой (36). Действительно, после подстановки этой функции в уравне-
ние (35), получим равенство 

hqq )1()( −=τ . (38)
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Равенство (38) соответствует формуле (11), если принять во внимание со-
отношение (34), что доказывает справедливость применения )(hDL , заданной 
формулой (36), при условии consth = , то есть в том случае, когда мы имеем 
дело с регулярным фракталом. Подставив функцию )(qτ , заданную в виде (38), 
в равенство (36), с учетом (34)  получим, что  

DhDL == . (39)
Функция )(qD , заданная в виде (37) имеет минимальное значение при ра-

венстве нулю ее первой производной: 

0
)1(

)()1)((
2

=
−

−−=
q

qqqh
dq
dD τ

.  
(40)

Приравнивая нулю числитель равенства (40), получим: 
)()1()( qhqq −=τ . (41)

По форме равенство (41) совпадает с формулой (38). Но, тем не менее, 
эти формулы имеют различный математический смысл. Формула (38) справед-
лива только в случае, когда consth = . Равенство (41) получено нами без ка-
ких — либо ограничений на функцию )(qh  и оно справедливо только при опре-
деленном значении 0qq = . В сущности, оно и служит для определения этого 

значения 0q . С другой стороны соотношение (41) выполняется при consth = , 
поэтому можно считать, что оно является соотношением (38), полученным из 
условия (40), то есть при 0/ =dqdD . Производные всех функций, входящих в 
равенства (39), в которых h=const, равны нулю. Поэтому при нахождении мини-
мума правой части равенства (36) по переменной q  мы обязательно найдем 
значение D , соответствующее регулярному фракталу при consth =  и функ-
цию )(hDL , соответствующую мультифракталу.  

Сказанное без использования понятия производной можно записать в ви-
де 

q
L qqhhD ))((min)( τ−= . (42)

Итак, функция )(hDL  определенная нами в виде (42) только исходя из ус-
ловия, что она позволяет определить размерность Хаусдорфа регулярного 
фрактала, если таковой подвергнут исследованию, позволяет также опреде-
лить размерность мультифрактала во всех остальных случаях. Следовательно, 
соотношение (42) можно рассматривать как определение некоторой размерно-
сти мультифрактала. 

Перейдем теперь к вопросам математической обработки мультифракталь-
ных функций одной переменной (называемых в приложениях одномерными 
сигналами).  

Согласно работе [2] для достижения максимальной эффективности обра-
ботки одномерного сигнала используется структурное древовидное представ-
ление этого сигнала. Названное представление сигнала можно сформировать с 
помощью фильтрующих преобразований, как это показано в работе [2], напри-
мер, для фрагмента аудиосигнала «К Элизе» Бетховена. При этом использует-
ся  семейство фильтров на основе функции Гаусса.  

При разработке методов мультифрактального  анализа сигналов на осно-
ве вейвлет-преобразований были широко использованы некоторые аналогии 
между методами безкоординатного описания фракталов на основе их покрытия 
совокупностями ячеек, объемом dε , с размером стороны ячейки ε  в простран-
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стве с топологической размерностью d ,  и методами  обработки сигналов с 
применением базисных функций, получаемых на основе одной вейвлет-
функции [4] путем масштабирования и сдвига ее аргумента. Так, например, 
аналогом покрытия фрактального множества совокупностью упомянутых ячеек 
является «покрытие» мультифрактального сигнала совокупностью  заданных 
вейвлет-функций, что выражается в вычислении интегралов от произведений 
заданного сигнала и различных вейвлет-функций. О других аналогиях скажем в 
процессе изложения метода WTMM (Wavelet transform modulus maxima), бази-
рующегося на вейвлет-преобразованиях. Изложение произведем строго в соот-
ветствии с работой [3]. Это необходимо для того, чтобы можно было легко про-
изводить рассмотрение введенных авторами направлений развития данного  
метода в сравнении  с предложенным в работе [3]  методом обработки одно-
мерных сигналов.  После описания названного алгоритма приведем предложе-
ния авторов данной статьи по совершенствованию существующего метода 
вейвлет-преобразований одномерных сигналов, используя результаты рабо-
ты [4]. 

Будем считать, что дискретный обрабатываемый сигнал )(ts  задан на ин-
тервале ),( 21 BB  с шагом дискретизации t∆ . Этот сигнал должен быть известен 
также слева и справа  от рассматриваемого интервала на интервалах такой же 
длины ),( 10 BB  и ),( 32 BB   соответственно. Будем считать, что фрактальный сиг-
нал на этих трех интервалах является трехкратным повторением одного и того 
же сигнала, то есть периодическим. Шаг дискретизации сигнала на всех указан-
ных интервалах одинаковый. При выполнении вейвлет-преобразований будем 
использовать вейвлет-преобразующие функции вида 

a
bt

e
t

atba 4
)(

2

2
2/11

2

)(2),,(

−
−−−

∂

∂== πψψ , 

 
(43)

где ba,  — масштабный множитель и параметр сдвига по оси времени t соответ-
ственно. Параметр b  принимает начальное значение равное 1B , увеличиваясь 
при переходе от текущего шага к последующему на величину tb ∆=∆  вплоть до 
достижения конечного значения 2B . Масштабный множитель изменяется с не-
которым шагом в пределах от MINaa =   до MAXaa = .  

 
2. Описание алгоритма обработки одномерного сигнала 

 
 Дадим краткое описание алгоритма А1 обработки одномерного сигнала 

)(ts . 
 Шаг 0. Производится формирование вектора-столбца ][iA  ( i = 1,2,…,100) 

таким образом, что iiA += 01,1][ . Компоненты данного вектора имеют различные 
значения параметра a , входящего в формулу (43). 

 Осуществляется формирование вектора-строки )1,...,1,0(][ njjBS = ; 
]/)[(1 12 tBBn ∆−=  таким образом, что tjBjBS ∆+= 1][ , где t∆  — шаг дискретиза-

ции сигнала )(ts , характеристики которого зависят от типа используемого для 
снятия сигнала прибора. Элементы вектора - строки BS  имеют все допустимые 
дискретные значения параметра b , входящего в формулу (43). 
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Осуществляется формирование вектора — строки 
))112(,12),...,11(,1...,,2,1,0...,,1),11((][ ++−+−= nnnnnnkkT ; ]/)[(1 12 tBBn ∆−= ) 

так, что tkBkT ∆+= 1][ . Вектор — строка T  содержит дискретные значения мо-
ментов времени t , входящих в формулу (43). 

Производится ввод в оперативную память компьютера исследуемого сиг-
нала )(ts  и запись его в ту часть массива ][ jS , в которой индекс j  изменяется 
следующим образом: )1,...,1,0( nj = . Затем сигнал )(ts  записывается в  мас-
сив ][ jS  сначала со значениями индекса ,1...,,1),11( −−+−= nnj  а затем со зна-
чением индекса )112(...,,12),11( ++= nnnj . Следовательно, один и тот же сигнал 

)(ts  записывается в массив 
))112(,12),...,11(,1...,,2,1,0...,,1),11((][ ++−+−= nnnnnnjjS ; ]/)[(1 12 tBBn ∆−= ) в 

трех разных его областях, поэтому данный массив можно считать заполненным 
значениями периодической функции, образованной в результате записи сигна-
ла )(ts . 

Шаг 1. Производятся интегральные вейвлет-преобразования функции )(ts  
и при этом формируется двухмерный массив ],[ jiM , каждая строка которого со-
ответствует фиксированному значению масштабного множителя ia , а стол-

бец —фиксированному значению параметра jb . Индекс i  = 1,2,…,100, а индекс 

j  = 0,1,2,…, 1n ; ]/)[(1 12 tBBn ∆−= . Элементы двухмерного массива ],[ jiM  вы-
числяются  по формулам, содержащим сформированные на шаге 0 матрицы: 

tkTjBSiAkSjiM
n

nk

∆= ∑
+

+−=
])[],[],[(][],[1

112

)11(

ψ , 

что соответствует следующим математическим соотношениям 

,),,()(),]([
3

0

∫=
B

B

dttbatsbasT ψψ  

Шаг 2. Осуществляется поиск локальных минимумов и максимумов эле-
ментов во всех строках матрицы 1M . Производится замена  найденных в мат-
рице 1M  значений локальных минимумов и максимумов на их абсолютные ве-
личины, а промежуточных значений между локальными минимумами и макси-
мумами на нулевые значения. Данная  информация и представляет собой ске-
летон. 

Шаг 3. Находятся наибольшие значения элементов каждой i -й строки 
матрицы ],[1 jiM  и эти значения записываются в соответствующую строку векто-
ра — столбца М[ i ] ( i = 1, 2,…,100). 

Указанные действия производятся с целью выбора на каждом определен-
ном уровне скелетона, соответствующего фиксированному значению индекса i , 
самого большого абсолютного значения обработанного сигнала. Такие значения 
являются аналогами вероятностей нахождения точки фрактала в  ячейках, со-
держащих элементы фрактала. Другие значения скелетона этого уровня не ис-
пользуются потому, что среди них могут встретиться нулевые значения, которые 
при их возведении на следующем шаге в отрицательную степень kq   приведут к 
делению на ноль. 

Замечание 0. В дальнейшем при разработке программы на основе данного 
алгоритма не следует принимать во внимание никаких замечаний, так как они 
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предназначены для последующего усовершенствования описываемого алго-
ритма. 

Замечание 1. Если ограничиться в исследованиях только положительными 
значениями q , то  данный шаг выполнять не понадобится. Тогда после шага 2 
выполняется шаг 4. 

Шаг 4. Производится формирование элементов матрицы ],[2 kiM  по фор-
муле 

∑
=

=
i

l

qklMkiM
0

])[(],[2 , (44
)

где minq  = 31 ≤≤ kq  = maxq , ,100/1=∆q  i  — номер текущей строки матри-
цы ],[2 kiM , k  = 0, 1,…,200. Для определения значения индекса k  в общем слу-
чае следует воспользоваться формулой qqqk ∆−= /)( minmax . 

На этом шаге мы формируем двухмерную функцию, образуемую в ее дис-
кретном представлении совокупностью одномерных функций, возникающих при 
каждом фиксированном значении kq  в соответствии с равенством: 

∑
=

=
i

j

q
ik

kjMaqZ
0

])[(),( . 
 

(45)

Данное равенство аналогично функции ),( εqZ , заданной формулой (3). 
Замечание 2. С учетом замечания 1 вместо формулы (45) следует вос-

пользоваться следующей формулой: 

∑∑
==

==
m

j

q
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ik
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00

],[1),(],[2 ,   
 

(46)

где k  = 0, 1,…,200, r  —  текущая строку матрицы ],[1 krM  ( r  = 1, 2,…, 100). 
Шаг 5. Осуществляется формирование элементов массива 3M , содержа-

щего значения двухмерной функции, таким образом, что 

),(3 kiM  = )ln(/)),(ln(),( iikik aaqZaq =τ .  
(47)

Это аналог функции )(qτ  из (5). Переменная ia  — аналог iε . 
Шаг 6. Производится вычисление значений матрицы 4M , элементы кото-

рой состоят из производных )(qh   функции ),( ik aqττ = по формулам 

ikhkiM =),(4  =
q

aqaqq ikik
∆

−∆+ ),(),( ττ
.  

 
(48)

Шаг 7. Выполняется вычисление значений массива 5M  по формулам 
),(5 kiM  = ),(),( ikkikiik aqqhahD τ−= . (49)

 
Здесь производится введенное выше формулой (36) преобразование Ле-

жандра. 
Шаг 8. Формируются элементы вектора 6M , каждый из которых равен сум-

ме всех элементов столбцов матрицы 5M :                                             

∑
=

=
m

k

qkkiMkM
0

],[5)(6 . (50)
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Данные суммы с точностью до постоянных множителей равны значениям 
интегралов положительных функций ),(),( ikkikiik aqqhahD τ−=  по аргументу a  
при фиксированных значениях rq . 

 
Шаг 9. Осуществляется поиск минимального элемента вектора 6M .  Эта 

процедура эквивалентна процессу поиска минимума функции Лагранжа в соот-
ветствии с формулой (42), так как эта функция достигает минимума в том слу-
чае, когда интеграл от ее сечения в некоторой точке rq  наименьший. При этом 
определяется и фиксируется значение q  = rq , при котором эта функция мини-
мальна в соответствии с тем, что минимальный элемент находится в строке r  
вектора 6M . 

 
Шаг 10. Производится аппроксимация функции  

),()(),( ririririir qaqhhDahD τ−== , (51)
 
полученной из элементов  столбца матрицы 5M  полиномиальной функци-

ей 

i
ir

n

i

i
ir hphDan ∑

=
=

0

)( , (52)

 
и нахождение коэффициентов этой аппроксимирующей функции путем ап-

проксимации функции ),( iir ahD , заданной формулой (51). Число n целесообраз-
но выбрать постоянным, произведя предварительные исследования типового 
одномерного энцефалографического сигнала. 

 
Шаг 11. Нахождение наибольшего по абсолютной величине отклонения ε  

аппроксимирующей функции от аппроксимируемой: 

)))((max( i

0
ir

n

i
iir hphDabs ∑

=
−=ε . (53)

 
Шаг 12. Выход. Осуществляется вывод на экран дисплея численных зна-

чений функций )( irhD  и i
ir

n

i

i
ir hphDan ∑

=
=

0

)( , а также аналитический вид аппрок-

симирующей функции i
ir

n

i

i
ir hphDan ∑

=
=

0

)(  и ее аппроксимирующих коэффици-

ентов, а также величины погрешности аппроксимации ε . 
 

3. Развитие методов обработки одномерных сигналов 
 
Сначала отметим существенную разницу в выборе используемой для об-

работки информации между фракталами и мультифрактальными одномерными 
функциями (сигналами). В первом случае используются результаты покрытий 
фрактала достаточно малыми и равными по величине d -мерными ячейками со 
стороной ε , а во втором применяются одновременно «покрытия» различных 
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размеров, соответствующих разным значениям параметра a  вейвлет-
преобразующих функций (43). Некоторое соответствие  между двумя названны-
ми подходами имело бы место только в том случае, если бы  покрытию фракта-
ла ячейками со стороной iε  соответствовали только вейвлет-преобразующие 

функции с некоторым фиксированным параметром преобразования ia , то есть 
для формирования функций ),( ik aqZ  использовался бы только один уровень 
интегральных вейвлет - преобразований. Здесь говорится не о соответствии, а 
только о некотором соответствии, потому что фрактал при нашем рассмотрении 
покрывался непересекающимися ячейками, а мультифрактальная функция «по-
крывается» пересекающимися по области определения вейвлет - функциями. В 
случае использования других интегральных вейвлет-преобразований на основе 
функций, отличающихся от вейвлет-преобразующих функций (43),  в общем 
случае  области определения этих функций могут быть как пересекающимися, 
так и непересекающимися одновременно.  

Так как нашей целью является получение значимой и понятной информа-
ции на основе имеющихся сигналов, то в дополнение к информации, которую 
можно получить с применением изложенного выше алгоритма А1, рассмотрим 
также возможность получения другой полезной информации. В завершение вы-
сказанного выше соображения о некотором соответствии методов исследования 
фрактала и мультифрактального сигнала целесообразно провести исследова-
ния по применению других результатов интегральных вейвлет-преобразований. 
Например, могут быть использованы результаты обработки исходного сигнала 
только одного уровня обработки путем применения интегральных вейвлет-
преобразований при фиксированном и достаточно малом значении ia . Здесь 
аналогами значений jP  могут быть значения абсолютных величин минимумов и 

максимумов функции данного уровня обработки. Функции ),( ik aqZ  могут быть 
получены с применением формулы (3). 

После построения двухмерной функции )ln(/)),(ln(),( iikik aaqZaq =τ  на ша-
ге 5 изложенного выше алгоритма А1 целесообразно вычислить двухмерную 
функцию ),( ik aqD , воспользовавшись формулой (37):  

),( ik aqD  = )1/(),( −kik qaqτ .     (54)
Далее можно осуществить полиномиальные аппроксимации по перемен-

ной ia  ряда одномерных функций )( iq aD
k

, получаемых на основе построенной 

двумерной функции ),( ik aqD  при фиксированных значениях kq , поскольку на-
ми уже было показано, что такие функции допускают различную смысловую ин-
терпретацию и отличаются друг от друга. Возможны также аналогичные ап-
проксимации сечений двухмерной функции ),( ik aqD  при фиксированных зна-
чениях ia , которые образуют совокупность одномерных функций )( kqD . Полу-
ченные таким образом коэффициенты аппроксимирующих функций несомненно 
несут дополнительную информацию об исследуемом сигнале. В качестве одно-
го из важнейших источников получения дополнительной информации следует 
рассматривать аппроксимирующие коэффициенты двухмерной функции 

),( ik aqD  при ее аппроксимации в виде полиномиальной функции двух аргумен-
тов. И, наконец, возможна полиномиальная аппроксимация функции ),( ik aqτ .  
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Вместо примененных в алгоритме А1 интегральных вейвлет-
преобразований с целью экономии вычислений возможно применение также 
интегральных преобразований на основе функции Гаусса  

)(tG  = )])(2/(1[ 2
1

aπ exp
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −−
a
bt

4
)( 2

, (55)

которая не относится к  вейвлет-преобразующим функциям. Фильтрующее 
преобразование сигнала )(ts  с применением функции (55),  которая при a ∞→  
стремится к дельта - функции Дирака, вновь приводит к исходному сигналу )(ts . 
 С целью последующей обработки возможно получение одномерных 
функций, каждое значение которых соответствует разным плавно изменяю-
щимся переменным значениям kq . Для этого могут быть использованы кроме 
функции ),( ik aqD , заданной формулой (54), также    матричные представления 
двумерной функции преобразования Лежандра (49) или функции ),( ik aqτ , оп-
ределяемой равенством (47). Такие одномерные функции могут быть получены, 
например, в результате последовательного  выбора элементов матрицы 5M , 
содержащей значения двухмерной функции ),( ikL aqD , сформированной на ша-
ге 7 алгоритма А1,  начиная, например, с элемента матрицы 11)5(M  и заканчи-
вая элементом nmM )5( , то есть одномерная функция формируется из элемен-
тов, расположенных на главной диагонали указанной матрицы или стоящих на 
параллельных ей диагоналях. Затем производится полиномиальная аппрокси-
мация полученных функций либо по аргументу a , либо по аргументу t . Анало-
гичные функции могут быть построены путем соответствующего выбора эле-
ментов, стоящих, например, на диагонали упомянутой матрицы, перпендику-
лярной главной. 

После обработки сигнала )(ts , заданного дискретным образом на интер-
вале (0,T ) с применением вейвлет-преобразующей функции (43) или преобра-
зующей функции (55) на некотором уровне преобразования с достаточно ма-
лым фиксированным значением ia  получим функцию )(ts

ia . На ее основе мож-

но построить двухмерную функцию ),,( taqZ ik , зависящую от аргументов kq  и 
t ,  следующим образом. При каждом фиксированном значении kq  и некотором 
дискретном значении jt   находим текущее значение функции ),,( jik taqZ  по 

формуле: 

),,( jik taqZ  = ∑
=

j

m 1

)()( m
q

a tsabs k
i

, (56)

где 01 =t , а наибольшее значение Ttm = . Функция )(xabs  имеет значе-
ние абсолютной величины аргумента x. Суммирование по формуле (56) произ-
водится с использованием всех подряд расположенных дискретных значений 
функции )( ma ts

i
, заданных с шагом t∆ .  

 Заметим, что формула (56) применима и к нулевому уровню обработки 
сигнала, то есть попросту говоря она применима к самому исходному сигналу 

)(ts . 
Далее полученная указанным способом двухмерная функция ),,( taqZ ik , 

зависящая от аргументов kq  и t , может быть использована с целью построения 
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на ее основе одномерных функций каким — либо из предложенных выше спо-
собов. Эти функции в свою очередь могут быть аппроксимированы с примене-
нием полиномов от их аргументов.  Возможна также двухмерная  полиномиаль-
ная  аппроксимация самой двухмерной функции ),,( taqZ ik  .  

 
4. Выводы 

 
В данной статье авторами показано, что возможно получение большого 

объема необходимой информации о одномерном сигнале на основе его обра-
ботки с использованием вейвлет-преобразования, преобразующая функция ко-
торого содержит только  один подходящий фиксированный масштабный множи-
тель. При использовании для обработки одномерного сигнала преобразующей 
функции с ограниченным дискретным множеством масштабных множителей, 
изменяющихся в заданных границах, получаются различные двумерные функ-
ции, которые могут служить основой для дальнейшей обработки с целью полу-
чения полезной информации об обрабатываемом сигнале. На основе упомяну-
тых двумерных функций могут быть получены монотонно возрастающие и не-
убывающие одномерные функции, содержащие сведения о величине и порядке 
вхождения абсолютных значений максимумов и минимумов двумерных функ-
ций. Эти функции в свою очередь могут служить основой для последующей об-
работки. Предложенные авторами идеи в области обработки одномерных сиг-
налов  могут служить основой для получения модификаций алгоритма А1, кото-
рые должны быть реализованы в виде различных алгоритмов обработки одно-
мерных сигналов. Описание упомянутых алгоритмов и изложение результатов, 
полученных в результате  их применения для обработки одномерных сигналов,  
является предметом следующей публикации. 
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