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I. Введение 

 
Бурное развитие исследований в области теории нечетких, или размытых 

множеств и ее приложений на протяжении почти полувека [1–3] привело к появ-
лению нового класса задач — задач нечеткой оптимизации, или нечеткого ма-
тематического программирования [4, 5]. 

Задача оптимизации должна быть перенесена из хорошо известного клас-
са задач «четкой» оптимизации в класс задач нечеткой оптимизации, если хотя 
бы один ее элемент является случайным и при этом неопределенность знания 
о нем не может быть  описана с помощью теории вероятностей или математи-
ческой статистики. Таким «случайным элементом» может быть любой пара-
метр1 задачи оптимизации, например целевая или ограничивающая функция 
или такой параметр (обычно относимый к «исходным данным задачи»), который 
входит в выражение хотя бы одной из этих функций.  

Как правило, последнее имеет место при формализации основных задач 
по планированию мероприятий, которые будут реализовываться существую-
щим или создаваемым объектом в условиях неопределенности данных о среде 
его функционирования и/или о функционировании объекта.  

Такая неопределенность возникает, например, при решении задач, на-
правленных на обеспечение боевой готовности ВС РФ [6, 7], при обосновании 
объемов потребных ассигнований на разработку, производство и обеспечение 
эксплуатации отдельных образцов космической техники [8], при анализе и кор-
ректировке нормативов надежности коммерческих банков [9], при исследовании 
живучести сложных сиситем [10], при анализе риска [11]. 

                                                 
1 Параметр задачи оптимизации — это элемент задачи, который не является оптимизируемой 
переменной. 
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В этих задачах присутствуют параметры, которые являются случайными 
величинами, но возможные (в будущем) значения которых не могут быть оха-
рактеризованы с помощью соответствующих функций распределения вероят-
ностей. Причина заключается в следующем.  

Важнейшим допущением, позволяющим использовать теоретико-
вероятностные характеристики случайной величины для описания ее будущих 
значений, является утверждение: в будущем случайная величина будет «вести 
себя» так же, как она «вела себя» в прошлом (ведь все характеристики ее рас-
пределения получены по прошлым ее реализациям).  

Но можно ли принять такое допущение о значении, например, коэффици-
ента  удорожания (будущих) работ из-за будущих инфляционных процес-
сов [7]? Видимо, нет. Таким образом, появляется необходимость отказаться от 
использования вероятностной меры и использовать «нечеткостную» меру воз-
можности будущих значений случайной величины — функцию принадлежности. 

р
уK

Случайная величина, охарактеризованная с помощью функции принад-
лежности, называется нечеткой, например нечеткое число или нечеткая функ-
ция. 

Решение задачи нечеткой оптимизации требует, чтобы были заданы пра-
вила действий с нечеткими величинами, а также с нечеткими и с обычными 
«четкими» величинами: правила сложения, умножения и т. п. Наконец, должно 
быть задано правило выбора одного (лучшего) решения из двух решений, срав-
ниваемых по показателю, являющемуся нечеткой величиной. То есть должно 
быть задано правило реализации бинарного отношения «≤» между нечеткими 
величинами. 

Указанные правила и методы решения задач нечеткой оптимизации раз-
работаны в теории нечетких чисел и нечетких функций, формирующейся в сво-
их основах [12]. Они изложены ниже. 

 
II. Определения и основные идеи 

 
Дадим определение нескольким важнейшим понятиям, которые должны 

использоваться при постановке и решении задач нечеткой оптимизации. К этим 
понятиям относятся следующие: нечеткое событие, нечеткий предикат, нечет-
кое число, нечеткая функция, алгебраические действия над нечеткими числами 
и над нечеткими функциями. 

Нечеткое событие — это такое событие, возможность наступления которо-
го зависит от значения одной или нескольких нечетких величин. 

Нечеткое событие описывается (моделируется) на естественном языке — 
вербально или на искусственном (математическом) языке — формально. 

Примеры вербального описания нечетких событий: 1) стоимость созда-
ваемого нами ракетного двигателя (РД) будет равна 2 млн. руб.; 2) стоимость 
создаваемого нами РД будет не более 2 млн. руб.; 3) стоимость создаваемого 
нами РД будет не более чем стоимость аналогичного РД, создаваемого нашими 
конкурентами (противниками). 

В этих описаниях нечеткими являются две величины: стоимость создавае-
мого нами РД и стоимость РД, создаваемого нашими конкурентами (противни-
ками). 

Математическим описанием (моделью) нечеткого события является нечет-
кий предикат. 
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Нечеткий предикат — это предикат2, определенный на множестве нечетких 
величин. 

Пусть 3 и  — стоимости «нашего» РД и РД наших конкурентов, соот-
ветственно. Тогда математическими моделями описанных выше нечетких со-
бытий будут следующие нечеткие предикаты, содержащие переменные  и : 
1)  млн. руб.; 2)  млн. руб.; 3) . При этом первый и второй 
предикаты являются одноместными «единожды» неопределенными, а третий 
— двухместным дважды неопределенным: неопределенность (истинностного 
значения) предикатов вызвана неопределенностью будущих значений величин 

 и . 

1
~a 2

~a

1
~a 2

~a
2~

1 =a 2~
1 ≤a 21

~~ aa ≤

1
~a 2

~a
Наиболее важными нечеткими величинами, используемыми в задачах не-

четкой оптимизации, являются нечеткие числа (НЧ) и нечеткие функции (НФ). 
Нечетким числом будем называть нечеткую величину, множество возмож-

ных значений которой — это числовое множество. Нечеткие числа могут обра-
зовывать нечеткие векторы. 

Нечеткое число задается экспертом в форме «функции принадлежности 
нечеткого числа» к множеству его возможных значений. 

Обозначим: — нечеткое число, — область возможных значений числа 
, — функция принадлежности (ФП) числа a . Тогда 

a~ aO~

a~ aµ~ ~

[ ]1,0:~~ aaµOa aa ⇒∈∀ , . )~()(~ aaPossaµ
d

a ==

Значение ) — это субъективная4 мера возможности того, что предикат 
 примет значение «истина». 

(~ aµa
aa =~
Существуют различные способы задания и формы ФП [14], однако наибо-

лее важными для постановки и решения задач нечеткой оптимизации являются 
гладкие унимодальные ФП, которые будут рассматриваться далее.  

На рис. 1 показан график ФП  и обозначено: aµ~ a′ , a ′′  и — минимально 
возможное, максимально возможное и модальное значения числа . Заметим, 
что фактически  и  являются невозможными значениями числа , так как 

. Модальное значение — это точка моды (максимума) функ-
ции . 

∗a
a~

a′ a ′′ a~

0)()( ~~ =′′=′ aµaµ aa
∗a

aµ~

Для выполнения расчетов с НЧ необходимо задать алгебру нечетких чи-
сел. Она задается так же, как и обычная алгебра действий с «четкими» числа-
ми, то есть указанием правил выполнения алгебраических действий. Отличие 
алгебры нечетких чисел заключается в том, что в ней нулем является «четкий» 
нуль, единицей — «четкая» единица, а противоположное число  и обратное 
число  по отношению к a  вводятся следующим образом: 

b~

с~ ~

b~ : , [ ]bbOb ′′′= ,~ ab ′′−=′ , ab ′−=′′ , , ∗∗ −= ab )()( ~~ bµbµ ab −= , ; 0~~ =+ ba

b~  обозначается « »; a~−
                                                 
2 Предикат — это высказывание, истинность которого зависит от значения одной или несколь-
ких входящих в него «предметных переменных» [13], которые далее будем называть «перемен-
ными». 
3 Далее нечеткую величину будем обозначать сверху тильдой «~». 
4 Так как эта мера задается экспертом, ее называют «субъективной», в отличие от вероятности, 
считающейся «объективной» мерой возможности. 
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пусть , тогда 0>′a
c~ : , , [ ]ccOc ′′′= ,~ ac ′′=′ /1 ac ′=′′ /1 , , ∗∗ = ac /1 )/1()( ~~ cµcµ ac = , ; 1~~ =⋅ca

c~ обозначается « » или « ». a~/1 1~−a
Алгебраические действия с нечеткими числами выполняются по единому 

алгоритму, позволяющему по функциям принадлежности операндов построить 
ФП результата. При этом используется ФП вспомогательного нечеткого векто-

ра, компонентами которого являются операнды алгебраического действия. 
Проиллюстрируем алгоритм на примере сложения двух НЧ:  и .  1

~a 2
~a

 )(~ aµa  

1 

a ′′  
0  a  

Рис. 1. График функции принадлежности  aµ~
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Алгоритм построения  включает следующие действия: bµ~

1. Построение поверхности  — графика функции принадлежности не-

четкого вектора  к множеству  его возможных значений:  
><2

~aµ

><2
~a

><2
~aO

212
~~~ aaa OOO ×=

><
; 

2. Сечение поверхности  соответствующими (алгебраическому дей-

ствию) цилиндрическими поверхностями, образующая которых параллельна 
вертикальной оси ; 

><2
~aµ

><2
~0 aµ

3. Проецирование сечений на соответствующую плоскость и построение 
графика  — функции принадлежности числа  — результата алгебраическо-
го действия. 

bµ~ b~

На рис. 2–4 показаны геометрические иллюстрации к этому алгоритму. За-
метим, что в данном случае цилиндрическая поверхность имеет уравнение 
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baa =+ 21 , то есть является плоскостью. На рис. 2 показано сечение поверхно-
сти  плоскостью 

><2
~aµ ibaa =+ 21 . 

 

 
 

Рис. 2. График поверхности  и ее сечений 
><2

~aµ

Проецирование сечений выполняется на плоскость , проходя-
щую через начало координат. Множество  — это часть плоскости , 

ограниченная прямоугольником, вершины которого помечены 

021 =− aa

><2
~aO 210aa

iA , . Он 
показан на рис. 3. На рис. 4а, 4б и 4в показаны графики ФП ,  и , со-

ответственно. 

4...,,1=i

1
~aµ

2
~aµ bµ~

 

В алгебре НЧ определены бинарные операции, один операнд которых — 
нечеткое число, а другой — «четкое» число. Так, сложение — это операция 
сдвига ФП нечеткого числа по оси абсцисс. Умножение — это операция мас-
штабирования ФП нечеткого числа и области ее определения. При этом 

, , . aa
d ~0~ =+ 00~ d

a =⋅ aa
d ~1~ =⋅

Определенная выше ФП  числа  задает в каждой точке  меру истин-
ности предиката  первого вида (в рассмотренном примере  млн. 
руб.). Для решения задач нечеткой оптимизации необходимо задать меру ис-
тинности предиката  второго вида и предиката  третьего вида. 

aµ~ a~ a
aa =~ 2=a

aa ≤~
21

~~ aa ≤
Меру истинности предиката  обозначим )  и определим следую-

щим образом: 
aa ≤~ (~ aLa
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Нетрудно заключить, что для рассматриваемых ФП 
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Рис. 3. График множества  
><2

~aO

На рис. 5 показаны график 1 функции  (он показан и на рис. 4в) и соот-

ветствующий ему график 2 функции . 
bµ~

bL~

 

Заметим, что использование меры )  необходимо при проверке реше-
ния задачи нечеткой оптимизации на допустимость (по ограничениям, если они 
заданы нечеткими функциями) и в других случаях, которые будут обсуждаться 
ниже. 

(~ aLa

Предикат  третьего вида и мера его истинности используются, на-
пример, если необходимо выбрать лучшее из двух допустимых решений  и 

 задачи нечеткой оптимизации, первому из которых соответствует значение 
 целевой функции, а второму — значение . 

21
~~ aa ≤

1x

2x

1
~a 2

~a
Меру истинности предиката  определим так: 21

~~ aa ≤
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Рис. 4а. График ФП  
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Наконец, заметим, что формально из вышеуказанного следует: 
)~()~~( 2~21 1

aLaaPoss a=≤ . 

Таким образом,  является функцией нечеткого числа . Это один 

из видов нечетких функций, используемых при решении задач нечеткой опти-
мизации. 

)~( 2~
1

aLa 2
~a

Нечеткая функция — это такая функция четких и/или нечетких величин, 
значениями которой являются нечеткие числа. 

Классификация нечетких функций показана на рис. 6. Как видно, сущест-
вуют три вида (класса) нечетких функций, отличающихся по двум признакам: 1) 
по виду отображения и 2) по виду аргумента (переменной) отображения.  

Если отображение является «четким» (явная форма отображения не со-
держит нечетких параметров), а аргумент является нечеткой величиной, то та-
кая НФ — это «четкая» функция нечеткого аргумента. Например,  — это 

«четкая» функция нечеткого числа . Описанное выше действие сложения 

)~( 2~
1

aLa

2
~a

 96



Труды СПИИРАН. 2004. Вып. 2. Т. 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2004. Issue 2. V. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

двух нечетких чисел  и  — это «четкая» функция нечеткого вектора 

. 

1
~a 2

~a

><=>< 212
~,~~ aaa

d

Если отображение является нечетким, а его аргумент — «четким», то такая 

НФ — это нечеткая функция «четкого» аргумента. Обычно в задачах нечеткой 
оптимизации к этому классу нечетких функций относятся ограничивающие 
функции, рассматриваемые как функции, аргументом которых является реше-
ние x  задачи. 
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Рис. 4б. График ФП  

2
~aµ

 

Если и отображение, и его аргумент являются нечеткими, то такая НФ — 
это нечеткая функция нечеткого аргумента.  

Заметим, что НФ первого и третьего видов — это особые функции. Их ар-
гументом является нечеткое число, то есть интервал (в рассматриваемом слу-
чае — отрезок) действительных чисел. Это не позволяет построить в целом 
график НФ в арифметическом пространстве  действительных чисел (хотя в 
отдельности взятое каждое ее значение — нечеткое число может быть изобра-
жено графически в , см. рис. 4в). 

nR

2R
Нечеткая функция второго вида не обладает такой особенностью. Ее гра-

фик может быть построен в арифметическом пространстве, поэтому нечеткую 
функцию «четкого» аргумента будем называть арифметической нечеткой функ-
цией (АНФ). Эта функция играет важную роль в задачах нечеткой оптимизации. 
Так, НФ первого вида после того, как ее нечеткий аргумент примет «четкое» 
значение, то есть апостериори, становится обычной функцией: такие функции 
образуют область значений АНФ. Нечеткая функция третьего вида апостериори 
преобразуется в АНФ.  

Определим понятие АНФ. Для этого введем обозначения и определения. 
Пусть 

F  — множество «четких» функций: 

{ }1...,,1: ℵ== ifF i
d

; 
µ  — функция, которая определена на F  и отображает его на отрезок [ ]: 1,0
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[ ]1,0: →Fµ ; 
 

{ }αfµFffF iii
d

α =∈= )(,: ; 

[ ]{ }1,0:),(~ ∈= ααFµ α
d

f ; 

f~  — функция, которая может принять какую-либо форму if  из F , и мера этой 
возможности для любой if  из  равна : αF α

αffPoss i == )~( . 

Тогда f  — это арифметическая нечеткая функция. ~
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Рис. 4в. График ФП  bµ~

 
Обозначим: 

)~()(~ iif ffPossfµ == . 

Функцию  будем называть функцией принадлежности АНФ  (к множе-
ству 

fµ~ f~

F  ее возможных «четких» форм). 
В качестве примера на рис. 7 приведен график области значений линейной 

АНФ: 

21
~~)(~ axaxf += , 

где  — нечеткие параметры, ФП которых те же, что на рис. 2. 21
~,~ aa

На рис. 7 показана область  — часть плоскости , ограниченная гра-
фиками 1–4 функций 

G xf 0
)(xfi , соответствующих точкам ,iA  4...,,1=i , — верши-

нам декартова квадрата  (см. рис. 3). Область  вместе с ее границами 

содержит графики всех функций из множества 
><2

~aO G

F , соответствующего . На  
показан помеченный « » график функции 

f~ G
∗ ∗f , соответствующей точке . ∗A

На рис. 7 обозначено:  — углы наклона графиков функций 

; при этом 
21,, ααα∗

41 ...,,, fff∗
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12111 ,, aαtgaαtgaαtg ′′=′== ∗
∗ ; 

 
∗∗

∗ += 21)( axaxf , , 211 )( axaxf ′+′′= 212 )( axaxf ′′+′′= , 213 )( axaxf ′′+′= , 214 )( axaxf ′+′= ; 

121 /aax ′′′−= , , . 02 =x 13 =x
Из рис. 2 очевидно: 

1)(~ =∗fµf , . 4...,,1,0)(~ == ifµ if
Заметим, что ∗f  — единственная функция в F , для которой  равна 1. 

Функция  — модальное значение функции . 

fµ~

∗f f~
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Рис. 5. Графики функций  и  bµ~ bL~

 

На рис. 8 показана поверхность . Она дает полное описание нечеткости 

АНФ . Поверхность имеет вид двускатной палатки, «натянутой» на графики 
функций принадлежности  нечетких чисел 

fµ~

f~

ibµ~ 21
~~~ axab ii +=  (на рисунке показа-

ны графики для трех НЧ, соответствующих  и : эти графики — линии 
пересечения поверхности  плоскостями 

21, xx 3x

fµ~ ixx = , 3,2,1=i ) и на границы об-
ласти G  как на основание палатки. 

На  нанесена линия G bxf =)(  и видно, что мера возможности того, что  
примет значение , в зависимости от 

f~

b ix  изменяется следующим образом: 

231 µµµ << , где , . )(~ bµµ
ib

d
i = 3,2,1=i

Однако возможность того, что  примет значение не меньшее, чем , из-
меняется иначе. Представление об этом дают графики функций : 

f~ b

ibM~

)(1)~()( ~~ bLbbPossbM
ii bi

d

b −=≥= . 

Графики , , показаны на рис. 9. На рисунке обозначено: 
ibM~ 3,2,1=i
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3,2,1  — графики функций M , 
ib~ 3,2,1=i ; 

)(~ bMM
ibi = , ; 3,2,1=i

21 af ′= , , f , , 212 aaf ′+′= 11223 / aaaa ′′′−= ∗∗ ∗= 24 af

11225 / aaaaf ′′′′−′′= , , , 26 af ′′= ∗∗ += 217 aaf 218 aaf ′′+′′= . 
Как видно, M . 123 MM >>
Отметим важное свойство iM : iM  — это уровень гарантии того, что при ix  

АНФ  примет значение не меньшее, чем . f~ b

 

2. Нечеткая функция 
четкого аргумента 

Арифметическая 
нечеткая функция 

3. Нечеткая функция 
нечеткого аргумента 

1. Четкая функция 
нечеткого аргумента 

Нечеткие функции 

Эти графики позволяют ответить и на другой важный вопрос: менее какой 
величины не может быть значение  с уровнем гарантии  при f~ M ix , ? 

Как видно из графиков, гарантированно с уровнем  функция  при 

3,2,1=i

M f~ ix  будет 
не менее, чем ib : . 123 bbb >>

Рис. 6. Схема классификации нечетких функций 
 

Указанные особенности  используются при постановке и решении задач 
нечеткой оптимизации. 

f~

Прежде, чем перейти к рассмотрению специфики задач нечеткой оптими-
зации и методов их решения, отметим ряд фактов, которые сдерживают инте-
рес прикладников к задачам нечеткой оптимизации и тормозят развитие теории 
нечеткого математического программирования и ее приложений. Их, по крайней 
мере, два. 

Первым следует назвать неразвитость теории нечетких функций. В много-
численных публикациях по теории нечетких множеств авторы ограничиваются 
теоретико-множественной трактовкой функций над нечеткими множествами и 
нечеткими числами, не пытаясь развивать конструктивную теорию нечетких 
функций в таких ее аспектах, которые, например, разработаны для обычных 
функций в [15]. Отсутствие понятия «элементарная нечеткая функция», анало-
гичного элементарной «четкой» функции, и, более того, дифференциального и 
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интегрального исчислений нечетких функций — все это не позволяет успешно 
разрабатывать методы нечеткого математического программирования, исполь-
зуя, например, те идеи, которые лежат в основе методов «четкого» математи-
ческого программирования. 

Вторым фактом следует назвать отсутствие ясного для прикладника гео-
метрического или механического смысла тех понятий, которые введены и раз-
виваются в теории нечетких множеств (например, «нечеткая первообразная 
(интеграл)» или «нечеткая производная» [16]). 

В разрабатываемой теории нечетких чисел и нечетких функций сделана 
попытка ликвидировать указанный пробел в теории нечетких множеств и в ее 

приложениях. Не вдаваясь в детали, отметим, что доказан ряд утверждений, 
позволяющих определить элементарные функции нечеткого числа. Это дает 
возможность выполнять тождественные преобразования, используя символь-
ную запись с помощью «четких» чисел. 

 

 
 

Рис. 7. График области значений АНФ f  
~

 

Так, например, пусть  — натуральные числа,  — число, заданное 

экспертом,  и . Тогда 

nm, a~

4434421
m

aaab ~...~~~ +++=
43421

n

aaaс ~...~~~ ⋅⋅⋅=

amb
d ~~=  и , amb ′=′ amb ′′=′′ , , ∗∗ = mab )/()( ~1~~ mbµbµOb abmb =⇒∈∀ ; 

nd
ac ~~=  и , , , . nac )( ′=′ nac )( ′′=′′ nac )( ∗∗ = )()( /1~1~~ n

acnc cµcµOc =⇒∈∀

В приведенных выражениях символ  обозначает ФП числа , имею-
щего «характеристику преобразования», равную . Если число  задано экс-

cn µ~ c~

n a~
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пертом, то его характеристика преобразования равна 1: . Если число  
— результат алгебраических действий с другими нечеткими числами, то его ха-
рактеристика преобразования определяется правилами выполнения алгебраи-
ческих действий. 

a
d

a µµ ~~1 = a~

 

 
 

Рис. 8. График поверхности  fµ~

Например, пусть , где )~,~(~ bafc = f  — операция сложения или умножения  

и , числам  и  соответствуют их ФП  и . Тогда число  имеет ха-

рактеристику преобразования 

a~

b~ a~ b~ ai µ~ bj µ~ c~

jik +=  и функцию принадлежности , кото-

рая соответствует паре функций  и  
ck µ~

ki
ai µ

/~ )( kj
bj µ

/~ )( .

 

Пусть  — положительные действительные числа,  — число, заданное 

экспертом, и . Тогда: 

dc, a~

dacb ~~ =
dacb )( ′=′ , , , dacb )( ′′=′′ dacb )( ∗∗ = cde = , 

⇒∈∀ bOb ~ ))/(()( /1~1~ d
abe cbµbµ = . 

Определены операции дифференцирования и интегрирования АНФ как 
символьные их преобразования. Все эти действия с нечеткими функциями 
имеют ясный физический смысл и позволяют разработать методы решения за-
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дач нечеткой оптимизации, используя идеи методов «четкого» математического 
программирования. 

 
 

 
 

Рис. 9. Графики функций  
ibM~

III. Структура задач нечеткой оптимизации и методы их решения 
 

 
Прежде чем перейти к обсуждению методов решения задач нечеткой оп-

тимизации, рассмотрим их структуру. 
Под структурой задачи нечеткой оптимизации (ЗНО) будем понимать сово-

купность элементов концептуальной модели ЗНО, элементов математической 
модели ЗНО и отношений между элементами концептуальной модели и эле-
ментами математической модели ЗНО. 

На рис. 10 показана совокупность отношений. Их два вида: 
быть оптимизируемой переменной ЗНО; 
быть параметром ЗНО. 

В свою очередь последнее отношение имеет три вида: 
быть целевой функцией ЗНО; 
быть ограничивающей функцией ЗНО; 
быть константой ЗНО. 

Целевая функция, ограничивающая функция и константа — это элементы 
математической модели ЗНО. Их может быть несколько. Ограничивающая 
функция и константа образуют «ограничение» на выбор «возможных» значений 
оптимизируемых переменных в качестве «допустимых» решений ЗНО. 

Совокупность элементов концептуальной модели ЗНО показана на рис. 11. 
Как видно из рисунка, совокупность включает три группы элементов: 

элементы, описывающие возможные решения ЗНО; 
элементы, описывающие эффекты (их возможные значения), получаемые 

от реализации принятого решения ЗНО; 
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элементы, описывающие возможность получить эффекты не хуже, чем их ди-
рективные значения. 

Кратко поясним их смысл. Так, элементы первой группы — это те, которые 
описывают действия в планируемой операции. Примеры действий: к концу года 
увеличить огневую мощь группировки сил на x  процентов; выделить из бюдже-
та в первом квартале предстоящего финансового года x  денежных единиц на 
создание образца вооружения. Элементы этой группы позволяют сформиро-

вать оптимизируемые переменные ЗНО, которые всегда являются «четкими» 
величинами. 

 

Быть оптимизируемой 
переменной ЗНО 

Быть параметром 
ЗНО 

Быть  
ограничивающей 
функцией ЗНО 

Быть  
целевой функцией 

ЗНО 

Быть  
константой ЗНО 

Рис. 10. Схема классификации отношений 
 

Отношения 

Элементы второй группы описывают эффекты, получаемые от реализации 
принятого решения ЗНО. В теории эффективности целенаправленных процес-
сов [17] выделяют эффекты двух видов: целевые эффекты и обеспечивающие 
эффекты (они «обеспечивают» получение целевых эффектов). Примеры целе-
вых эффектов: значение показателя огневой мощи ударной группировки сил; 
значение показателя живучести воинского формирования; значение показателя 
надежности создаваемого образца вооружения. Примеры обеспечивающих 
эффектов: затраты материальных (вещественных и энергетических) ресурсов 
на реализацию действий в планируемой операции (затраты денег, живой силы, 
снарядов, горюче-смазочных материалов и т. п.); затраты времени на реализа-
цию действий в планируемой операции.  

Элементы третьей группы — это особые элементы ЗНО. Они описывают 
(измеряют) возможность того, что целевые и/или обеспечивающие эффекты 
при том или ином решении ЗНО будут иметь значения не хуже тех, которые 
требуется получить в результате операции. 

Примеры: если требуется, чтобы целевой эффект  (например, характе-
ристика скорострельности создаваемого танка) был не меньше директивной 
величины 

f~

дf , то возможность этого соответствует значению функции  в точ-

ке 
fM~

дf ; если требуется, чтобы обеспечивающий эффект  (например, затраты с~
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денег на создание воинского формирования) был не больше директивной вели-
чины , то возможность этого соответствует значению функции  в точке . 
Таким образом, элементами третьей группы являются функции  и/или  (в 
данных примерах —  и ) и директивные значения эффектов (в данных 

примерах — 

дс cL~ дс
M L

fM~ cL~

дf и ). дс
Как следует из изложенного, элементы второй и третьей групп формируют 

параметры ЗНО: они являются либо константами (как дf и ), либо функциями 
оптимизируемых переменных, изменяющими свое значение лишь в связи с из-
менением значений оптимизируемых переменных. Любая из этих функций мо-
жет быть или целевой или ограничивающей функцией ЗНО или участвовать в 
их формировании. 

дс

 

Элементы,  
описывающие  

целевые 
эффекты ЗНО 

Элементы,  
описывающие  
эффекты, 

получаемые  
от принятого  
решения ЗНО 

Элементы,  
описывающие  
возможные  
решения 
ЗНО 

Элементы,  
описывающие  

возможность полу-
чить эффекты, не 
хуже директивных 
значений в ЗНО 

Элементы,  
описывающие  

обеспечивающие  
эффекты ЗНО 

 Элементы концептуальной модели ЗНО 

Рис. 11. Схема классификации элементов концептуальной модели 
 

От особенностей функций второй и третьей групп и их роли в математиче-
ской модели ЗНО зависит класс, к которому должна быть отнесена задача, и 
метод ее решения. Классификация ЗНО показана на рис. 12. 

Выделяются два класса ЗНО: 
ЗНО, требующие корректировки; 
ЗНО, не требующие корректировки. 

К первому классу относится такая ЗНО, в математической модели которой 
либо целевая, либо ограничивающая функция (либо и та, и другая) является 
нечеткой. По значению нечеткой величины, в общем, нельзя выбрать ни допус-
тимое, ни лучшее решение ЗНО. Корректировка требуется, чтобы и целевая, и 
ограничивающая функции стали четкими. К первому классу должна быть отне-
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сена и такая ЗНО, в математической модели которой либо целевой, либо огра-
ничивающей функцией (либо и той, и другой) является функция принадлежно-
сти НВ. Функция принадлежности, хоть и является четкой, фиксирует возмож-
ность лишь того, что соответствующая нечеткая величина попадет в некоторую 
точку заданного интервала. Она не фиксирует возможность и, соответственно, 
не позволяет, в общем, гарантировать, что НВ не попадет в какую-либо другую 
(нежелательную) точку этого интервала. Тогда как, например, в задачах военно-
экономического анализа и экспертизы (ВЭАиЭ), формулируемых, как правило, в 

соответствии с «принципом оправданного пессимизма» [18], требуется гаранти-
ровать такую возможность. Корректировка заключается в переходе к четким 
функциям  и/или . Классификация методов решения ЗНО показана на 
рис. 13. 

M L

 

ЗНО, требующие  
корректировки  
математической  

модели 

ЗНО, не требующие 
корректировки  
математической  

модели

ЗНО с четкими  
целевой и ограничи-
вающими функциями 

ЗНО с четкой  
целевой функцией 
(без ограничений) 

Классы задач нечеткой оптимизации 

Рис. 12. Схема классификации задач нечеткой оптимизации 
 

Как видно из рисунка, методы разделяются на две группы: 
методы, трансформирующие исходную задачу; 
методы, не трансформирующие исходную задачу. 

К методам первой группы относят, так называемые, прямые и непрямые 
методы решения ЗНО [19]. Особенность прямых методов состоит в том, что в 
них используются «совместные» ФП нечетких величин, входящих в выражения 
нечетких ограничивающих функций. Правила получения этих функций отсутст-
вуют, в связи с чем эти «совместные» ФП должны задаваться лицом, прини-
мающим решение (ЛПР). Не требует доказательства, что трудность задания 
«совместной» ФП нечетких величин не меньше, чем трудность задания (или 
экспериментального определения) законов распределения вероятностей слу-
чайных векторов, включающих зависимые компоненты [20]. Вызывает сомне-
ние, что ЛПР сможет решить эту задачу. 

Особенность непрямых методов решения ЗНО состоит в том, что исходная 
ЗНО заменяется «эквивалентной четкой задачей», однако постулирующаяся 
«эквивалентность» таковой не является, так как не доказывается совпадение 
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решения исходной ЗНО и решения заменяющей ее «эквивалентной четкой за-
дачи». При этом использование, например, замены нечетких величин ЗНО их 
модами (что соответствует усреднению параметров задачи при принятии ре-
шений в условиях риска [18]) заведомо приводит к получению приближенного 
решения, которое может существенно отличаться от решения исходной ЗНО. 

Таким образом, методы решения ЗНО, трансформирующие исходную за-

дачу, могут дать лишь приближенное ее решение, но не позволяют оценить его 
погрешность. Следует отметить, что постановки «эквивалентных четких задач», 
к которым переходят, вводя «построчные ограничения по нечеткости» [19], об-
ладают следующей особенностью. Они позволяют получить решение транс-
формированной задачи, при котором либо максимизуруется, либо ограничива-
ется мера возможности того, что НВ целевой и/или ограничивающей функций 
примет заданное значение. Но при этом никак не оценивается и не учитывается 
возможность того, что эта НВ примет другое значение из области определения 
ФП. Не вызывает сомнения, что такое решение ЗНО может на практике привес-
ти к недопустимым ошибкам, особенно в области ВЭАиЭ. 

 

Методы,  
трансформирующие 

исходную ЗНО 

Прямые методы 
решения ЗНО 

Методы, 
не трансформирующие  

исходную ЗНО 

Непрямые методы 
решения ЗНО 

Методы решения задач нечеткой оптимизации 

Рис. 13. Схема классификации методов решения ЗНО 
 

Предлагаемые подход к постановке задач нечеткой оптимизации и методы 
их решения позволяют преодолеть перечисленные выше семантические некор-
ректности: не требуется трансформировать исходную ЗНО; дается правило, 
определяющее ФП нечеткой арифметической функции в рамках разработанной 
алгебры; используются апробированные методы «четкой» оптимизации для по-
иска решения. 

Для того чтобы проиллюстрировать особенности предлагаемого подхода к 
постановке и решению ЗНО, рассмотрим упрощенный пример. 

 
IV. Пример постановки и решения задачи нечеткой оптимизации 

 
Задача заключается в следующем. Предполагается создать два техниче-

ских устройства (ТУ), которые должны функционировать совместно (в комплек-
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се) в нагруженном (НР) и в ненагруженном, «ослабленном» (ОР), режимах 
функционирования. Характеристиками i -го ТУ, i =1, 2, являются его характе-
ристики нiu  — в НР и  — в ОР при совместном функционировании с другим 
ТУ (из комплекса). 

оiu

Для i -го ТУ эти характеристики прямо пропорциональны количеству ix  
финансовых средств, выделенных на его создание. Причем зависимости для 
функционирования в НР и для функционирования в ОР различны и задаются 
нечеткими арифметическими функциями следующего вида: 

нiiнiнi bxau ~~~ −= , . оiiоiоi bxau ~~~ −=

В них нia~ , нib~ ,  и  — нечеткие числа с заданными ФП , , 

 и , . 
оia~ оib~

нiaµ~
нibµ~

оiaµ~
оibµ~ 2,1=i

Характеристики комплекса ТУ (КТУ): нu~  — в НР и  — в ОР — задаются 
следующим образом: 

оu~

21
~~~
ннн uuu += , . 21

~~~
ооо uuu +=

Для финансирования обоих проектов (создание 1-го ТУ и создание 2-го ТУ) 
выделены финансовые средства в количестве c  единиц. 

Требуется так распределить выделенные финансовые средства c  между 
двумя проектами, чтобы с уровнем гарантии нγ  достигалась максимально воз-
можная характеристика КТУ в НР и при этом с уровнем гарантии  обеспечи-
валась бы характеристика КТУ в ОР не менее  единиц. 

оγ

оГu

Как видно, нu~  и  — функции «четкого» вектора оu~ ><=>< 212 , xxx
d

 — ре-
шения ЗНО. В нем  — количество финансовых средств, выделенных на соз-
дание 1-го ТУ, а  — количество финансовых средств, выделенных на созда-
ние 2-го ТУ. Понятно, что 

1x

2x
cxx ≤≤ 21,0 . Обозначим: нГu  — гарантируемая ха-

рактеристика КТУ в НР;  — оптимальное значение вектора ><
∗

2x ><2x ; 

. 212 )( xxxС
d

+=><
Приведем формальную постановку ЗНО. 

Дано: , , , , , , , , 
1

~
нaµ

1
~
нbµ

1
~
оaµ

1
~
оbµ

2
~
нaµ

2
~
нbµ

2
~
оaµ

2
~
оbµ c , нγ , , . оγ оГu (1)

Найти : ><
∗

2x
{ })(max)( 22

02
j

j

xuxu нГ
x

нГ ><><
∗

≥><

= , (2)

ннГu γxuM
jн

≥>< ))(( 2~ , (3)

1)0(~ =
нiuM , , 2,1=i (4)

ооГu γuM
о

≥)(~ , (5)

1)0(~ =
оiuM , , 2,1=i (6)

cxС
j
≤>< )( 2 . (7)

В этой постановке равенства (4) и (6) задают естественные ограничения на 
значения нiu~  и : они не должны быть отрицательными. оiu~
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Для того чтобы разработать метод решения задачи (1)–(7), необходимо от 
формальной постановки ЗНО перейти к ее математической модели. Переход 
выполняется добавлением к системе (1)–(7) тех соотношений, которые позво-
ляют рассчитать значения целевой функции (2) и ограничивающих функций (3)–
(7) задачи при любом -м фиксированном значении  ее возможного ре-

шения. Эти соотношения имеют следующий вид: 

j jx ><2

∑
=

><>< =
2,1

22 )(~)(~
i

нiн jj
xuxu ; (8)

2,1,,~~)(~
22 =∈−= ><>< ixxbxaxu

jj iнiiнiнi ; (9)

∑
=

><>< =
2,1

22 )(~)(~
i

оiо jj
xuxu ; (10)

2,1,,~~)(~
22 =∈−= ><>< ixxbxaxu

jj iоiiоiоi . (11)

Совокупность выражений (1)–(11) образует математическую модель ЗНО. 
Как видно, ЦФ  является возможной формой АНФ  и зави-

сит линейно от вектора  оптимизируемых переменных. Кроме того, АНФ 

 тоже является линейной функцией . Свойство линейности 

)( 2 j
xuнГ >< )(~

2 j
xuн ><

jx ><2

)(~
2 j

xuо >< jx ><2 нu~ , 

нГu  и  как функций  будет использоваться при решении задачи. оu~ ><2x
Ограничивающие функции , ,  и , 

нuM~
оuM~

нiuM~
оiuM~ 2,1=i , не линейно за-

висят от , но монотонны на множестве  возможных ре-
шений ЗНО. С учетом того, что функция , ограничивающая затраты на 

оба проекта создания ТУ, зависит линейно от , можно заключить, что осо-

бенности ограничивающих и целевой функций позволяют использовать для 
решения задачи идеи линейного программирования. 

><2x [ ] [ ccX
d

в ,0,02 ×=>< ]
)( 2 j

xС ><

jx ><2

В рассматриваемом примере используется графический метод решения 
задачи. Для его применения необходимо уяснить, как изменяются ограничи-
вающие функции в области  и как изменяется целевая функция в облас-

ти  допустимых (по ограничениям) значений 
вX ><2

дX ><2 ><2x : . дX ><2 ⊆ вX ><2

Положим, что функции принадлежности нечетких величин нia~ , нib~ ,  и 

, , заданы в следующем виде: 
оia~

оib~ 2,1=i

[ ] [ ] )/()(4)/()(4
~ )/()()/()()(

aaaaaaaa
a aaaaaaaaaµ

′−′′−′′∗′−′′′−∗
∗∗

−′′−′′′−′−= , если aOa ~∈ ; 
0)(~ =aµa , если . aOa ~∉

Значения параметров функций принадлежности , ,  и , 
нiaµ~

нibµ~
оiaµ~

оibµ~ 2,1=i , 

приведены в табл. 1. 

Размерность НВ нia~  и  — единица характеристики/ единица финансо-

вых средств (е.х./ е.ф.с.), размерность НВ 
оia~

нib~  и  — е.х. На рис. 14 показаны 
графики 1–4 соответственно ФП , ,  и . Остальные исходные 

данные задачи имеют следующие значения: 

оib~

1
~
нaµ

1
~
нbµ

1
~
оaµ

1
~
оbµ

 109



Труды СПИИРАН. 2004. Вып. 2. Т. 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2004. Issue 2. V. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

c =20 е.ф.с., нγ =0,995, =0,99, =30 е.х. оγ оГu
График АНФ )(~

1 xuн  показан на рис. 15. На нем показаны лишь три особых 
графика из континуального множества графиков функций, являющихся возмож-
ными значениями АНФ )(~

1 xuн . Это графики «граничных» функций )(xuн′ , )(xuн′′  

и график функции )(xuн
∗  — модального значения функции )(~

1 xuн . Они обозна-
чены, соответственно, знаками «/», «//» и «∗» в кружках. 

 
 

Таблица 1. Значения параметров нечетких величин

Обозначение нечеткой величины Наименование  
параметра НВ 

1
~
нa  1

~
нb  2

~
нa  2

~
нb  1

~
оa  1

~
оb  2

~
оa  2

~
оb  

Минимальное  
значение НВ 

4 7,0 1,25 5,5 1,25 5,5 4 7,0 

Модальное 
значение НВ 

6 10,0 3,00 8,0 3,00 8,0 6 10,0 

Максимальное 
значение НВ 

10 11,2 20,0 8,8 20,0 8,8 10 11,2 
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Рис. 14. Графики функций , ,  и  

1
~
нaµ

1
~
нbµ

1
~
оaµ

1
~
оbµ

 

 
На рис. 15 показаны значения ФП  АНФ )( 1~

1 нu uµ
н

)(~
1 xuн  при некоторых 

значениях x  (ось  совпадает с осью ). Как видно из графика, если за-

фиксировать 
1

~0
нuµ x0

)(~
1 xuн , например 11 )(~ uxuн = , то с увеличением x  значение 

 тоже увеличится: от 0, при )( 1~
1

uM
нu 1xx = , до 1, при 4xx = . 
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Обозначим  — значение  при );( 1~
1 iu xuM
н

)( 1~
1

uM
нu ixx = , . );( 1~

1 iu
d

i xuMM
н

=

Тогда 0 14321 =<<<= MMMM . Иначе: 

0
);( 1~

1 >
∂

∂

x
xuM

нu , если ; ),( 41 xxx ∈

0
);( 1~

1 =
∂

∂

x
xuM

нu , если . ),( 41 xxx ∉

Зафиксируем x , например 3xx = . Тогда с увеличением 1
~
нu , например от 

 до , значение  уменьшится: 1u 2u );( 3~
1

xuM
нu

 

 
 

Рис. 15. Графики функций )(~
1 xuн  и  )( 1~

1 нu uµ
н

 

0
);( 3~

1 <
∂

∂

u
xuM

нu , если ( ))(),( 3131 xuxuu нн ′′′∈ ; 

0
);( 3~

1 =
∂

∂

u
xuM

нu , если ( ))(),( 3131 xuxuu нн ′′′∉ . 

Подобно этому изменяются графики АНФ 2
~
нu , ,  и соответствую-

щие производные функций ,  и . 
1

~
оu 2

~
оu

)( 1~
2

uM
нu )( 1~

1
uM

оu )( 1~
2

uM
оu
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График функции )(~
2><xuн  показан на рис. 16. На нем нанесены только три 

характерные плоскости из области  возможных графиков 
нuG~ )( 2><xuн  функции 

)(~
2><xuн : границы )( 2><′ xuн  и )( 2><′′ xuн  области  в двух квадрантах и мода 

нuG~

)( 2><
∗ xuн . 

 

 
 

Рис. 16. График функции )(~
2><xuн  

Область  включает континуальное множество плоскостей, пересекаю-

щих ось  и расходящихся веером между плоскостями 
нuG~

u0 )( 2><′ xuн  и )( 2><′′ xuн . 
График функции )  имеет подобный вид. (~

2><xuо

 

На рис. 17 показаны линии 1, 2 и 3 пересечения плоскостей )( 2><′′ xuн , 

)( 2><
∗ xuн  и )( 2><′ xuн  с плоскостью , уравнение которой . Кроме 

того, нанесены линии 4, 5 и 6 пересечения плоскостей 
210xx 0)( 2 =><xu

)( 2><′′ xuо ,  и  
 графика функции )  с плоскостью . 

)( 2><
∗ xuо

)( 2><′ xuо (~
2><xuо 210xx

Отметим три свойства функции )(~
2><xuн  и соответствующей функции 

.  )(~ uM
нu
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Доказательство этих свойств почти тривиально и следует из описанных 
особенностей функций )(~

2><xuнi  и . )(~ uM
нiu

Свойство 1. В области определения функции )(~
2><xuн  существуют два 

направления, изменение  по которым не ведет к изменению  для 
любого фиксированного u . 

><2x )(~ uM
нu

 

 
 

Рис. 17. Графики сечений функций )(~
2><xuн  и  )(~

2><xuо

Линию, задающую такое направление, будем называть изоэмой. При каж-
дом фиксированном u  изоэмы — это проекции на плоскость  линий пере-
сечения плоскостей 

210xx
)( 2><′u xн  и )( 2><′′ xuн  с плоскостью uxuн =>< )( 2 . Проекцию 

линии пересечения плоскости )( 2><′ xuн  с плоскостью uxuн =>< )( 2  будем назы-
вать первой изоэмой. Проекцию линии пересечения плоскости )( 2><′′ xuн  с плос-
костью uxuн =>< )( 2  будем называть второй изоэмой. 

 

Свойство 2. Перемещение от второй изоэмы к первой изоэме ведет к воз-
растанию  от 0 до 1. )(~ uM

нu
Свойство 3. Увеличение  на  приводит к эквидистантному перемеще-

нию первой и второй изоэм вдоль координатных осей, соответственно, на 
u u∆

)∆,∆(∆ 212 auaux ′′=′ ><  и на )∆,∆(∆ 212 auaux ′′′′=′′ >< . 
На рис. 18 показаны первые (линии 5 и 6) и соответствующие им вторые 

(линии 2 и 3) изоэмы при значениях 0,35)( 2 =><xuн  и 48,40)( 2 =><xuн . Прира-
щению  соответствуют приращения: 48,5∆ =u
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)384,4;37,1(∆ 2 =′ ><x , . )274,0;548,0(∆ 2 =′′ ><x
Такими же свойствами обладают функции )  и . (~

2><xuо оuM~

С учетом вышеизложенного кратко опишем алгоритм решения задачи (1)–
(11). Он включает три шага, выполняемых в плоскости  и проиллюстриро-

ванных на рис. 18: 

210xx
 

 
 

Рис. 18. График множеств возможных и допустимых значений  ><2x
 

1. Нанесение границ множества допустимых решений; 
2. Указание (нанесение) точки начального приближения к решению; 
3. Переход в точку оптимума. 

Рассмотрим эти шаги. 
Шаг 1. Множество допустимых решений — это все те неотрицательные 
, которые удовлетворяют ограничениям (3)–(7) задачи. Кроме того, понят-

но, что 
><2x

0)( 2 ≥><xuнГ . 
Нанесение границ для отделения неотрицательных ><2x  и тех , кото-

рые удовлетворяют неравенству (7), не представляет труда. На рис. 18 ими яв-
ляются оси  и  и прямая 7, уравнение которой соответствует неравенст-
ву (7): . 

><2x

10x 20x
2021 =+ xx

Для нанесения границ, соответствующих равенствам (4) и (6), достаточно 
воспользоваться свойством 2. Согласно ему, границей, задаваемой равенством 
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(4), является первая изоэма функции )(~
2><xuнi , удовлетворяющая равенству 

0)( 2 =′ ><xuнi , . Границей, задаваемой равенством (6), является первая 
изоэма функции ) , удовлетворяющая равенству 

2,1=i
(~

2><xuоi 0)( 2 =′ ><xuоi , 2,1=i . 
На рис. 18 указанными границами являются, соответственно, прямые 1, 10, 4 и 
9. 

Несколько труднее нанести границу, соответствующую неравенству (5). Из 
свойств функций )  и  следует, что эта линия лежит между прямыми 

8 и 11. Их уравнения, соответственно, 

(~
2><xuо оuM~

30)( 2 =′′ ><xuо  и 30)( 2 =′ ><xuо . Для указа-
ния точек, лежащих на искомой границе, достаточно решить уравнение 

. В рассматриваемом случае оно имеет бесчисленное множество 

решений. Для отыскания хоть одного допустимого решения следует воспользо-
ваться тем, что )  монотонно убывает при движении из какой-нибудь точ-

ки на изоэме  в направлении к изоэме 

99,0)30(~ =
оuM

30(~
оuM

30)( 2 =′′ ><xuо 30)( 2 =′ ><xuо . В каждой 
точке , лежащей на искомой границе, величина )  рассчитывается 

по следующим формулам: 
><2x 30(~

оuM

∫∫
′′

′

′′
=

о

о
о

о

оо

u

u
u

u

uu duuµduuµM )(/)()30( ~
30

~~ , 
(12)

[ ]
[ ] [ ]{ }ml

u
ml

u
uuv

u vuµvµuµ
оо

оо
о

/~/~
,

~ 2
2

1
1

11
)()(max)( −=

′′′∈
, (13)

21 llm += ; (14)
далее — для  и 2,1=i 0≠ix : 

1+= ii kl , (15)

ii xk = , (16)

оiоiоi bau ′′−′=′ +2 , (17)

оiоiоi bau ′−′′=′′ +2 , (18)
∗∗

+
∗ −= оiоiоi bau 2 , (19)

[ ]
[ ] [ ]{ }i

оi
ii

оi
оiоi

оi
l

b
lk

aaav
u uvµvµuµ /1~/~

,
~ )()(max)(

2
22

−=
+

++ ′′′∈
, (20)

iоiоi xaa ′=′ +2 , (21)

iоiоi xaa ′′=′′ +2 , (22)
)/()( ~~

2 iaa xuµuµ
оiоi

=
+

. (23)

При расчетах по формулам (13) и (20) использовалось следующее утвер-
ждение, доказательство которого тривиально. 

Утверждение. 
Пусть 

bac ~~~ += , 

[ ] [ ] )/()(4)/()(4
~ )/()()/()()(}~,~{~ eeeeeeee
e eeeeeeeeeµbae

′−′′−′′∗′−′′′−∗
∗∗

−′′−′′′−′−=⇒∈∀ , 

если ; [ ]eeOe
d

e ′′′=∈ ,~

0)(~ =eµe , если . eOe ~∉

 115



Труды СПИИРАН. 2004. Вып. 2. Т. 1. ISSN 2078-9181 (печ.), ISSN 2078-9599 (онлайн) 
SPIIRAS Proceedings. 2004. Issue 2. V. 1. ISSN 2078-9181 (print), ISSN 2078-9599 (online)

www.proceedings.spiiras.nw.ru

[ ] [ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −=

∈
cbca

a

kk
b

kk
aOa

d
c acµaµcµ ~~~~

~

/
~/~~ )()(max)( , где 

[ ] ∗∗∗ +=′′+′′=′′′+′=′′′′=∈ bacbacbacccOc c ,,,,~ , 

bac kkk ~~~ += . 
Тогда 

если , то ),( ccc ′′′∈

[ ] [ ] cbca kk
b

kk
ac acµaµcµ ~~~~ /

~/~~ )()()( oo −= , где 
∗∗ −+−= bckkcca ca ~~ /)(o ; 

если , то ),( ccc ′′′∉
0)(~ =cµc . 

Для нанесения границы, соответствующей неравенству (3), необходимо 
преодолеть трудности большие, чем те, что указаны для неравенства (5), так 
как не задано значение нГu . Более того, требуется найти , при котором 
величина 

><2x

нГu  была бы максимально возможной. Однако при каждом нГu  по-
ложение границы может быть указано. Так, при 0,35=нГu  граница лежит меж-
ду прямыми 5 и 2, а все допустимые решения — между нею и прямой 5. При 

40,48=нГu  граница лежит между прямыми 6 и 3, а все допустимые решения — 
между нею и прямой 6. В каждой точке ><2x , лежащей на искомой границе, ве-
личина  рассчитывается по формулам (12)–(23), в которых число 30 

заменяется на значение 

)(~ нГu uM
н

нГu , а буква о — на н. 
Шаг 2. Для указания начального приближения  к решению достаточ-

но воспользоваться вышеприведенными свойствами 2 и 3. В соответствии с 
ними  — вектор координат точки : 

02><x

02><x 1A )09,9;91,10(02 =><x . 

Шаг 3. В соответствии с указанными свойствами 1–3 точка оптимума  

лежит на линии 7 между точкой  и точкой . В точке  
должно выполняться равенство 

><
∗

2x

1A 7,04) (12,96;2A ><
∗

2x
99,0)30(~ =

оuM . Направление движения — от  

к . 
1A

2A
При реализации 3 шага использован метод дихотомии. Для отыскания 

 потребовалось рассчитать )  лишь в 1 точке —  (точки левее 

 недопустимы). В ней  е.ф.с., 

><
∗

2x 30(~
оuM 2A

2A 7,04) (12,96;2 =><
∗x 0,9939)30(~ =

оuM . При этом 

 е.х. Таким образом, из 20 е.ф.с. должно быть выделено 12,96 
е.ф.с. на создание первого ТУ и 7,04 е.ф.с. — на создание второго ТУ. Такой 
КТУ будет в ОР обеспечивать характеристику не менее 30 е.х. с уровнем гаран-
тии 0,9939, а в НР — характеристику не менее 40,48 е.х. с уровнем гарантии 1. 

40,48)( 2 =∗
><xuнГ

Интерес представляет исследование того, как влияет изменение величины 
с  на характеристики КТУ и на распределение финансовых средств между про-
ектами. Из рис. 18 можно заключить, что уменьшение с , например до 17,34 
е.ф.с., что соответствует точке  и прямой 13, ведет к уменьшению 

 до 31,65 е.х. при уровне гарантии 0,995. При этом  

10,3) (7,04;3A

)( 2
∗

><xuнГ 8,06) (9,28;2 =><
∗x
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е.ф.с., . Уменьшение 0,9902)30(~ =
оuM с  до 14,08 е.ф.с. (это соответствует 

единственной допустимой по ограничениям (4) и (6) точке  и пря-
мой 12) ведет к снижению уровня гарантии )  до 0,9425, что меньше 0,99. 

Таким образом, точка  е.ф.с. является недопустимым по ог-
раничению (5) решением и уменьшение 

7,04) (7,04;4A
30(~

оuM

7,04) (7,04;2 =><x
с  до 14,08 е.ф.с. тоже недопустимо. 

Чтобы рассчитать минимально возможное количество с  для создания КТУ, 
удовлетворяющего ограничениям задачи, необходимо двигаться от точки  к 
точке  по прямой 4. Выполнив расчеты )  с точностью 0,001 в 6 точках 

(результаты приведены в табл. 2), получим минимально возможное количество 

3A

4A 30(~
оuM

с =15,96 е.ф.с. 

 
 

Табл. 2. Результаты расчетов по методу дихотомии

№ точки Значение , е.ф.с. 1x Значение , е.ф.с. 2x Значение  )30(~
оuM

1 7,04 8,67 0,987 
2 7,04 9,49 0,997 
3 7,04 9,08 0,993 
4 7,04 8,87 0,989 
5 7,04 8,98 0,991 
6 7,04 8,92 0,990 

При этом  е.ф.с., 8,92) (7,04;2 =><
∗x 0,990)30(~ =

оuM ,  е.х. 

и . 

23,48)( 2 =∗
><xuнГ

0,995))(( 2~ =∗
><xuM нГuн

 

 
V. Заключение 

 
Изложенные идеи, основные понятия и математические средства нового 

подхода к постановке и решению задач нечеткой оптимизации требуют разви-
тия как в теории, так и в приложениях. Ограниченность финансовых и других 
ресурсов, которые могли бы быть привлечены для создания новых технических 
устройств и элементов систем разного назначения, несомненно, обостряет су-
ществующую научно-прикладную проблему в экономическом анализе. Пробле-
ма проявляется в невозможности удовлетворить требования, которые предъ-
являют практики (разработчики, управленцы и аналитики) к концептуальному и 
методологическому фундаментам своих работ, с помощью ставших традицион-
ными средств анализа и синтеза, которые им предлагаются в рамках теоретико-
вероятностной и математико-статистической парадигм. Один из путей разре-
шения этой проблемы — применение изложенного подхода к постановке и ре-
шению задач экономического анализа как задач нечеткой оптимизации. 
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