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1. Введение в проблему компьютерной интерпретации  
прикладных формализуемых теорий 

 
Современное развитие научных исследований во всех областях практиче-

ской деятельности человечества характеризуется повсеместным внедрением 
средств вычислительной техники. Возможность реализации прикладных задач 
на компьютере предопределяет прогресс в развитии практически любой сферы 
жизни общества. При этом все более возрастает необходимость сокращения 
времени между открытием, разработкой теоретических результатов и их вне-
дрением в прикладное программное обеспечение. Не будет преувеличением 
считать, что при современном уровне автоматизации и информатизации обще-
ства прикладная теория ценна настолько - насколько она реализуема на ком-
пьютере.  

 Таким образом, наличие возможности скорейшего представления резуль-
татов любой прикладной формализуемой теории является определяющим фак-
тором ее практической применимости, а как следствие и актуальности разра-
ботки самой теории. И наоборот: неотъемлемой частью технологического про-
цесса создания любого вида программного обеспечения является формализа-
ция автоматизируемых задач, которая заключается в разработке и подборе ма-
тематического аппарата из известных прикладных формализуемых теорий. За 
счет реализации такого подбора осуществляется переход от концептуальной 
модели предметной области прикладной задачи к модели ее решения. То есть, 
для каждой прикладной задачи соответствующая прикладная теория играет 
роль базисной основы ее формализации и разработки математического аппа-
рата. Следовательно, компьютерная интерпретируемость теорий, как основа 
быстрого создания различных прикладных моделей программного обеспечения, 
на современном этапе развития информационных технологий, является важ-
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нейшим показателем наличия возможности эффективной автоматизации соот-
ветствующих этим теориям предметных областей. 

Необходимо конкретизировать, что в данном случае понимается под при-
кладными формализуемыми теориями. Под прикладными формализуемыми 
теориями в данной работе понимаются теории описывающие сущности, явле-
ния и зависимости соответствующих им предметных областей на количествен-
ном уровне (т.е. с введением количественной меры). Это означает, что из поля 
зрения этой работы выпадают сугубо алгебраические (не прикладные) теории 
(такие как, например, теория коммутативных колец с единицей, теория вещест-
венно-замкнутых упорядоченных полей, теория полей характеристики нуль и 
др. [6]), а также гуманитарные, не формализуемые в принципе (Теории фило-
софского, медицинского, психолого-педагогического плана). При этом под ак-
сиоматической теорией понимается некоторое непустое множество вида: 
                                                         HALT ,,= ,                                                    (1) 
 где:   L — язык теории; 
 A — аксиомы теории; 
 H — теоремы теории.   

Совокупность теорем представляет собой описание задач, решаемых в 
теории, укладывающихся в рамки, сформулированные в виде системы аксиом, 
ограничений и допущений. Расширение  (обобщение) теории возможно путем 
введения новых ограничений (аксиом) или заменой существующих общими. 

Основная масса прикладных формализуемых теорий переживает несколь-
ко этапов своего становления [3]:  

-   разработка основ теории — этап обособления специфического науч-
но-методического аппарата представления сущностей, явлений и зави-
симостей соответствующей предметной области; 

-   эволюция теории — этап характеризующийся бурным, зачастую не 
упорядоченным ростом теоретических  результатов ; 

-  аксиоматизация теории — этап упорядоченного развития теории, с чет-
ким определением границ области применимости, ограничений и 
допущений. 

Именно аксиоматическое представление теории является наиболее цен-
ным для применения этой теории как основы разработки формального аппара-
та представления соответствующей предметной области. Это вытекает из воз-
можности быстрого и однозначного соотнесения абстракций, системы ограни-
чений и допущений математического аппарата, предлагаемого аксиоматиче-
ской теорией с условиями предметной области. В силу этого в предлагаемой 
работе рассматриваются теории удовлетворяющие условию (1). 

Типичным примером прикладной формализуемой теории является теория 
поиска подвижных объектов (ТППО), аксиоматическое представление которой 
дается в [1]. 

Дополнительно необходимо конкретизировать понятие “компьютерная ин-
терпретация”. В широком смысле под интерпретацией [2] принято понимать ис-
толкование, объяснение, перевод на более понятный, в содержательном плане, 
язык. В специальном смысле математической логики и теории моделей под 
термином “интерпретация “ принято понимать построение моделей для абст-
рактных, формальных систем (исчислений). [2] Опираясь на эти формулировки, 
представляется логичным определить компьютерную интерпретацию приклад-
ной задачи как построение формальной модели задачи, которая может быть 
реализована на ЭВМ. Тогда, используя понимание прикладной формализуемой 
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теории, как основы моделирования соответствующих ей предметных областей, 
на основании понятия “модель” данное в работе [2] становится возможным дать 
следующее определение: 

Компьютерная интерпретация прикладной формализуемой теории — сово-
купность программных реализаций основополагающих математических 
зависимостей и абстракций теории, позволяющих синтезировать заданное 
множество задач прикладной области. 

Такое понимание компьютерной интерпретации теории определяет науч-
но-методологический подход к решению рассматриваемой в данной работе за-
дачи – таковым избран объектно-ориентированный подход, получивший в по-
следние годы всеобщее признание при решении сложных задач автоматизации, 
компьютерного моделирования и изложенный, например, в [4]. 

Из приведенного определения виден двоякий смысл термина “интерпрета-
ция”: интерпретация как процесс и интерпретация как результат. В силу такой 
неоднозначности далее в работе процесс компьютерной интерпретации теории 
получил название — интерпретирование.  
Практически интерпретирование прикладной теории, в рамках избранного 
подхода, представляет собой процессы декомпозиции ее логико-
математического аппарата по основаниям прикладная математическая 
функция, класс, объект и дальнейшего сопоставления этим абстракциям 
адекватных программных моделей. Так, для избранной в качестве примера 
теории поиска подвижных объектов, можно привести такие варианты частных 
значений декомпозиции по указанным основаниям: 
 

...;;)..( районаияобследованвремяпотенциалпоисковыйТППО функцияматприкл =  

 

;;;;)( операцияпоисковаярайонцелььнаблюдателТППО класс =  

 

.;62;8)( ущельеКадорскоесамолетИЛупавшийвертолетМИпоисковыйТППО объект −−=

 
Такое представление аналитического аппарата прикладных формализуемых 
теорий в совокупности с современными программными технологиями создания 
распределенных, кросс-платформенных приложений дает качественно новые 
технологические возможности по эффективному синтезу прикладного про-
граммного обеспечения. Обобщенно суть этой  технологии показана на рис.1. 

Она позволяет: 
-  решать  принципиально более сложные, наукоемкие  задачи, по сравнению с 

возможностями структурного подхода  к разработке программного обеспече-
ния; 

-  избежать многократного процесса кодирования сложных  функций для 
наукоемких задач; 

- обеспечить высокий уровень верификации программных средств, при относи-
тельном снижении трудозатрат на их разработку; 

-     резко сократить время разработки отдельных прикладных моделей, при 
обеспечении их междисциплинарного (т.е. базирующегося на нескольких 
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прикладных теориях) характера , при условии интерпретированности  доста-
точного числа теорий; 

-    использовать все компоненты компьютерной интерпретации теории ( функ-
ции, классы, объекты) как в комплексе, так и по отдельности,  в различных 
программных реализациях ( модули, DLL, агенты и пр.). 
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Рис.1. Технология  моделирования на основе компьютерных интерпретаций  

прикладных теорий 
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Однако, широкое применение указанной технологии и, соответственно, ме-
тодологии компьютерного интерпретирования на сегодняшний день, в научном 
плане, ограничено проблемой обоснования адекватности компьютерной интер-
претации самой прикладной теории. Действительно, существуют принципиаль-
ные (теоретически значимые) ограничения в компьютерном (программном) 
представлении многих математических объектов. Наиболее характерными 
свойствами некоторых математических объектов, используемых в прикладных 
теориях, не имеющим прямой программной интерпретации или имеющим про-
граммную квазиинтерпретацию являются: 

- непрерывность отрезков вещественной прямой ( [ ] ℜ∈ba, ) или областей 
комплексной плоскости; 

-  бесконечность в назначении границ областей определения и значений 
различных функций ( ( )∞∞− ; ; ] )[( ∞∞− ,,, ba ); 

- бесконечно малый характер шагов дифференцирования и численного ин-
тегрирования  и другие. 

Очевидно, что, имея объективно существующие погрешности в компью-
терном представлении основополагающих математических объектов, при ин-
терпретации сложных математических структур, с помощью которых в приклад-
ных теориях описывают предметные связи и закономерности, разработчики 
программного обеспечения столкнутся с неконтролируемым ростом суперпози-
ции погрешности и несоответствия результатов программного и аналитического 
(т.е. “расчетного”) моделирования. Именно в этом заключается проблема адек-
ватности компьютерной интерпретации теории самой теории. При этом не су-
ществует определенной количественной меры, позволяющей анализировать и 
контролировать указанную неадекватность в компьютерном моделировании и 
представлении закономерностей предметной области по отношению к пред-
ставлению этих закономерностей в самой теории.  

То есть, на сегодняшний день видимое решение проблемы адекватности 
компьютерной интерпретации )(TI  соответствующей прикладной аксиоматиче-
ской теории T  сводится к: 

1).Необходимости теоретического доказательства принципиальной воз-
можности обеспечения адекватности прикладных формализуемых тео-
рий и их компьютерных интерпретаций.  

2).Определению необходимых и достаточных условий наличия адекват-
ности между теорией T  и ее компьютерной интерпретацией )(TI . 

3).Разработке научно-методологического аппарата количественного 
анализа адекватности теории T  и ее компьютерной интерпретации 

)(TI .  
2. Категорная модель компьютерной интерпретации 
 

Решение выше представленных подзадач проблемы компьютерной ин-
терпретации прикладных формализуемых теорий базируется  на  логико-
алгебраическом рассмотрении сущности процесса компьютерного 
интерпретирования. При этом становится возможным применение ряда 
фундаментальных теоретических результатов формальной алгебры и 
математической логики, их междисциплинарных теорий (теории моделей, 
теории категорий и пр.) для математически строгого представления,  
количественного описания  и системного анализа процесса  компьютерного 
интерпретирования. Обобщенно логико-алгебраическое представление 
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алгебраическое представление компьютерной интерпретации показано на рис.2 
и заключается в следующем: 
1. Всякая прикладная теория вида (1) рассматривается как алгебраическая 

система вида:                            
 
                                                 Ω=⇒ ,,: YRSST                                            (2) 
  где: R  — класс всех  логических утверждений, множеств определений и зна-

чений математических зависимостей теории описываемых теоремами H . 
Множества  класса R  определяются на одном из фундаментальных 
множеств (ℜ - множество вещественных чисел, N- множество натураль-
ных чисел и пр.). 

             Y  — совокупность заданных операций на указанных множествах ; 
            Ω  — множество отношений между множествами класса R . 

В определении элементов выражения (2) использовано слово “класс” вме-
сто слова “множество” для того, чтобы избежать парадоксов теории множеств, 
т.е. класс не есть множество, так как множество осознается в алгебраическом 
смысле как нечто единое, а класс нет. Вместе с тем, элемент a принадлежит 
некоторому классу А  ( Aa∈  ) если он удовлетворяет некоторому определению 
элементов этого класса [7]. Аналогично, в алгебраическом смысле,  следует по-
нимать термин “класс”  ниже по тексту, не путая его с одноименной категорией 
объектно-ориентированного подхода.   
Очевидно, что отношения рωωω ,....., 21=Ω  есть алгебраическое представле-
ние соответствий, задаваемых между различными множествами системой тео-
рем H  из (1). То есть, в данном представлении рассматривается каждая зави-
симость, доказываемая в теореме h теории T , как отображение из соответст-
вующего множества определения в соответствующее множество значений (ло-
гическое следствие одного утверждения из другого); система аксиом А  опреде-
ляет граничные условия  указанных множеств  и отношений (отображений) ме-
жду ними; язык L  является средством предметно-прикладной интерпретации 
формальной (т.е. математической) модели (2). При этом необходимо оговорить, 
что под отображением  некоторого множества С в множество В  понимается   
задаваемое по какому-либо правилу соответствие, такое, что каждому элемен-
ту Cx∈   соответствует элемент By∈ , причем только один. 
 
2.  Аналогично  (2)  рассматривается компьютерная интерпретация  теории 

)(TI : 
                                         Ω′′′=′′⇒ ,,:)( YRSSTI                                            (3) 
 Очевидно, что в силу выше перечисленных проблем программной интерпрета-
ции ряда свойств математических объектов справедливо: 
                                                             RR ′≠                                                            (4) 
 
3.  Отношения Ω∈iω  и  Ω′∈′iω  рассматриваются как  морфизмы, и тогда сами 
множества S  и S ′  как категория, описывающая прикладную формализуемую 
категорию и категория, описывающая компьютерную интерпретацию, соответ-
ственно. Данное рассмотрение следует пояснить подробнее - в соответствии с 
определением категории из [7], считается, что категория S  задана, если зада-
ны: 
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I. Класс )(SOb , называемый классом объектов категории S  (в нашем 
случае RSOb =)( ), элементы которого называются объектами катего-
рии S  и обозначаются буквами ...,..., irrr ′′′  

II. Для каждой пары объектов ( ), rr ′′′  множество ),( rrMorS ′′′ , такое, что 
для различных пар объектов ),(),( ji rrrr ≠′′′  верно: 

                                    
                             =∩′′′ ),(),( ji

SS rrMorrrMor Ǿ                                             (5) 
 

(где Ǿ  - пустое множество) 
Элементы множества ),( rrMorS ′′′  называются морфизмами из r ′  в r ′′  
и обозначаются буквами pωωω ....., 21  ( В нашем случае Ω=′′′ ),( rrMorS ). 

III.   Для каждой тройки объектов ),,( rrr ′′′′′′ задано отображение: 
 

                  ×′′′ ),( rrMorS ),()),((),( rrMorrrMor StktkS ′′′′′∈→⊃′′′′ ωωωω         (6) 

        называемое умножением ( или взятием композиции) морфизмов, для 
которого: 

1.) выполняется закон ассоциативности: 
 
                        ptkptk ωωωωωω )()( =                                                     (7) 

      для всех  ),(),,(),,( rrMorrrMorrrMor SpStSk ′′′′′′′∈′′′′′∈′′′∈ ωωω . 

2.) существуют тождественные морфизмы: для каждого объекта 
)(SObr ∈     

существует морфизм  ),(1 rrMorSr ′′∈ , называемый тождествен-
ным морфизмом для r ′ , такой что для всех ),( rrMorS ′′′∈ω  верно: 
                       ωωω == ′′′ rr 11                                                            (8)  

Таким образом, представление теории (1) и ее компьютерной интерпретации, 
согласно выражениям (2) и (3), в категориальном виде является наиболее об-
щим и позволяет рассмотреть любую аксиоматическую теорию или ее компью-
терную интерпретацию, как некоторый класс множеств или утверждений (в за-
висимости от предметной области теории) и установленных связей между ни-
ми. Элементы указанного класса являются объектами категории  ( RSOb =)(  и 

RSOb ′=′)( ), а связи установленные между ними (в виде отображений мно-
жеств, поэлементных соответствий, логических условий существования и пр.) 
есть морфизмы ( Ω=′′′ ),( rrMorS  и Ω′=′′′′ ),( rrMorS  ).  

 В таком случае, компьютерное интерпретирование прикладной теории T  
можно рассмотреть как задание отображения Φ   множества Ω  в множество Ω′  
при  ранее определенном соответствии классов R  и R′ . Не трудно заметить, 
что такое отображение будет инъективным (т. е. оно различные элементы из Ω  
отображает в различные элементы из Ω′ : 

( ) )()(, 212121 ϖφϖφϖϖϖϖ ≠→≠Ω∈∀ ), а при отсутствии специальных огра-

ничений они могут быть и сюръективными ( т.е.  в каждый элемент Ω′  отобра-
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жается хотя бы один элемент из Ω  : ωωφωω ′=→Ω∈∃Ω′∈′∀ )(  ), а значит 

биективными (т.е. взаимно однозначным отображением  множества  Ω  на мно-
жество Ω′ ): 

                                     { })(...),(,)(: 21 рωφωφωφΩ′↔Ω                                          (9) 

4. Согласно терминологии теории категорий и функторов [5] такое отображение 
Φ   можно рассмотреть как задание связи  между категориями  S  и S ′  в целом : 
                                               { })(...),(,)( 21 рωφωφωφ=Φ                                          (10) 
Связь между категориями, определенная как на уровне морфизмов,  так и на 
уровне классов объектов категорий получила наименование [5] – функтор. То-
гда компьютерное интерпретирование  описывается алгебраически в виде 
функтора  Φ : 
 

                            




′′′∈′′′∈∀

′∈∈∀
Φ

))(),(()(),(
)()()(

:
rrMorrrMor

SObrSObr ii

φφϖφϖ
φ                          (11) 

Таким образом, компьютерное интерпретирование теории T  вида (1), на мно-
жественно-алгебраическом языке, есть процесс задания функтора  Φ , 
обеспечивающего эквивалентность  в отображении: 
                                                          Ω′↔ΩΦ :                                                      (12) 
т.е. само понятие “эквивалентности” рассматривается в контексте данной рабо-
ты как показатель неразличимости (схожести) каких-либо различных сущностей 
(Например, теории и ее компьютерной интерпретации) по некоторым специаль-
ным свойствам. Такое понимание эквивалентности позволяет рассматривать  
эквивалентность теории T  и ее компьютерной интерпретации )(TI  в алгебраи-
ческом смысле как изоморфность соответствующих категорий.                                            
При рассмотрении выражений (9) – (12), в силу того, что само отображение 
Φ ={ }iφ  задается на множестве морфизмов { })( nxω  и { })( nxω′ ,  эквивалентность 
в отображении (12) следует понимать как изоморфизм функтора Φ : 

)()()*(][ 2121 ωφωφωωφ ′′=⇒Ω′≅Ω⇒′≅=Φ oSS                            (13) 

где o,∗  - сопоставленные операции в категориях S  и S ′ . 
Из вышеприведенных рассуждений не трудно заметить, что: 
 

                                                   )()( Ω′↔Ω⇒→ TIT                                          (14) 

Содержательно это позволяет рассматривать изоморфизм функтора Φ , за-
дающего собой отображение  )( Ω′↔Ω , как условие взаимной однозначности 
свойств утверждений, алгебраических операций, отношений (морфизмов 
{ } { }′ii ωω ,  категорий S  и S ′ ) в  теории T и компьютерной интерпретации )(TI  со-
ответственно, при изменении (сужении) численных областей  их задания 

RR ′→  ( т.е. сужении класса объектов )(SOb  до )(SOb ′ ). Здесь необходимо на-
помнить, что отношения в T , при рассмотрении ее в виде (2), задаются под-
множеством теорем H . То есть, можно записать: 
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                                                   [ ] ))(( TIT ↔⇒Ω′≅Ω                                        (15) 

Таким образом, разрешение проблемы адекватности (эквивалентности) компь-
ютерной интерпретации )(TI  самой прикладной аксиоматической теории T  
заключается в разработке и доказательстве необходимых и достаточных 
условий изоморфности функтора Φ , в рамках  выше  приведенной 
алгебраической постановки. Исследование и разработка таких условий  
проводится в три этапа:  
I.     Обоснование категориальной модели прикладной аксиоматической теории 

T  . 
II.   Построение категориальной модели компьютерной интерпретации приклад-

ной аксиоматической теории )(TI . 
III. Разработка и доказательство теоремы о необходимых и достаточных усло-

виях    изоморфности теорий и их компьютерных интерпретаций (в понима-
нии выражения (10)), на базе моделей полученных в рамках пп. I и II. 

При этом условия существования изоморфизма  [ ]Ω′≅Ω  (изоморфности функ-
тора  Φ  по условию (13)) рассматриваются, как условия существования взаим-
но обратного гомоморфизма (гомоморфного отображения) между Ω  и Ω′ : 





′′′′′′→′′′′′′′′
′′′′′′′′→′′′′′′

Ω′∈′′′′′′′′Ω∈′′′′′′∃
)),((*)),(()),(),((
)),(()),(()),(*),((

:)),(),,(();),(),,((
2121

2121
2121 rrrrrrrr

rrrrrrrr
rrrrrrrr ii

ii
ii

ωφωφωωφ
ωφωφωωφ

ωωωω
o

o
        

где: SS
i MorMorSObrrrr ′∈′′∈∈′′′′′′ 2121 ,;,);(,,, ωωωω  

        o,∗  - сопоставленные операции в категориях S  и S ′ . 
Необходимо указать, что теоретическое разрешение описанной выше 

проблемы компьютерной интерпретации прикладных аксиоматических теорий 
позволит реализовать и развить объектно-ориентированный подход для случая 
сложно структурируемых, наукоемких предметных областей. В конечном итоге, 
это позволит обеспечить качественно новые возможности в развитии практиче-
ских информационных технологий в наукоемких отраслях человеческой 
деятельности. 
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)()()*(][ 2121 ωφωφωωφ ′′=⇒Ω′≅Ω=Φ o  
 

 

 
   
                                     
Рис.2.  Категориальное представление компьютерного интерпретирования  при-

кладной аксиоматической теории 
 




