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УДК 62.50:681.5 
Г. Д. Пенев, К. Мадани. Построение квази-оптимальных инвариантных законов управле-
ния для нестационарных динамических систем с неизвестными параметрами и возмуще-
ниями // Труды СПИИРАН. Вып 1, т.1. —  СПб: СПИИРАН, 2002. 
Аннотация. Исследуется импульсная чувствительность нестационарных динамических 
систем. Рассматриваются функции чувствительности производных от выходных сигналов 
системы к скачкообразным изменениям  управления в терминах коэффициентов дифферен-
циальных уравнений, описывающих систему в переменных «вход-выход». Матрицы импульс-
ной чувствительности применяются для решения задачи построения  ε - оптимальных 
управлений, обеспечивающих заранее заданную точность отслеживания программных дви-
жений на любом интервале времени при наличии ограничений на выходные сигналы системы 
и их производные. Приводятся полные доказательства необходимых и достаточных условий 
робастности и ε - оптимальности рассмотренных в работе инвариантных законов управ-
ления в геометрической и детерминантной форме. — Библ. 17 назв. 
 
UDC 62.50:681.5 
G. D. Penev, K. Madani. A design of quasi-optimal invariant control laws for non-stationary dy-
naic systems with unknown parameters and disturbances // SPIIRAS Proceedings. Issue 1, 
v.1. — SPb: SPIIRAS, 2002. 
Abstract. The impulse sensitivity of non-stationary linear dynamic systems is investigated. The func-
tions of sensitivity of the output variables derivatives to jumps of piecewise-constant control are ob-
tained in terms of coefficients of the equations, describing systems in "input-output" variables. The 
matrices of impulse sensitivity are applied to a solution of the problem of design of ε  -optimal controls 
ensuring a beforehand specific accuracy of tracking of desirable movements on any time interval if 
there are restrictions on output signals and their derivatives. Necessary and sufficient conditions of 
robustness and ε  -optimality of offered invariant control laws in geometric and determinant forms are 
proved.  — Bibl. 17 items.  
 
1. Введение 
 

Понятия чувствительности, инвариантности и робастности взаимосвяза-
ны [1]. Основной задачей теории инвариантности является синтез систем, не-
чувствительных к возмущениям [2–5]. Теория чувствительности изучает спо-
собность системы менять свою реакцию на заданные входные воздействия при 
изменении параметров [6–8]. Кроме того, применение теории чувствительности 
позволяет решать некоторые задачи синтеза оптимальных робастных сис-
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тем [7–8]. Сравнительно слабо исследована импульсная чувствительность ди-
намических систем. Возможность  построения самонастраивающихся систем на 
основе импульсной чувствительности выходного сигнала системы исследована 
в [9]. Подобный подход к решению задач робастного и адаптивного отслежива-
ния программных движений с гарантированной точностью при наличии ограни-
чений на выходные сигналы предложен в [10–12]. При этом для минимально-
фазовых систем с одним входным и с одним выходным сигналом достаточно 
знание лишь относительной степени системы. Однако для систем с многими 
входными и выходными сигналами предполагалось, что неизвестная матрица 
импульсной чувствительности положительно-определенная или предваритель-
но оценена. 

В этой работе, являющейся продолжением [13], рассматриваются как ми-
нимально-фазовые, так и не минимально-фазовые системы. Относительно 
матрицы импульсной чувствительности системы предполагается только, что ее 
изменяющиеся во времени неизвестные элементы не выходят из заданных ин-
тервалов. Доказаны критерии разрешимости рассматриваемых задач управле-
ния.  
 
2. Функции импульсной чувствительности 
 

Рассмотрим системы управления, описываемые  в переменных “вход-
выход” дифференциальными уравнениями вида  
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можно получить следующую модель системы в пространстве состояний [14]: 
 

,,1,~~
11 NkuBxxAx kNkkNk =++−= −+−                          (3) 

 

Здесь 1xy = , fxN =+1 , .n
k Rx ∈ Для определенности кусочно-постоянные 

функции будем считать непрерывными слева, например, )0()( −= tutu , и 
)()0()( tututu −+=Δ  будет обозначать величину скачка функции в точке Jt∈ . 

Для достаточно гладких элементов матриц ii BA ,  в (1)  имеют место соот-
ношения  
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)()()( tutSy k
k Δ=Δ ,  Nk ,1= ,                               (4) 

при всех Jt∈ . 
 

Определение 1. Матрицы kS , Nk ,1= , в (4) будем называть частными 
матрицами импульсной чувствительности системы (1).  

Матрица kS  выражает чувствительность производной k–го порядка от вы-
ходного сигнала на скачки управления. Иная матрица, определяющая импульс-
ную чувствительность произвольной замкнутой линейной системы вида  
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k R ×∈Γ , ,...1,0=k , причем система (5) асимптотически устойчива, опреде-
ляется равенством  
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Определение 2. Матрицу  S  в (6) будем называть общей матрицей им-

пульсной чувствительности системы (1). 
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3. соотношения (4) являются тождествами относительно Tt∈ . 
Доказательство.  Утверждение 1 следует из теоремы существования ре-

шений линейных дифференциальных уравнений, так как матрицы ii BA ~,~
 явля-

ются непрерывными функциями от t. Докажем утверждения 2, 3. Так как функ-

ции kx  в (3) непрерывны при всех Jt∈  имеем )()(~)(,0)( tutBtxtx kNkk Δ=Δ=Δ − . 
Используя (3), получаем 
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для любого JTt \∈ . Отсюда получаем (7) для 1,1 −= Nk . Справедливость вы-

ражения для NS  следует из доказанного выше, так как в силу (1)  
fuByAy kN

k k
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                                        (8) 
для любого JTt \∈ . Тогда соотношения (4) имеют место при всех Jt∈ . Если 

JTt \∈ , то, используя выражения для 1+kx , получаем   0)()( =Δ ty k
 последова-

тельно для Nk ,...,1= , и теорема 1 доказана.  
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Замечание 1. В (4) 0)( =tSk , Tt∈ , 1,...,1 −= Mk , если степень системы (1) 

равна M,  т.е. если 0)(,...,0)( 11 == +−− tBtB MNN   при  Tt∈  и 0)( ≠− tB MN . 
 
 
 

3. Задача отслеживания программного движения с гарантиро-
ванной точностью 

 
Рассмотрим систему (1), в которой допустимыми управлениями, Uu∈ , яв-

ляются ограниченные кусочно-постоянные функции. Матрицы )(),( tBtA ii , 
1,0 −= Ni , предполагаются неизвестными. 

Задача состоит в построении допустимого управления системой (1), обес-
печивающего при всех Tt∈  выполнение неравенств  
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в  (11) будут определены так, чтобы справедливость всех неравенств (9) была 
бы обеспечена, если выполнено одно лишь неравенство (11) при всех  t T∈ . 

Поэтому выбор матриц iΓ  в (12)  должен обеспечивать асимптотическую устой-
чивость системы  (5), 
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При решении сформулированной задачи будут предполагаться выполненными 
следующие условия:  
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(c5) при всех Tt∈  матрица общей импульсной чувствительности удовле-
творяет условию ∈)(tS S~ ,  где   

S~ ={ mjnistssRS ijijij
mn ,1,,1,)( ==′′≤≤′∈ ×

}, значения ijs′ , ijs ′′  заданы. 
 
4. Построение оптимальных и квази-оптимальных законов 
управления 
  

Введем несколько определений, облегчающих формулировку результатов.  
Определение 3. Некоторое управление Uu∈  будет называться  

ε -оптимальным,   если для всех Tt∈ и какой-либо векторной функции 
mRg ∈)(η имеют место соотношения 
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и выполнены соотношения (9), (10). 

Согласно (15) }Tt,)t(t{T ∈== εηε  является множеством точек скачка 

векторных функций 
)(,, kyu η .  
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Определение 4. Робастным в малой окрестности будет называться  
ε -оптимальное управление, для которого вектор )(ηg в (15) определен для лю-

бых неизвестных матриц ii BA , , 1,0 −= Ni , в (1), удовлетворяющих условиям 

(c5) при достаточно малых положительных значениях величин 0>−= '
ij

''
ijij ssω , 

ni ,1= , mj ,1= . 
Определение 5. Вполне робастным (универсальным) будет называться  

ε -оптимальное управление, для которого вектор )(ηg в (15) определен для лю-

бых неизвестных матриц ii BA , , 1,0 −= Ni , в (1), удовлетворяющих усло-
вию (c5). 

Отметим, что определение 4 накладывает некоторое ограничение на об-
щую матрицу импульсной чувствительности системы (1) тогда,  как вполне ро-
бастные  
ε -оптимальные управления применимы ко всему классу систем (1), удовлетво-
ряющих условию (c5). 

Построение вполне робастных ε -оптимальных управлений основано на 
применении нижеследующих теорем.  

Теорема 2. При выполнении условий 4,1),( =ici , любое управление, удов-
летворяющее соотношениям (15), является ε -оптимальным. 

Доказательство. Из (c1) следует, что условие теоремы 1 выполнено, и, 
следовательно, существует единственное решение y уравнения (1) на любом 

интервале Ttt ⊂]'','[ . Согласно (c3) и (15) имеем εη <+ )t( 0  при  0tt =  и при 

любом εTt∈ . Поскольку )\( εη TTC∈ , выполнено неравенство  (11). Так как вы-
полнено  (c2), из теоремы 2 работы [15] следует, что имеют место соотношения 

(10), функции ,)(ky 1,0 −= Nk , ограниченны, и, следовательно,  функция G в (12) 

ограниченна на множестве εTT\ . Так как η  ограниченная функция, то из нера-

венства (11) следует, что функция 
)( Ny ограниченна. Тогда управление u, удов-

летворяющее (8) на εTT\  является ограниченным в соответствии с (c1). Заметим 
теперь, что дифференцируя (8) с учетом  (c1) и доказанного выше, устанавли-

ваем ограниченность функций 
)1( +Ny  и dtd /η  на  εTT\ . Так как ρεη ≤+ )t( 0  при 

любом  εTt∈ , где  10 <≤ ρ , множество εT  не имеет точки сгущения. Отсюда 
следует, что управление производные от выходного сигнала y являются допус-

тимыми кусочно-постоянными функциями. Так как функции 
)(, kyu , 1,0 += Nk , 

dtd /η  равномерно ограниченны на εTT\  и интервал ]'','[ tt  произвольный, соот-
ношения (9)-(11) имеют место при любом Tt∈ , и теорема 2 доказана. 

Теорема 3. Если выполнены условия 5,1),( =ici , то справедливы следую-
щие утверждения: 
(I) Существует робастное в малой окрестности ε -оптимальное управ-

ление  
       вида (1) тогда и только тогда, когда  

2/)(,][, 0000
ijijij

nm
ij sssRsSnSrank ′′+′=∈== ×

,                      (16) 
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и, следовательно, число m  входных сигналов системы (1) не меньше числа n 
выходных сигналов; 
(II) Существует вполне робастное ε -оптимальное управление системой ви-
да (1) тогда и только тогда, когда  

0minmax ~~
1

>∈∈ ηη SGT
SSGG                                        (17) 

для любых 
nR∈η , 1=η , 

[ ]{ }1
11 ≤=∈=
=

×
in,...,i

T
i

nm g,gGRGG~
. 

Перед доказательством теоремы 3 сформулируем и докажем теоремы 4-6. 
Введем следующие обозначения:  
 

{ }niiI i ,1,0)( =>=+ ηη , { }niiI i ,1,0)( =<=− ηη , 
 

iIi ijiIi ijj ss ηησ
ηη ∑∑

−+ ∈∈
+ ′′+′=

)()( ,                                   (18) 
 

iIi ijiIi ijj ss ηησ
ηη ∑∑

−+ ∈∈
− ′+′′=

)()( ,                                   (19)  
 

 ⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

<

>

= −−

++

.0

,0

,0

случаяхостальныхв
при

при

jj

jj

j σσ

σσ

σ

                                          (20) 
Используя эти обозначения, построим закон вполне робастного  
ε -оптимального управления. 

Теорема 4. Если выполнены условия 5,1),( =ici , и имеет место неравен-

ство (17) для любого 1=ηη, , то вполне робастное ε -оптимальное управле-
ние системой (1) может быть определено соотношениями  

[ ]
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉
∈−

=Δ
,Ttпри

,Ttприˆ/)(),...,()t(u
T

m

ε

ελησησ
0

11

                        (21) 
в которых 

SxSmaxmaxˆ T
xS~S 11 =∈

≥λ .                                                      (22) 

При любом εTt∈ выполнено неравенство 
00

1
21

1
22 >≥+− ∑ =

− m

j j )(ˆ)t()t( ησληη .                                 (23) 
 

Доказательство теоремы 4. Из теоремы 2 и определения 3 следует, что 
достаточно доказать справедливость импликации (21) ⇒  (23). Учитывая опре-

деления dy  в (c2), η  в (11), (12) и общей матрицы импульсной чувствительно-
сти S в (6), получаем  

εη TtприtutSt ∈Δ=Δ )()()( .                                                (24)  
Для любого управления, удовлетворяющего соотношениям ηGu −=Δ , 

nmRGG ×∈= )(η при εTt∈ из равенства  (24) следует, что  
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)()()0( tSGEt ηη −=+ .                                                  (25) 
Тогда 

( ) 2222 20 ηηηηηη G)t(SG)t(SG)t(SE)t( T +−=−=+ .         (26)  
Из (22) и (26) теперь следует, что   

.)(Gˆ)(G)t(S))(G),t(S(F

)(G)t(S)(G)t(S)t()t(
Tdef

T

2
1

222

2

20

ηληηηη

ηηηηηηη

−≥

≥−=+−

                       (27) 

Предположим, что mnRS ×∈ˆ  и 
nmRG ×∈)(η какие-либо матрицы, удовлетворяющие 

условию  
),(minmax))(,ˆ( ~~ GSFGSF SSGG ∈∈=η ,                                     (28) 

где { }nmRGGG ×∈=~
.  

Тогда справедливо, что ).,(minmax))(,(min))(),(( ~~~ GSFGSFGtSF SSGGSS ∈∈∈ =≥ ηη  
Учитывая (27), получаем неравенства 

).G,S(Fminmax))(G),t(S(F)t()t(
S~SG~G ∈∈

≥≥+− ηηη 22 0            (29) 
Рассмотрим теперь оптимизационную задачу (28). Так как матрица G имеет вид 

[ ] mi
T
igG ,...,1== , получаем  

( ) .ˆ2),(
1 11

ηηλη T
j

m

j
T
j

n

i iij ggsGSF ∑ ∑= =
−=                                (30) 

Оптимальное значение Ŝ  в (28), удовлетворяющее равенству  
( ) ),,(minˆˆ2 ~

1 11
GSFggs SS

T
j

m

j
T
ji

n

i ij ∈= =
=−∑ ∑ ηηλη                           (31) 

определяется соотношениями  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

<′′

>′

=

,gпри

,gприs

,gприs

ŝ
T
jiij

T
jiij

T
jiij

ij

0

0

0

ηηβ

ηη

ηη

                                             (32) 

где ijβ  — любое число в интервале ],[ ijij ss ′′′ , ni ,1= , mj ,1= . В силу (32) левая 

часть (31) зависит только от jg  для фиксированного значения j. Следователь-
но, имеют место равенства   

∑ =
=

m

j jj gSFGSF
1

),ˆ(),ˆ(  ,  ∑ = ∈∈ =
m

j jjRgGG gSFGSF n
j1

~ ),,ˆ(max),ˆ(max
  (33) 

где ( ) ηηλη T
j

n

i
T
jiijjj ggsgSF ∑=

−=
1 1̂ˆ2),ˆ( , mj ,1= . Теперь, используя  (18), (19), (32), 

получаем соотношения 
,gприg)gˆ()g,Ŝ(F T

j
T
j

T
jjjj 02 1 >−= + ηηηλσ  

,gприg)gˆ()g,Ŝ(F T
j

T
j

T
jjjj 02 1 <−= − ηηηλσ  

.gпри)g,Ŝ(F T
jjj 00 == η  

Из этих соотношений следует, что  
),ˆ(max))(,ˆ( jjRgjj gSFgSF n

j∈
=η

, 

если  )(ηjg , mj ,1= , удовлетворяет равенствам  
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⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

>=

>=
−−

++

.случаяхостальныхв)(g

,приˆ/)(g

,приˆ/)(g

T
j

jj
T
j

jj
T
j

0

0

0

1

1

ηη

σλσηη

σλσηη

                                 (34) 

Подставляя (34) в выражениях для jF , получаем  

.случаяхостальныхв))(g,Ŝ(F

,приˆ/)())(g,Ŝ(F

,приˆ/)())(g,Ŝ(F

jj

jjjj

jjjj

0

0

0

1
2

1
2

=

<=

>=
−−

++

η

σλση

σλση

 
Согласно (20), (33) имеем 

∑ =
=

m

j jGSF
1

2

1

.ˆ
1)ˆ,ˆ( σ
λ                                                        (35) 

В силу (18)–(20), (34) управление (21) имеет вид ηη)()( Gtu =Δ , и в соответствии 
с (29), (35) справедливы неравенства 

010
1

2

1

22 >≥+− ∑ =
)(ˆ)t()t( m

j j ησ
λ

ηη
.                           (36)  

Заметим теперь, что из справедливости неравенства (17) следует, что сущест-
вует такое 0>ϑ , что  

.SGminmaxmin T
S~SG~G

0
11 >≥

∈∈= ϑηηη  
Подставив в (30) 01̂ =λ , получаем  

∑ =∈∈ =
m

j j
T

SSGG SG
1

~~ )(minmax
1

ησεηη ,                             (37) 
и, следовательно,  

./)(m

j j 0
1

>≥∑ =
εϑησ  

Из (36), (37) следует, что существует такое число  [ )1,0∈ρ , что 10 <≤+ ρη )t( , 
и справедливо (23). Теорема 4 доказана полностью. 

Покажем теперь, что ε - оптимальные управления находятся в “малой” ок-
рестности оптимального управления, решающего сформулированную выше за-
дачу. Из (24) следует, что оптимальное управление, обеспечивающее наилуч-

шие коррекции динамической ошибки )(tη , max)t()t( →+− 22 0ηη , 
может быть определено, как решение задачи оптимизации  
 

u
T min)t(u)t(S)t(u)t(S)t( Δ→Δ+Δ 22η . 

Если  
,,)( TtntSrank ∈=                                                     (38) 

 
то оптимальное управление *u  определяется соотношениями   
 

⎭
⎬
⎫

∉=Δ
∈−=Δ ∇

,0)(
,)()()(

**

**

ε

εη
Ttприtu

TtприttStu

                               (39) 
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где { }εηε == )t(tT ** , )( TT SSSS =∇
, )(* tη - соответствующее  )(* tu  значение 

функции  )(tη . Управление  *u  обеспечивает наилучшие коррекции движения 
системы, но оно практически неприменимо, так как матрица )(tS неизвестна.  

Теорема 5. Предположим, что выполнены условия (38) и 5,1),( =ici ,  *u  
определено соотношениями  (39), u – любое ε - оптимальное управление и 
имеет место оценка 
 

.)t(Bsupˆ
Tt +∞<= ∇

∈ 00β                                               (40) 
Тогда неравенство   

,))ˆ((ˆ)t(u)t(u k
N

k kk* εγαεβ ∑ −

=
++≤−

1

00 22                       (41) 

где ,)(supˆ tAkTtk ∈=α  ,1,1, −=Γ= Nkkkγ  справедливо при всех Tt∈ . 
Доказательство теоремы 5. Из (11), (12) следует, что   

.,)( *
1

0 *
)(

*
)()(

*
)(

εεηη TTtyyyy N

k
kk

k
NN ∪∉−=−Γ+− ∑ −

=  
Так как в рассматриваемых условиях выполнены неравенства  (9), (11), имеем  

 .TTt,)t(y *
N

k kk
)N(

εεεγε ∪∉+≤ ∑ −

=

1

0
2                      (42) 

Кроме того, в силу (8) имеет место равенство   
)).()(()()()())()()(( )(

*
)(1

1
)(

*
)(

*0 tytytAtytytututB kkN

k k
NN −+−=− ∑ −

=  
Учитывая теперь  (9), (11), (40), (42), получаем  (41) при ( ).\ *εε TTTt ∪∈  Это оз-
начает, что справедливо (41) при  всех Tt∈ , так как u и *u  кусочно-постоянные 
функции, и теорема 5 доказана. 

Введем теперь обозначения   
,2/)(,2/)( ''''''0

ijijijijijij ssrsss −=+= },sgn,...,{sgn 1 ndiagD ηηη =  

⎩
⎨
⎧

<−
≥

=
,01

,01
sgn

η
η

η
if

if

 
,]...[,]...[, 1

00
1

0 T
njjj

T
njjj rrrsssDx === ηη ,2,1),(,,1,, 00 mjaAmjDsraDsra T

jjjjmjjj ===−=+= +  
}1,),...,({~

1 ±==∈= ×
kn

nn ddddiagDRDD . 
Следующая теорема определяет критерии существования ε -оптимальных 

управлений. 
Теорема 6. Неравенство  

 
)(SGminmaxmin T

ŜSĜG 430
1

>≥
∈∈= ϑηηεη  

 
справедливо тогда и только тогда, когда выполнено одно из следующих ус-
ловий: 

)0)(0)(()( <>∃∀ −+ ησηση jj илиja , 
),0)()(()( >∃∀ −+ ησηση jjjb

 

),()( 0 xrsjc T
jj

T >∃∀ ηη
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0
0)(

0)(
)(

0

0

=⇔
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⎪
⎬
⎫

≥−

≥+
x

sDrx

sDrx
d

jj
T

jj
T

η

η

, 
,0,0,0~)( совместнанеxxAxсистемаDDe ≠≥≥∈∀  

),(0,0,,)( 2 ννν =>>∈∈∃ pApRRpf Tnm
 

)(g      существуют q линейно независимых строк матрицы A,  содержащих 
такую )1( −× qq  подматрицу   

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−

−

121

122212

112111

...
.....................

...

...

qqqq

q

q

jijiji

jijiji

jijiji

aaa

aaa
aaa

B

, 

что выполнены неравенства ,1,1,01 −=<ΔΔ + qkkk  где ,,1, qkk =Δ  обозначает 
определитель порядка  1−q , полученный из B удалением ее k-й строки.  

(В (a), (b), (c) предполагается, что вектор η  нормирован, 1=η , и mj ,1= .) 

Доказательство теоремы 6. Так как функции )(),( ησησ −+
jj  в (18), (19) не-

прерывны и сфера }{ εηη =  является компактным в nR  множеством, нера-
венство (43) имеет место тогда и только тогда, когда выполнено   

0minmax ˆˆ1
>∈∈ ηη SGT

SSGG  
для любой точки η  на этой сфере. В соответствии с (37) последнее утвержде-
ние справедливо тогда и только тогда, когда обеспечено условие  (a). Действи-
тельно, 

∑ =∈∈ =
m

j j
T

SSGG SG
1ˆˆ minmax

1
σεηη , 

где  
,00 >>= ++

jjj при σσσ  
,00 <<= −−

jjj при σσσ  
        .0 случаяхосталныхвj =σ  

Но  
+− ≥ jj σσ , так как из (18), (19) следует, что   

0)(
1

≥′−′′=− ∑ =
+−

i
m

j ijijjj ss ησσ . 

Поэтому 0=jσ  тогда и только тогда, когда 0≤+
jσ  и  0≥−

jσ , т.е. условия  (a), (b) 
равносильны условию (43). Докажем теперь критерий (c). Используя выражения 

для величин ijij rs ,0
, имеем  

,,, 000
ijijijijijijijijij rssrssrss ≤−+=′′−=′  

и 
−+
jj σσ ,  можно представить в следующей форме: 
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⎪
⎬
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=
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Тогда (a) можно представить в виде (c). Условие (d) равносильно (c), так как (c) 
означает, что не существует такого 0≠η , для которого  справедлива левая 

часть условия (d). Так как DD ~∈η  условие (d) равносильно условию (e), где 
можно считать, что вектор x  не зависит от величины η . Применив теперь тео-
рему 2.30 из работы [16], имеем следующую альтернативу: существует такое x , 
что  
 

0,0,0 ≠≥≥ xxAx                                            (44) 
 

либо существует  p~ , 0~~,0~ => pAp T
, где  [ ]EAA~ TT = . 

Для того, чтобы доказать  (g), заметим, что (44) можно представить в виде  
 

1,0,0
`1

≥≥≥ ∑ =

n

i ixxAx .                                 (45) 
 

Применив к системе (45) теорему Фан Цзы о несовместных линейных системах 
неравенств [17], получаем (g), и теорема 6 полностью доказана. 

Доказательство теоремы 3. Утверждение  (II) очевидно, так как доста-
точность условия (17) следует из теоремы  4, а необходимость следует из (26) в 
силу того, что  StS ~)( ∈ . Докажем теперь утверждение (I).  

Необходимость условия (16). Допустим, что  .0 nSrank <  Тогда существует век-

тор  1=ηη, , ортогональный ко всем векторам .,1,0 mjs j =  Согласно утвержде-
нию  (II) существование робастного в малой окрестности  −ε оптимального 
управления влечет справедливость неравенства (43) в достаточно малой окре-
стности 0S . Но тогда  

,00
11

0 >>= ∑∑ == i
n

i ij
n

i iij rs ηη
 

и, следовательно,  предположение, что nSrank <0
 неверно, и необходимость 

условия  (16) доказана. 

Достаточность  условия (16). Обозначим ,]...[ 00
1

0 T
njjj sss = 000

jjj s/sŝ = , 
T

nx ]...[ 1 ηη= , jjj r/rr̂ = . Так как выполнено (16), существует такое 0>δ , что 
δηη =≤≤=

0
11 j

T
mj ŝmaxmin . 

 С другой стороны jjmjjjjjj
T s/rmaxs/rs/rr̂x ≤≤=≤≤ 1

0 ρ . При  δρ <  
имеем  

ρηη >≤≤=
0

11 j
T

mj ŝmaxmin . 

Тогда при всех 1=ηη, , существует такое mj ,1= ,  что  ≥>ρη 0ˆj
Ts 0

jjj
T s/rr̂x , и 

выполнено условие (c).  Применив теорему 6, получаем  (43), где S~  -  окрест-

ность 0S , определяемая неравенствами 
0
jj sr ρ≤ , mj ,1= .  

Теорема  3 доказана полностью. 
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