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Введение: диаграммы Юнга и таблицы Юнга являются важными комбинаторными объектами. Асимптотическая 
комбинаторика изучает асимптотическое поведение параметров комбинаторных объектов. Диаграммы Юнга пара-
метризуют неприводимые представления симметрической группы. Поэтому комбинаторика диаграмм Юнга тесно свя-
зана с асимптотической теорией представлений, которая изучает асимптотические свойства параметров неприводи-
мых представлений классических групп. В 1981 г. А. М. Вершиком была поставлена задача о существовании предела 
нормализованных размерностей последовательности диаграмм Юнга с максимальными размерностями, которая до 
сих пор не решена. Цель исследования: построение последовательности диаграмм с большими и максимальными 
размерностями, соответствующих неприводимым представлениям симметрической группы. Методы: модификация 
жадного алгоритма построения последовательности диаграмм с большими размерностями, основанная на процедуре 
улучшения диаграммы на каждом уровне градуированного графа Юнга. Результаты: предлагаемый алгоритм позволяет 
получить все известные на данный момент диаграммы с максимальными размерностями, а также улучшить оценки на 
максимальные размерности в случаях, когда их точные значения неизвестны. 
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Введение

Задача поиска диаграмм Юнга, максимизи-
рующих количество таблиц Юнга, имеет тесней-
шую связь с асимптотической теорией представ-
лений. Диаграммы Юнга из n клеток параметри-
зуют неприводимые представления симметриче-
ской группы S(n). При этом размерностью непри-
водимого представления служит количество та-
блиц Юнга соответствующей диаграммы. Задача 
об асимптотике максимальных размерностей 
неприводимых представлений поставлена более 
тридцати лет назад [1] и не решена до сих пор.

Двумерная диаграмма Юнга представляет 
собой конечный набор клеток, расположенных 
в виде строк, длина которых не возрастает [2]. 
Диаграммы Юнга являются одним из фунда-
ментальных комбинаторных объектов. Они дают 
графическое представление разбиений натураль-
ных чисел, рассмотренных Леонардом Эйлером 
еще в XVIII в. Каждая диаграмма соответствует 
определенному разбиению натурального числа 
на положительные слагаемые. При этом каждый 
элемент разбиения равен количеству клеток в со-
ответствующем столбце диаграммы (рис. 1). 

Размер диаграммы n равен количеству кле-
ток, из которых она состоит.

Таблица Юнга — это диаграмма Юнга, клет-
ки которой заполнены целыми числами от 1 до n. 
Данные числа упорядочены по возрастанию сни-
зу вверх и слева направо (рис. 2).

Размерностью диаграммы называется коли-
чество таблиц Юнга данной диаграммы. Это же 
число называется весом соответствующего непри-
водимого представления. Под максимальной диа-
граммой будем понимать диаграмму, имеющую 
наибольшую размерность среди всех диаграмм 
соответствующего размера. Поскольку размер-
ность диаграмм Юнга с ростом их размера уве-
личивается экспоненциально, для исследования 

  Рис. 2. Три примера таблиц Юнга для диаграммы 
на рис. 1

  Рис. 1. Пример диаграммы Юнга, соответствую-
щей разбиению 17 = 5 + 4 + 4 + 2 + 1 + 1

1

17

11

14

7

2

12

15

8

3

13

16

9

4

10

5 6 1

5

3

4

2

6

8

9

7

10

12

13

11

14

15

16 171

13

6

10

2

3

7

11

4

5

14

17

12

8

16

9 15



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 3, 201518 ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

размерностей диаграмм Юнга удобно использо-
вать нормализованную размерность. Нормали-
зованная размерность c диаграммы определена 
формулой [1]

2 dim
( ) ln ,

!
c

n n

 
 

где n — размер диаграммы; dim  — размерность 
диаграммы.

Заметим, что чем больше размерность диа-
граммы, тем меньше ее нормализованная размер-
ность.

В данной статье представлены результаты 
компьютерных экспериментов, позволяющие 
построить последовательности диаграмм с боль-
шим количеством таблиц Юнга. Это дает неко-
торые оценки нормализованных размерностей 
неприводимых представлений симметрической 
группы.

Постановка задачи

Рассмотрим ориентированный градуирован-
ный граф, называемый графом Юнга, вершина-
ми которого являются диаграммы Юнга, а ребра 
связывают вложенные друг в друга диаграммы, 
отличающиеся одной клеткой. Уровнем графа 
Юнга называется множество вершин, соответ-
ствующее диаграммам Юнга одного размера. 
На рис. 3 показаны первые пять уровней графа 
Юнга.

Можно построить марковскую цепь на графе 
Юнга, определив для каждого ребра соответству-
ющую переходную вероятность. На графе Юнга 
существует замечательный марковский процесс 
[3], который называется процессом Планшереля. 
Этот процесс обладает свойством центрально-
сти: вероятности любых двух различных путей, 

соединяющих одинаковые диаграммы, равны 
между собой. Переходные вероятности для этого 
процесса рассчитаны по формуле

11
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где  — диаграмма Юнга; x, y — координаты до-
бавляемой клетки; h — длина крюка клетки. 
Крюком клетки называется сама клетка, а также 
клетки, расположенные в том же столбце выше 
и в той же строке правее. Длина крюка — количе-
ство клеток, из которых состоит крюк. 

Процесс Планшереля определяет вероятност-
ную меру на диаграммах Юнга. Мера, соответ-
ствующая центральным марковским процессам, 
также называется центральной. Задача об описа-
нии всех центральных мер на графе Юнга решена 
в статье [4].

Целью данной работы является построение по-
следовательности диаграмм Юнга с максималь-
ными размерностями. Для этого построения был 
использован тот факт, что вероятность пути из ди-
аграммы размера 1 в диаграмму размера n прямо 
пропорциональна размерности диаграммы, т. е. 
количеству таблиц Юнга в ней. Таким образом, 
задача сводится к построению путей в графе Юнга 
с максимальными планшерелевскими вероятно-
стями.

Возможный способ построения последова-
тельности диаграмм с большими размерностя-
ми — жадный алгоритм1. Данная последова-
тельность начинается из корня графа Юнга (диа-
граммы размера 1). Движение осуществляется 
по ветвям, вероятность которых максимальна на 
каждом шаге (рис. 4). Для краткости будем на-
зывать ее жадной последовательностью. Первые 
14 диаграмм жадной последовательности обла-
дают максимально возможной размерностью, од-
нако размерность 15-й диаграммы уже не макси-
мальна.

Последовательность, содержащая первую 131 
точную максимальную размерность, была по-
строена [5] путем полного перебора путей в гра-
фе Юнга. В начальном отрезке жадной после-
довательности длиной 131 не максимальными 
являются 43 диаграммы. Был предложен способ 
улучшения жадного алгоритма, позволяющий 
построить все известные диаграммы с макси-
мальными размерностями гораздо быстрее, чем 
в алгоритме, использующем полный перебор. 
Идея такого улучшения состоит в попытке на 
каждом шаге увеличить размерность диаграм-

  Рис. 3.  Фрагмент графа Юнга
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1 Жадный алгоритм был рассмотрен в неопублико-
ванной на данный момент статье Н. Н. Васильева 
и А. Б. Терентьева “Irreducible representations of sym-
metric groups with large dimensions and modelling 
of Plancherel process”.
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мы, не увеличивая ее размера, путем изменения 
некоторого фиксированного количества кле-
ток, и только после этого осуществить переход 
на следующий уровень, добавив клетку с мак-
симальной размерностью. Такая стратегия по-
зволяет очень быстро построить все известные 
максимальные диаграммы и так же достаточно 
быстро строит улучшенную последовательность, 
содержащую диаграммы с большими размер-
ностями.

До сих пор не доказано, что нормализованные 
размерности максимальных диаграмм сходятся 
к пределу (гипотеза Вершика [1]). Доказательству 
несколько более слабой гипотезы о сходимости 
по вероятности нормализованных размерностей 
диаграмм, типичных по мере Планшереля, по-
священа работа [6]. Наши компьютерные экспе-
рименты показывают, что гипотеза о сходимости 
максимальных нормализованных размерностей 
с ростом размера диаграмм очень правдоподоб-
на. Кроме того, можно высказать гипотезу, что 
асимптотика последовательности нормализован-
ных размерностей в жадной последовательности 
совпадает с асимптотикой нормализованных раз-
мерностей максимальных диаграмм.

Описание алгоритма

Идея стратегии данного алгоритма — улучше-
ние последовательности диаграмм, полученных 
с помощью жадного алгоритма. При этом для 
поиска диаграммы такого же размера, что ис-
ходная, но большей размерности, могут быть ис-
пользованы разные стратегии. Один из подходов 
состоит в том, чтобы сначала увеличить размер 
диаграммы, а затем уменьшить его до исходно-
го, получив диаграмму с лучшей размерностью. 

Для этого выполняется следующая последова-
тельность действий.

1. Осуществляется жадный рост диаграммы 
до размера n+N.

2. Из полученной диаграммы последователь-
но удаляется N клеток, вносящих наименьший 
вклад в вероятность генерации данной диаграм-
мы. Каждый раз выбирается клетка, вероятность 
добавления которой к предыдущей диаграмме 
для получения текущей диаграммы минимальна.

Данные шаги повторяются для разных значе-
ний N. При этом в результате могут быть получе-
ны различные диаграммы. Из данных диаграмм 
выбирается имеющая максимальную размер-
ность. Затем осуществляется ограниченный пере-
бор диаграмм, отличающихся от полученной на 2 
и 3 клетки. В тех случаях, когда исходная диаграм-
ма не была максимальной, как правило, это позво-
ляет найти диаграмму с большей размерностью.

Две диаграммы из 45 клеток получены с по-
мощью жадного алгоритма (рис. 5, a) и предла-
гаемого алгоритма, использующего стратегию 
улучшения (рис. 5, б). В таблице приведены зна-
чения обычных и нормализованных размерно-
стей данных диаграмм, а также разницы между 
этими значениями.

Заметим, что диаграмма на рис. 5, б является 
максимальной. 

  Рис. 4. Начало жадной последовательности диа-
грамм
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  Значения обычной и нормализованной размерно-
стей для двух диаграмм размера n = 45

Наиме-

нование 
Размерность

Нормали-

зованная  

размер-

ность

Предла- 

гаемый 

алгоритм

500283928761422348434320000 0,459847

Жадный 

алгоритм
492955458105064380984558000 0,462047

Разница 7328470656357967449762000 –0,0022

  Рис. 5. Диаграммы Юнга размера n = 45, получен-
ные с помощью жадного алгоритма (a) и 
предлагаемого алгоритма с улучшенной 
стратегией (б)
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Свойства жадных последовательностей, 
начинающихся не с единичной диаграммы

При проведении большого количества чис-
ленных экспериментов по построению жадных 
последовательностей, начинающихся с разных 
диаграмм Юнга, замечено, что любые две жад-
ные последовательности в определенный момент 
сливаются в одну.

Был проведен следующий эксперимент. От 
различных пар диаграмм Юнга, сгенерирован-
ных случайно с помощью процесса Планшереля, 
строились жадные последовательности. Компью-
терные эксперименты показывают, что любые 
две такие последовательности отличаются толь-
ко начальными отрезками. 

Введем отношение эквивалентности на беско-
нечных путях в графе Юнга, считая два пути эк-
вивалентными, если они полностью совпадают, на-
чиная с некоторой диаграммы. Соответствующие 
классы эквивалентности называются концами гра-
фа Юнга и образуют так называемую границу гра-
фа Юнга. Слияние любых двух жадных последова-
тельностей означало бы, что все жадные последо-
вательности, начинающиеся с любой диаграммы, 
определяет одну и ту же точку на границе графа 
Юнга, т. е. один и тот же класс эквивалентности.

Это свойство было проверено на 5000 слу-
чайно сгенерированных с помощью процесса 
Планшереля пар диаграмм Юнга (с начальным 
размером 5000 клеток). Также было проведено 
20 экспериментов на диаграммах с начальным 
размером 1 000 000 клеток.

Отдельно были рассмотрены исключительные 
случаи, когда диаграммы представляли собой 
строку и столбец (отличались на максимально 
возможное количество клеток). Даже в этих слу-
чаях все построенные в компьютерных экспери-

ментах последовательности также сливались. 
Это дает основание полагать, что асимптотика 
максимальных размерностей в точности равна 
асимптотике размерностей любой жадной после-
довательности.

Результаты

Сравнение результатов работы нового алго-
ритма и жадного алгоритма представлено на 
рис. 6, а и б. Показана зависимость нормализован-
ной размерности от размера диаграммы. Как вид-
но из рисунка, нормализованная размерность — 
сильно осциллирующая функция. Форма кривых 
в целом совпадает, что позволяет предположить, 
что в асимптотике они также имеют похожее по-
ведение. Следует отметить, что кривая, соответ-
ствующая новому алгоритму, ни в одной точке 
не превышает кривую жадного алгоритма. Это 
говорит о том, что нормализованная размерность 
диаграмм, полученных с помощью нового алго-
ритма, меньше или равна нормализованной раз-
мерности диаграмм жадной последовательности, 
а реальная размерность, соответственно, больше 
или равна. Для первых 10 000 диаграмм новый 
алгоритм получает диаграммы с большей раз-
мерностью в 92 % случаев. В остальных случаях 
алгоритмы получают одинаковые диаграммы, 
в большинстве случаев эти диаграммы имеют 
максимальные размерности.

Аналогичное сравнение нового алгоритма и 
алгоритма перебора [5] в исходном и укрупнен-
ном масштабах приведено на рис. 7, а и б соответ-
ственно. 

Для первых 311 диаграмм новый алгоритм 
получает диаграммы с большей размерностью 
в 33 % случаев (в остальных случаях алгоритмы 
получают одинаковые диаграммы).

  Рис. 6. Нормализованные размерности жадной последовательности и последовательности нового алгоритма для 
диаграмм размеров 300–10 000 (a) и 4000–10 000  (б) (укрупненный масштаб)
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Заключение

С помощью предлагаемого алгоритма была 
построена последовательность диаграмм с боль-
шими размерностями вплоть до диаграммы раз-
мером 10 000 клеток. Все известные диаграммы 
с максимальными размерностями присутствуют 
в данной последовательности. Представленный 
алгоритм улучшает 92 % из первых десяти ты-
сяч диаграмм, полученных жадным алгоритмом, 

  Рис. 7. Нормализованные размерности последовательности, полученной перебором, и последовательности ново-
го алгоритма для диаграмм размеров 1–311 (а) и 100–311 (б) (укрупненный масштаб)
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и 33 % из первых 311 диаграмм, полученных 
с помощью перебора, что позволяет высказать 
гипотезу о том, что бесконечная последователь-
ность, построенная с помощью этого алгоритма, 
содержит бесконечное же количество макси-
мальных диаграмм. Таким образом, компью-
терные эксперименты, описанные в настоящей 
статье, дают дополнительные основания пред-
полагать справедливость гипотез, высказанных 
А. М. Вершиком [1].
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Introduction: In combinatorics, Young diagrams and Young tableaux are important mathematical objects. Asymptotic combinatorics 
studies the asymptotic behaviour of parameters of combinatorial objects. Young diagrams parameterize irreducible representations of a 
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symmetric group. Therefore, the combinatorics of Young diagrams is closely related to asymptotic rep re sentation theory which studies 
the asymptotic properties of parameters of irreducible representations for classical groups. In 1981, A. M.Vershik posed a problem about 
the convergence of normalized maximal dimensions of Young diagrams. This problem still remains open. Purpose: Building a sequence 
of diagrams of large and maximum dimensions which would correspond to irreducible representations of a symmetric group. Methods: 
We propose a modification of the greedy algorithm which builds a sequence of diagrams with large dimensions. The idea is to enhance 
the diagram on each level of the graded Young graph. Results: With the proposed algorithm, you can obtain all the maximum dimension 
diagrams known for today, and also improve some of the existing estimations for the maximum dimensions of Young diagrams for the 
cases when their exact values are unknown. 

Keywords — Symmetric Group, Irreducible Representation, Young Diagram, Young Tableau, Plancherel Process.
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