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Введение

Метод нормальной формы основывается на 
преобразовании системы обыкновенных диффе-
ренциальных уравнений к более простой систе-
ме, называемой нормальной формой в окрестно-
сти стационарной точки. Системам второго по-
рядка была посвящена работа [1]. На важность  
этого метода в случае исследования обыкновен-
ных дифференциальных уравнений обратили 
внимание достаточно давно, см., например, [2] 
или [3].

Само определение нормальной формы и норма-
лизующего преобразования дается в несколько 
различающихся формах в общем и специальных 
случаях. Так, очень развиты приложения для га-

мильтоновых систем [4–7; 8, ч. 1, 2]. Резонансные 
и нормальные формы Белицкого исследуются 
в работах [9; 10, ч. 5, § 20; 11]. Существует немало 
алгоритмов (и их реализаций) для построения 
нормальных форм и соответствующих преобра-
зований. Для гамильтонова случая это улучшен-
ный алгоритм Депри и Хори [12] и его символи-
ческая алгебраическая реализация в системе 
REDUCE [13]. Сущность метода численного по-
строения нормальных форм для гамильтонианов 
описывается в работе [14]. Вопросы сходимости 
нормализующего преобразования обсуждаются 
в работах [6, 7, 15, 16]. Что же касается построе-
ния нормальной формы в общем случае, мы упо-
мянем здесь (в дополнение к книге А. Д. Брюно 
[17]) также статьи [18–20].



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ№ 6, 2018 25

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

В настоящей работе мы будем использовать 
алгоритм, основанный на подходе, который был 
развит А. Д. Брюно [6, 7, 9, 10, 17] для резонанс-
ной нормальной формы. Важным преимуще-
ством этого подхода является возможность ис-
следования широкого класса автономных систем 
в рамках единой схемы, которая легко поддается 
алгоритмизации.

В частности, этот подход обеспечивает кон-
структивный метод получения приближений 
для локальных семейств периодических и ус-
ловно периодических решений в форме степен-
ных/фурье-рядов. Мы уделяем особое внимание 
проблеме сходимости применяемых преобразо-
ваний, что позволяет надеяться на достаточную 
точность получаемых приближений. Кроме са-
мих решений, мы можем также найти прибли-
жения для начальных условий, которые иниции-
руют такие периодические решения. То есть воз-
можно проводить некоторые элементы фазового  
анализа.

Другое достоинство используемого подхода 
состоит в алгоритмической простоте построения 
нормальной формы и соответствующего преоб-
разования. Мы имеем прямую рекуррентную 
формулу для этой процедуры, которая не требует 
хранения большого объема промежуточных ре-
зультатов. Подход свободен от необходимости ре-
шать промежуточные системы уравнений, а так-
же не имеет каких-либо ограничений на случаи 
резонансов низких порядков.

С помощью предлагаемого метода также воз-
можно получать приближения для непериодиче-
ских семейств. В этом случае получаемые резуль-
таты близки к результатам метода линеаризации 
Карлемана. Для периодических и условно перио-
дических случаев метод представляет собой обоб-
щение подхода Пуанкаре — Линдстеда.

Исследованию системы шестого порядка Эй- 
лера — Пуассона посвящена работа [21]. Исследо- 
ванию локальной интегрируемости систем обык-
новенных дифференциальных уравнений (ОДУ) 
посвящена работа [22]. Наконец, к серии работ по 
изучению интегрируемости сильно вырожденной 
двухмерной системы ОДУ относятся работы [23, 
24]. Метод также был применен для вычисления 
оценок цикличности в планарной кубической 
системе [25] в связи с шестнадцатой проблемой 
Гильберта. Завершая это перечисление, следует 
отметить продуктивность описываемого метода 
не только для поиска чисто периодических ор-
бит, но и для описания условно периодическо-
го движения. Примером может служить работа 
[26], где построено приближение, описывающее 
движение двойного маятника. При этом счет 
по полученным аппроксимирующим формулам 
опережает соответствующие расчеты по методу 
Рунге — Кутты в сотни раз.

Примеры обыкновенных 
дифференциальных уравнений  
четвертого порядка

Система Хенона — Хейлеса
В работах [27–29] описывается применение 

метода нормальной формы для построения ана-
литической аппроксимации всех (включая ком-
плексные) локальных семейств периодических 
решений в окрестности начала координат для си-
стемы уравнений Хенона — Хейлеса. Семейства 
решений представлены в виде отрезков рядов 
Фурье с приближенными коэффициентами и 
частотами, а соответствующие траектории опи-
саны как пересечения гиперповерхностей, кото-
рые определены в виде многомерных степенных 
рядов от значений механической энергии систе-
мы. Сравнение численных значений, получен-
ное табулированием приближенных результа-
тов, полученных описанными выше методами, 
с результатами численной интеграции системы 
Хенона — Хейлеса демонстрирует хорошее согла-
сование, которого достаточно, чтобы применять 
эти приближенные решения в инженерных при-
ложениях.

Система уравнений Хенона — Хейлеса перво-
начально возникла в теории движения частиц 
в аксиально симметричном гравитационном по-
ле, точнее, из задачи о движении звезд в галакти-
ческом поле [30], как простая модель для числен-
ных экспериментов. Это система двух дифферен-
циальных уравнений второго порядка

 
; .   (1)

Она может быть записана как система ав-
тономных обыкновенных дифференциальных 
уравнений вида

 
( ),

 
 (2)

где x (x1, …, xn) — векторная функция времени; 

/  — временная производная; ( 1, …, 

n) — вектор, который является функцией от x и, 
возможно, каких-то параметров, как гамильто-
нова система уравнений с функцией Гамильтона

 
[( ) ( ) ] .   (3)

Линейная замена переменных

 

, ( );
, ( )

 
 (4)

преобразует (1) к форме с диагональной линейной 
частью
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или в переменных системы к виду
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( )( );
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Собственными значениями этой системы яв-
ляются две пары комплексно сопряженных мни-
мых единиц (–i, –i, i, i). Таким образом, это 
истинно резонансная задача, а это, как известно, 
самый трудный тип задач для решения методами 
теории возмущений.

Нормальная форма системы Хенона — Хейлеса 
Для системы Хенона — Хейлеса (1) отношения 

всех пар собственных значений равны ±1, по-
этому это резонансный случай низшего порядка. 
Напомним, что формально условие A выполнено 
[6], если существует не зависящий от времени и 
индекса i параметр  такой, что нормальная фор-
ма системы удовлетворяет уравнениям

 

: , Re

, Re , , .
 
 (7)

Если условие A для (1) выполнено, то норма-
лизующее преобразование сходится и решения 
нормальной формы содержат все локальные для 
данной неподвижной точки семейства периодиче-
ских решений. Нормальная форма для системы 
(6) имеет вид

, , , ,
,

, , , , , ,

,

, , , .

 

  (8)

Условие A для (1) определяется системой урав-
нений (7)

 

, , , , ,

, , , ,
 
 (9)

где  есть функция z1, …, z4, которая не зависит 
от индекса i и времени t, но определяется только 
условием A.

Поиск всех решений системы типа (9) пред-
ставляет собой независимую задачу решения си-
стем уравнений в кольце формальных степенных 
рядов. Важно, что при удовлетворении условия A 

в кольце таких рядов соответствующие решения 
имеют базис, состоящий из сходящихся рядов. 
Поэтому и семейства периодических решений 
(9) могут быть выражены в терминах сходящих-
ся рядов. Для решения системы типа (9) мы вос-
пользуемся простой факторизацией.

Поскольку система Хенона — Хейлеса (1) дей-
ствительна, то в нормальной форме (8) ряды gj(z) 
должны удовлетворять условию действительности

( ) ( );
, , .

 

Здесь надчеркивание обозначает процедуру 
комплексного сопряжения.

Используя программу NORT [24], для системы 
Хенона — Хейлеса мы получили

( ) ;

( ) .   (10)

Вычисление нормальной формы и нормали-
зующего преобразования для системы Хенона — 
Хейлеса до 11-го порядка на NORT в рациональной 
арифметике заняло около 6 секунд на компьютере 
Pentium-Pro 200 MHz и дало 110 членов нормаль-
ной формы, а также 1250 членов нормализующе-
го преобразования. В описываемом здесь примере 
нормальная форма была вычислена до членов 19-го 
порядка в рациональной арифметике бесконечной 
точности. Отметим, что существует значительное 
различие в скорости вычислений при использова-
нии различных арифметик (с плавающей запятой, 
длинной целой, модулярной) для обработки чис-
ленных коэффициентов.
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Локальные семейства периодических 
решений системы Хенона — Хейлеса 
в окрестности начала координат

Уравнения (9) могут быть представлены (по-
средством исключения , которое отлично от ну-
ля для нетривиальных решений) в таком виде:

 

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( ) ;

( ) ( ) .

 

 (11)

Нахождение всех локальных семейств перио-
дических решений системы (8) эквивалентно опре-
делению всех решений системы (11). Для каждого 
из решений (11) соответствующее семейство реше-
ний (8) вследствие (9) имеет вид

 
exp( ); exp( ), , .  (12)

Константы cj — постоянные интегрирования 
и  — параметр из (9), который играет роль ча-
стоты.

Важно, что для любой обратимой системы оба 
полинома P1 и P2 в (11) имеют одинаковый мно-
житель [9; 10, гл. 5, §10]

( ) ( ) ( );

( ) ( ) ( ),
 

где r и s — наименьшие натуральные целые, удов-
летворяющие уравнению 1r – 2s 0.

Система Хенона — Хейлеса обратима и име-
ет s r 1, но благодаря дополнительной симме-
трии из (10) и (11) можно найти, что

( ) ( ) ;

( ) ( ) , (13)

где  0 — числовая константа, а последние мно-
жители имеют ненулевые постоянные члены, 
т. е. они не могут давать вклад ни в какое допол-
нительное семейство решений (напомним, что мы 
интересуемся решениями, которые включают 
стационарную точку z 0). Таким образом, вме-
сто первой пары уравнений в (11) мы имеем лишь 
одно уравнение

.
 

Уравнение  описывает пару гипер-
поверхностей

 
: :

  
(14)

соответственно. Для второй пары уравнений в си-
стеме (11) имеем:

, ( )

( ) ( ) ( ) ;

( )( ) ( ) ;

,

( ) ( ) ;

( ) ( ) ,

где  и  — численные константы, не равные нулю.
Определим также гиперповерхности

 

: ;

: ;

: ;

: , , , , .
 
 (15)

Таким образом, имеется две ветви решений 
уравнений (11), которые соответствуют пересече-
нию h ha и h hb, и одна ветвь, соответствую-
щая пересечению h hc. Еще две ветви решений 
соответствуют пересечению гиперповерхностей 
h1 h2 и h3 h4.

Имеется также пара ветвей, которая соответ-
ствует комплексно сопряженным семействам 
решений с нулевой энергией и единичной ча-
стотой . Первая ветвь — это h1 h3, а вторая 
ветвь — h2 h4. Перечисленные ветви исчерпы-
вают все возможные локальные семейства пе-
риодических решений уравнений (6) через под-
становки (12), константы связи cj и вычисление 
соответствующих частот  в виде рядов от этих 
констант.

Эти семь ветвей решений системы уравнений 
(11) порождают 10 различных локальных се-
мейств периодических решений системы (1) с че-
тырьмя различными частотами [см. (17) ниже]:

: , ;

: , ;

: , ;

: ;

: ;

: ;

: .

 

Некоторые из этих семейств были представ-
лены в работе [31]. Причиной дублирования пер-

(16)
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вых трех семейств является симметрия первона-
чальной системы (1) по отношению к обращению 
времени. Это обращение изменяет знаки в  и ,  
таким образом дублируя число семейств. Но об-
ращение времени только переставляет семейства 
6 и 7 и эквивалентно тривиальному временному 
сдвигу для семейств 4 и 5.

Используя представление (12), можно перепи-
сать приведенные выше соотношения через кон-
станты интегрирования с1, …, c4, просто заменив 
там zi ci. Если мы интересуемся семейством 
действительных решений (6), тогда мы долж-
ны выбрать в выражении (12)  и .  
Однако в резонансном случае требуется больше 
дополнительных условий, чтобы гарантировать 
действительность решений. Первая пара урав-
нений в (11) — это критическое условие действи-
тельности резонансных решений, что следует 
из (12). Так как система (1) автономная, реше-
ния содержат обычный фазовый сдвиг, которым 
можно пренебречь, и тогда все константы могут 
быть выбраны действительными (или, иногда, 
чисто мнимыми). После этого каждое решение 
(16) (кроме существенно комплексных семейств 
6 и 7, которые определяются комплексными кон-
стантами) определяется только тремя из четырех 
действительных констант ci. Поэтому каждое 
действительное семейство решений системы (12) 
зависит от единственной константы.

Используя определенную константу ci, ска-
жем, c1 (для действительных параметрических 
семейств 1–5), подставим ее в систему (12) и полу-
чим соответствующую величину частоты  в ви-
де ряда по c1 через (9). Чтобы найти соответству-
ющие семейства периодических решений (1) как 
усеченный ряд по этой постоянной, мы подста-
вим (12) в ранее подсчитанное нормализующее 
преобразование и в преобразование (4). Наконец, 
константа c1 может быть зафиксирована подста-
новкой решения (1) в выражение для энергии H 
из (3). Энергия (которая не зависит от времени!) 
тогда представляет собой ряд по одной постоян-
ной (скажем, c1), и обращением этого ряда вели-
чина c1 может быть найдена как ряд по степеням 
энергии, и тогда все другие константы можно ис-
ключить. Для действительного случая решения 
представляются в виде усеченных рядов Фурье. 

Это дает приближенные частоты для семейства 
периодических решений системы (1) как функции 
механической энергии (3), которые равны

,

,

;

;

 ,

;

,  (17)

где индексы у  соответствуют пронумерован-
ным выше ветвям решений. Для каждой часто-
ты соответствующая аппроксимация семейства 
периодических решений представляет собой ряд 
Фурье по времени и степенной ряд по H, который 
приводится в работе [31].

Результаты проверялись двумя способами. 
Первый состоял в прямой подстановке ряда в пер- 
воначальные уравнения (1). Результаты содер-
жали только члены пренебрежимо малых по-
рядков. Второй путь состоял в сравнении числен- 
ного решения ( ( ), ( ), ( ), ( ))   
уравнений (1), вычисленного с использованием  
метода Рунге — Кутты, с табулированием величин 
приближенных решений  ( ( ), ( ), ( ), 

( )),  вычисленных с использованием предва-
рительно рассчитанных формул. Решения бы-

ли вычислены при значениях энергии ,  

 и .  Эти значения были взяты из 

оригинальной работы [30]. Ошибка вычислялась 
методом относительной среднеквадратической 
ошибки:

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
.

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

, /max

 

Результаты численного сравнения (т. е. вели-
чины ferr) таковы:

: :

: , , ;

: , , ;

: , , ;

: , , ;

: , , .

Так как для значения  система (1) име-

ет хаотический характер [30], значения  и  

не являются физически малыми. Для значения 

 максимальная относительная среднеква-

дратическая ошибка составляет 10 %.
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Мы не проводили численную проверку для се-
мейств 6 и 7, которые относятся к специальному 
типу. Такие семейства существуют для любой си-
стемы, у которой есть по крайней мере одно мни-
мое собственное значение [32].

Тем же самым образом была исследована обоб-
щенная система Хенона — Хейлеса как случай 
параметрической системы четвертого порядка 
[33]. Некоторые семейства периодических реше-
ний существуют только при фиксированных ве-
личинах параметров системы, а другие семейства 
существуют в интервале этих величин. Это при-
мер бифуркационного анализа методом нормаль-
ной формы. Замечательно, что система имеет 
дополнительное нетривиальное комплексное се-
мейство периодических решений при некоторой 
фиксированной величине параметра.

Еще один пример системы  
четвертого порядка. Резонансный  
и нерезонансный случаи

В этом разделе будет изучено семейство ло-
кально периодических решений гамильтоновой 
системы обыкновенных дифференциальных урав-
нений с кубической нелинейностью [34]. Такая 
система возникает при рассмотрении проблемы 
распространения волн на поверхности воды после 
сведения ее к нормальной форме. Будет найдено 
локальное семейство периодических решений и 
продемонстрирована важность специального ис-
следования резонансного поведения при соответ-
ствующих значениях параметров.

Давайте рассмотрим систему с гамильтонианом

.

Это система четырех дифференциальных урав-
нений

 

;
;

;
.

  (18)

Система обратима по отношению к инволю-
ции: (x1, x2, y1, y2) (x1, –x2, –y1, y2). Начало ко-
ординат (0, 0, 0, 0) — стационарная точка, и соб-
ственные значения равны

, , , .
 
(19)

Ниже мы обсудим случай с положительной , 
когда мы имеем по крайней мере одну пару мни-
мых собственных значений.

Случай > 1 
В этом случае только первая пара собственных 

значений чисто мнимая:

( ) , ,
 

собственные значения будут равны

 
, , , .

  
(20)

После нормализации получаем систему в но-
вых координатах (z1, z2, z3, z4):

( , ) ;

( , ) ;  

 

( , ) ;

( , ) .  (21)

Здесь P1, …, P4 — ряды, вычисленные на 
MATHEMATICA до третьего порядка по перемен-
ным zi. Заметим, что ряды Pi в правой стороне за-
висят только от произведений z1  z2 и z3  z4.

Периодичность условий налагает требование, 
что локальное периодическое семейство реше-
ний должно удовлетворять условиям A. Так как 
имеются ненулевые действительные части в соб-
ственных значениях 3, 4, то условие (7) требу-
ет, чтобы z3 z4 0. Но вычисленные величины 
P1 и P2 таковы, что ( , ) ( , ) , 
следовательно, видно, что по отношению к (21) 
произведение  постоянно, и мы имеем од-
нопараметрическое1 семейство периодических 
решений (21)

exp( ); exp( ); ,
 
(22)

где частота ( , ); μ — действитель-
ная постоянная. Вычисления дают для низших 
порядков по μ

( ) ( )( )
( ).

( ) ( )( )
 

(23)

Первый порядок2 решения для (x1, x2, y1, y2) 
(мы получили его, подставляя zi, полученные вы-
ше, в нормализующее преобразование) равен

1 Мы опустили тривиальный временной сдвиг как 
параметр.

2 Высшие члены в μ не приводятся в силу громозд-
кости.
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cos( )
,

sin( )
, sin( ), cos( ) .

 

 (24)

Итак, мы имеем два внешних параметра 

,  один внутренний параметр 

(постоянную интегрирования μ) и тривиальный 
временной сдвиг.

Случай 0 < < 1
В этом случае все собственные значения чисто 

мнимы, т. е. ,  и собственные значения равны

 
, , , .

 

 (25)

Мы теперь имеем два подслучая: собственные 
значения не соотносятся как целые числа и резо-
нансный случай.

Случай, когда собственные значения  
не соотносятся как целые числа

Это означает, что дробь /  не яв-

ляется рациональным числом. Нормализованное 
уравнение не будет иметь ту же самую форму, 
что и (21), но будет уравнением, все собственные 
значения которого чисто мнимы. Мы опускаем 
условно периодический двухчастотный случай. 
Но периодические семейства могут здесь по- 
явиться только если z3 z4 0 или z1 z2 0. 
Если z3 z4 0, как в случае выше, мы будем 
иметь ту же самую частоту (23) и то же самое ре-
шение (24). Поэтому это семейство существует для  

> 0.
Если z1 z2 0, мы будем иметь другую частоту

 

/

   (26)

и первый порядок приближения для решений

 

cos( ) sin( )
, ,

sin( ), cos( ) .   (27)

В этих выражениях частоты содержат полю-
са. Имеются полюса при , / , , , / .  

Посмотрим, какие собственные значения соот-
ветствуют этим величинам:

 

, ,

/ , /

, , , .
 
 (28)

Поэтому имеются области в 0 (или ), где ря-
ды медленно расходятся и могут терять смысл. 
Это связано с характеристиками линейной части. 
Мы опустим здесь рассмотрение случая жордано-
вой формы линейной части.

Резонансный случай
При / , /  все собственные значения 

сопоставимы. В нашем случае мы имеем резонанс 
третьего порядка (1:2), т. е. 1/ 3 1/2. Порядок 
резонанса определяется как сумма числителя и 
знаменателя этой дроби. После нормализации 
в этом случае имеем систему

 

( , , , );

( , , , );

( , , , );

( , , , ).
 
 (29)

Можно выбрать это решение в форме (мы фик-
сируем ниже тривиальный временной сдвиг, вы-
бирая постоянную a в z1, z2 чисто действительной):

 

exp( ), exp( );
( )exp( );
( )exp( ).

 
 (30)

После подстановки этих переменных в усло-
вие (7) (уравнения здесь те же, что и в работе [27]) 
получаем соотношение ac 0, которое имеет два 
решения.

Подслучай c 0. Остаток условия периодич-
ности (7) дает связь между величинами a и μ. 
Разрешая эту связь, мы получаем частоту 

 

( ).   (31)

Подслучай a 0. Частота 

 
( ).

  

(32)
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Как видно, у величин частот не возникает син-
гулярностей при изучении резонанса. Решения 
также не имеют полюсов. Можно дать следую-
щую общую рекомендацию: следует отдельно 
изучать резонансы в каждом порядке, который 
меньше чем порядок нормальной формы, исполь-
зуемой для анализа.

Итак, для локальных семейств периодических 
решений системы кубических уравнений с двумя 
внешними параметрами, приведенной выше, мож-
но заключить, что существует две области для каж-
дого параметра. В первой области — одно семейство 
периодических решений с одним внутренним пара-
метром, для второй области — два семейства с од-
ним внутренним параметром. Показано, что резо-
нансы низших уровней следует изучать отдельно.

Заключение

Таким образом, при помощи метода нормаль-
ных форм построены достаточно точные аппрок-
симирующие формулы для получения количе-
ственных приближений семейств периодических 
решений автономной системы ОДУ в окрестности 
нулевой начальной точки. Метод может также 
успешно применяться для бифуркационного ана-
лиза и исследования фазовой картины. Также 
продемонстрировано, что подобный анализ эф-
фективен лишь если его проводить в окрестности 
некоторого заранее выбранного резонанса.

Публикация подготовлена при поддержке 
Программы РУДН «5-100».
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Introduction: The method of resonant normal form is based on reducing a system of nonlinear ordinary differential equations to a 
simpler form, easier to explore. Moreover, for a number of autonomous nonlinear problems, it is possible to obtain explicit formulas 
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which approximate numerical calculations of families of their periodic solutions. Replacing numerical calculations with their pre-
calculated formulas leads to significant savings in computational time. Similar calculations were made earlier, but their accuracy was 
insufficient, and their complexity was very high. Purpose: Application of the resonant normal form method and a software package 
developed for these purposes to fourth-order systems in order to increase the calculation speed. Results: It has been shown that with 
the help of a single algorithm it is possible to study equations of high orders (4th and higher). Comparing the tabulation of the obtained 
formulas with the numerical solutions of the corresponding equations shows good quantitative agreement. Moreover, the speed of 
calculation by prepared approximating formulas is orders of magnitude greater than the numerical calculation speed. The obtained 
approximations can also be successfully applied to unstable solutions. For example, in the Henon — Heyles system, periodic solutions 
are surrounded by chaotic solutions and, when numerically integrated, the algorithms are often unstable on them. Practical relevance: 
The developed approach can be used in the simulation of physical and biological systems.
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