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Введение: гипотеза Адамара о существовании специфических квадратных матриц сформулирована не Адамаром, 
а математиками начала прошлого века. В середине века проблема подверглась ревизии в работах Райзера с Бруком и 
Човлом, а также одним из основателей дискретной математики Холлом. Она относится к задачам пограничного сме-
шанного типа, в ней присутствует и континуальная, и дискретная составляющие. Комбинаторный подход, используемый 
в рамках последней, за столетие исчерпал себя, в статье рассмотрена альтернатива, опирающаяся на обе образующие. 
Цель: рассмотреть причины, по которым гипотеза о существовании всех матриц Адамара на порядках n = 4t считается 
недоказанной, и предложить возможные варианты ее доказательства. Методы: переход понижением порядка n = 4t – 2 
к двухуровневым квазиортогональным матрицам с элементами 1 и –b, вопрос существования которых на всех указан-
ных порядках не вызывает затруднений в силу возможной иррациональности их элементов, с последующим построени-
ем цепочки преобразований к матрицам порядков n = 4t – 1, n = 4t, n = 4t + 1. Результаты: доказано взаимно-однознач-
ное соответствие точек Гаусса на сфероиде x2 + 2y2 + z2 = n с симметричными матрицами Адамара (построенными на 
основе массивов  Балонина — Себерри), закрывающее  известные в теории массивов Вильямсона пробелы неразреши-
мых порядков 140, 112 и т. п. Найдены и систематизированы таблицы решений, включающие так называемые «лучшие» 
трехблочные матрицы L(p, q), p ≥ q — количество несопряженных симметричных матриц рассматриваемого порядка, 
q — количество блочно-симметричных матриц, совпадающих с решениями Вильямсона. Предложен итерационный ме-
тод Прокруста, понижающий норму максимального элемента матрицы, для получения матриц Адамара поиском локаль-
ного и глобального условных экстремумов детерминанта. Практическая значимость: полученные матрицы Адамара 
и квазиортогональные матрицы порядков n = 4t – 2, n = 4t – 1, n = 4t + 1 имеют непосредственное практическое значе-
ние для задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования видеоинформации.
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Введение

Матрицы Адамара — квадратные матрицы H 
порядка n c элементами –1 и 1 такие, что выпол-
няется

 HTHnI,  (1)

где Idiag(1,1,1…1) — единичная матрица. 
Помимо тривиальных размеров 1 и 2 матрицы 

Адамара ищут на порядках, делимых на 4 [1–3]. 
Содержание так называемой гипотезы Адамара 
состоит в том, что такие матрицы есть на всех 4t, 
где t — натуральное число. Попробуем разобрать-
ся, почему возникло сомнение в существовании 
матриц Адамара, и рассмотрим возможные пути, 
как это сомнение преодолеть. 

Матрицы вида (1) принято называть квазиорто-
гональными [4], имея в виду, что нормированием 
HH/ n  их нетрудно свести к строго ортогональ-
ным матрицам HTHI. Их элементами в таком 
случае будут и иррациональные числа. Поэтому 
рациональными матрицы Адамара можно счи-

тать весьма условно в силу тождества значений 
их элементов, позволяющего упростить матрицу. 
В общем случае ортогональные матрицы имеют 
несколько значений элементов, называемых уров-
нями [5, 6]. Трехуровневыми, например, являют-
ся конференц-матрицы (С-матрицы) или их обоб-
щения в форме взвешенных матриц [2, 5].

Матрицы Адамара могут быть разными по 
конструкции, в том числе симметричными. 
Вильямсон [7], выбирая форму блочного масси-
ва, взял его кососимметричным (здесь и далее — 
с точностью до диагонали), но с симметричными 
блоками, совместив в одной матрице два каче-
ства. Потом с интервалом примерно в десять лет 
выходят две работы [8, 9] пионеров компьютер-
ных поисков матриц Адамара для первого рас-
крытого при помощи вычислительной машины 
порядка 92 (рис. 1). 

Попытки сформулировать условия существо-
вания матриц Адамара на всех порядках, крат-
ных 4, предпринимались до этих работ в сере-
дине прошлого века усилиями Брука, Райзера 
и Човлы [10, 11], сформулировавших теорему, 
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комментируемую в монографии [12] Маршаллом 
Холлом (соавтором [8]).

В работе [9] первая блочная матрица берется 
кососимметричной, а остальные разворачиваются 
так, чтобы их симметрия (и отсутствие ее) не ме-
шали матрице в целом быть кососимметричной. 
Это породило гипотезу Себерри [3, 9] о том, что ма-
трицы Адамара не только существуют на каждом 
порядке, кратном 4, но они еще и все могут быть 
кососимметричны. Едва ли симметрия может 
претендовать на меньшую роль. Поэтому позд-
нее внимание исследователей сосредотачивается 
на возможности существования матриц Адамара 
в симметричной форме с одним или несколькими 
циклическими блоками, расширяющей грани-
цу Райзера [13] с 4-го порядка для моноциклов до 
32-го порядка для бициклов [14, 15] и далее на все 
порядки 4t при использовании не более трех бло-
ков [16–19]. Два блока (а не три) достаточны для 
построения негациклической конструкции [20]. 
В работах [21, 22] рассматриваются трехуровне-
вые взвешенные матрицы и последствия, к кото-
рым приводит несоответствие размера блока ус-
ловию ортогональности. Структура матриц резко 
усложняется для размеров, не равных простым 
числам. На порядке 46 еще есть известные узоры, 
для порядков 66 и 86 решения не найдены. 

Предпосылки возникновения 
теории орнаментов

В отличие от теории чисел, с которой у рассма-
триваемой темы есть многочисленные пересече-

ния, первые сведения о матрицах Дж. Сильвестр 
начал собирать около полутора столетий назад 
[23]. Он является автором наиболее известного 
алгоритма нахождения цепочки ортогональных 
по строкам и столбцам матриц H, итерационно 

наращиваемых ,
 
  

H H
H H

 где начальное H1. 

Инверсия знака в правом нижнем блоке состав-
ной матрицы обеспечивает наличие в ней двух 
элементов: 1 и –1. В данном алгоритме рекурсия 
идет по порядку и зависит от начального выбора, 
поэтому найти матрицы всех возможных поряд-
ков при его помощи невозможно. 

Сильвестра удивили орнаменты (узоры) це-
почки матриц порядков 2k и их свойство быть 
легко обращаемыми. В это время теория матриц 
только еще формировалась усилиями самого 
Сильвестра и Кэли. Было чему удивиться и на-
писать подробнейший отчет с изображениями 
почти «морозных» ортогональных узоров. Далее 
пятьдесят лет ничего не происходило, что тоже 
обычно для задач, косвенно связанных с теорией 
чисел. Накануне нового столетия Адамар ожив-
ляет тему находкой матриц порядков 12 и 20, 
близких к сильвестровым [1], портреты которых 
приведены на рис. 2. Здесь и далее белая клетка 
соответствует значению элемента 1.

Адамар видит кратность порядков четырем и 
доказывает, что иных решений (кроме матриц по-
рядков 1 и 2) не бывает. Он находит, что искомые 
матрицы достигают максимально возможного 
значения модуля детерминанта nn/2. 

Методов поиска матриц Адамар не предлагает, 
его собственный метод «проб и ошибок» несовер-
шенен, орнаменты хаотичны. Правда, благодаря 
итерациям Сильвестра перечень достижимых 
вычислениями порядков заметно увеличился. 
Почти сразу вслед выходит статья специалиста 
по теории чисел Скарпи [24]. Он ищет ортогональ-
ные узоры иначе — вставками усеченных матриц 

  Рис. 1. Голомб, Баумерт и Холл с портретом матри-
цы порядка 92

  Fig. 1. Golomb, Baumert and Hall with matrix por-
trait for order 92

  Рис. 2. Портреты матриц Адамара порядков 12 и 20

  Fig. 2. Hadamard matrix portraits for orders 12 and 20
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в самих себя с добавками каймы и циклически-
ми сдвигами столбцов или строк. Хитроумный 
«замок Скарпи» по настоящее время находит как 
новые комментарии, так и продолжения [25–27]. 

Начиная со Скарпи, с предложенными им ци-
клическими сдвигами, в расчеты матриц Адамара 
начинают проникать методы конечных полей. 

Большой вклад в теорию вносит  немецкий ма-
тематик Эрнст Якобсталь, ученик Фробениуса и 
Шура, работавший в начале прошлого века над 
диссертацией по квадратичным вычетам. Далее 
Гилман [28] в начале тридцатых годов система-
тизирует матрицы порядков, отличающихся 
простыми значениями n – 1. Отсюда недалеко и 
до конструкций Пэли [29], учитывающих более 
сложный характер полей, когда n – 1 или n/2 — 
простые числа или их степени. 

Если усеченный на единицу или вдвое раз-
мер матрицы представляет собой нечетное число, 
простое, то это ведет к нахождению матриц в ви-
де особо простого орнамента, в частности цикли-
ческого (с одной каймой) или бициклического. 
Метод Сильвестра тоже эксплуатирует особен-
ности простых чисел, он базируется на степенях 
простого числа 2. Пэли подводит итог поискам, 
констатируя, что вставками Скарпи достигает 
вычисления матриц некоторых недосягаемых 
прочими методами порядков, связанных с со-
ставными числами. 

Отсюда возникает представление, что матри-
цы Адамара порядков n4t можно найти как 
пересечения семейств, каждое из которых содер-
жит ограниченное или неограниченное число со-
ставляющих. Начинается поиск как отдельных 
матриц [8, 9], так и семейств матриц, выделяе-
мых благодаря некоторому систематически при-
меняемому приему по образцам, которые дали 
Сильвестр, Скарпи и Пэли. 

Теорема Брука — Райзера — Човлы 

Первые успехи в систематизации орнаментов 
матриц получены Райзером. Исследуя в шестиде-
сятые годы прошлого века циклическую структу-
ру [13], он замечает ее ограниченное порядком 4 
применение (гипотеза Райзера). Впрочем, это 
простое наблюдение не имело бы такого резонан-
са, не продвинься Райзер с коллегами дальше. 

Брук, Райзер и Човла [10, 11] оперируют при-
вычными для циклических матриц параметрами 
их бинарных орнаментов — размером строки v, 
количеством отрицательных (или положитель-
ных) элементов в каждой строке и столбце k, а так-
же количеством пар выбранных одинаковых эле-
ментов в каждых двух строках или столбцах ма-
трицы . Понятно, что выбор набора параметров 
{v, k, } не может быть произвольным, он стеснен 

общим количеством мест, которые предоставляет 
для узора квадратная матрица. Связывающее до-
ступные значения параметров соотношение при-
шло из теории графов, поэтому его аббревиатура 
имеет невразумительное для матриц звучание — 
блочный дизайн. По смыслу — это диофантово 
уравнение реализуемого узора

 k(k – 1) (v – 1).  (2)

Если равенство не выполняется, то узор реа-
лизовать нельзя, а если выполняется — можно. 
Заметим, узор в равной степени может описывать 
как целочисленные, так и иные бинарные матри-
цы — матрицы с двумя элементами. Поэтому их 
надо различать дополнительными условиями. 
Бинарные матрицы, удовлетворяющие условию 
(2), приводят к матричному уравнению связи, на-
поминающему условие ортогональности

 ATA(k – )IJ,  (3)

где J — матрица из единиц; k описывает положи-
тельные, не равные нулю элементы. Определи-
тель левой части (k – )v–1(k – v) > 0 [12] при 
нежестких ограничениях на параметры. Цело-
численный корень этого матричного квадратич-
ного уравнения c элементами 0 и 1 называется 
матрицей инцидентности. 

Легко видеть, что в левой части (3) концентри-
руются суммы квадратов и взаимных произведе-
ний элементов искомой матрицы. Еще со времен 
исследований Эйлера и Лагранжа известно, что 
целое число раскладывается на сумму не менее 
четырех квадратов целых чисел. Иными слова-
ми, для квадратичных уравнений есть ограни-
чения, когда они разрешимы. Углубленно этим 
занимались Хассе и Минковский, подробные 
комментарии приведены в обзоре Холла [12]. 
Между тем влиять на разрешимость уравнения 
(3) рациональными матрицами, к которым отно-
сится целочисленная матрица инцидентности A, 
возможно только двумя целочисленными пара-
метрами k и . 

Теорема Брука — Райзера — Човлы [10–12] 
констатирует, что для матриц со строками четной 
длины v значение (k – ) должно быть квадратом 
некоторого числа. Для прочих матриц условие 
становится менее жестким и сводится к суще-
ствованию наследующей у матричного аналога 
весовые коэффициенты квадратичной формы 
z2(k – )x2(–1)(v–1)/2y2 такой, чтобы ее можно 
было разрешить не только нулями. Райзер с кол-
легами и Холл приводят проблемные сочетания 
параметров проективного дизайна vq2q1, 
kq1, 1 при q6 и 14, в первом случае име-
ем {43, 7, 1}, а также пример меньшего порядка 
{29, 8, 2}. 
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Теорема Брука — Райзера — Човлы опериру-
ет сугубо целочисленной матрицей инцидентно-
сти с элементами 0 и 1, описывающей не столько 
ортогональные матрицы (с их возможно веще-
ственными элементами), сколько графы и другие 
сходные с ними дискретные конструкции, где не 
целые элементы исключены по смыслу самой за-
дачи. Столбцы наращиваемой дополнительной 
каймой матрицы инцидентности можно сделать 
ортогональными путем изменения значений пре-
жде нулевых элементов, ограничивая их отрез-
ком от 0 до –1, получая в конечном итоге «рацио-
нальную» матрицу Адамара. 

Это обстоятельство, получение одного из друго-
го, стало играть роль краеугольного камня в вопро-
се о существовании матриц Адамара на всем диа-
пазоне выделенных для них порядков, кратных 4. 
Так как условия теоремы видятся всего лишь не-
обходимыми, но не достаточными для положитель-
ного заключения о существовании рациональных 
матриц инцидентности, то и на матрицы Адамара, 
с ними связанные, перешло сомнение [30]. 

Это сомнение разделяет, в том числе, автор 
обзора [12], который предпринял ревизию работ 
[10, 11]. В итоге Холл склоняется к мысли, что ус-
ловия теоремы не только необходимы, но и доста-
точны, но не может этого обосновать, поскольку 
они описывают рациональные матрицы, а не ма-
трицы с ограниченным набором элементов 0 и 1. 
Если условия достаточны, то гипотеза Адамара 
получает статус теоремы. Разумеется, опытные 
математики, в том числе Вильямсон [7] и Холл, 
наделенные немалой интуицией (об интуиции 
писал Адамар), давно видели пересечение строго 
доказанных в теории чисел теорем о разложени-
ях чисел на квадраты с матричной тематикой. 

Напрашивается естественный вывод, что раз-
ложение матриц на квадратные блоки — это все-
го лишь иллюстративный метод, позволяющий 
наглядно отразить содержание этих великих те-
орем о квадратах чисел. 

Если матрицы низводятся до всего лишь ил-
люстраций доказанных разложений чисел на со-
ставляющие, то все необходимое для доказатель-
ства их существования на 4t есть. Отметим, что 
неразрешимые сочетания параметров квадратич-
ного дизайна, для которых равенство (2) соблюда-
ется, но (3) неразрешимо матрицей инцидентно-
сти, несущественны для ортогональных матриц. 
Даже если целочисленные матрицы инцидент-
ности есть, они не обязательно ведут (ограничен-
ным изменением их нулевых элементов) к веще-
ственным ортогональным матрицам. 

Например, для проективных планов {v, k, }, 
в которых были обнаружены критические не-
разрешимые точки, ортогонализация матрицы 
инцидентности вариациями нуля (ограничен-
ными по норме единицей) вполне возможна, но 

она порождает матрицы с иррациональными 
элементами, к которым матрицы Адамара не от-
носятся. Выходит, что и случаи, не вызывающие 
сомнения в разрешимости уравнения из теоремы 
Брука — Райзера — Човлы (3), не ведут к чему-
либо приемлемому для построения целочислен-
ных матриц с ортогональными столбцами. 

Тем самым условия, столь тщательно иссле-
дуемые, к затронутой проблеме существования 
ортогональных конструкций имеют опосредован-
ное отношение. Для полноценного исследования 
надо включать в сферу внимания матрицы с ва-
рьируемыми иррациональными элементами, а 
эта возможность не была использована.

Уравнения составных узоров

Наше дополнительное замечание состоит 
в том, что значениями квадратичной матричной 
формы стоит интересоваться не только для кор-
ней в виде матрицы инцидентности с ее 0 и 1, но 
и при экстремальных значениях параметров. Для 
ортогональных матриц диофантово уравнение ре-
ализуемости узора (2) — условие необходимое, но 
недостаточное в силу дополнительного уравнения 
связи HTHnI. Это условие можно выразить коро-
че диофантовым уравнением ортогональности, за-
дающим легко учитываемое ограничение на . 

Лемма 3.1. Для квазиортогональных матриц 
с элементами –1 и 1, где k и  ассоциированы с ко-
личеством отрицательных элементов, имеем

 k – n/4.  (4)

Доказательство: Скалярное произведение 
пары любых не совпадающих между собой строк 
(и столбцов) ортогональной матрицы равно 0. 
Поскольку часть отрицательных элементов (–1) 
идут вместе попарно, сумма их взаимных про-
изведений равна . В каждой из скалярно пере-
множаемых строк остается еще по (k – ) не на-
шедших пары отрицательных элементов, даю-
щих вклад –2(k – ). Остаток состоит из суммы 
пар произведений положительных элементов, 
дающей n –  – 2(k – )n – 2k. Все вместе 
 – 2(k – )n – 2k4 – 4kn0 позволя-
ет нам выразить значение целочисленного пара-
метра ортогонального узора k – n/4. 

Лемма доказана. 
Параметр k не может быть меньше четвертой 

части порядка, причем разность k – n/4, что 
дает n4(k – ). Отсюда, кстати, видно, что для 
ортогональных матриц порядок должен делить-
ся на четыре — необходимое условие, указанное 
Адамаром. Задачи, в которых (k – ) равно ква-
драту некоторого числа, приходятся на хорошо 
изученные четные порядки n4u2, отвечающие 
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цепочкам симметричных и (или) регулярных ма-
триц Адамара. 

Лемма 3.2. Диофантово уравнение реализуе-
мого ортогонального узора имеет вид 

 x2n,  (5)

где параметр k(v – x)/2. Для одноблочных ма-
триц, разумеется, длина строки блока v n.

Доказательство: Подставив значение  из 
леммы 3.1 в уравнение узора (2), имеем новое ус-
ловие k(k – 1)(k – n/4)(n – 1), которое превра-
щается в тождество тривиальной заменой пере-
менных k(v – x)/2x(x – 1)/2, nx2.

Лемма доказана. 
Следствие 3.2.1. Регулярные матрицы Адама-

ра, отличающиеся равными значениями сумм 
элементов строк и столбцов, порядков n4u2 
существуют. Условие (5) для них выполняется, 
к тому же выполняется первое условие теоремы 
Брука — Райзера — Човлы, так как k –  n/4 
u2. Поэтому регулярные матрицы Адамара 
с параметрами дизайна Менона {v, k, }  {4u2, 
u(2u – 1), u(u – 1)} существуют. 

Пример 3.2.1. Для порядка 4 регулярной явля-
ется диагональная циклическая матрица с пара-
метрами k1 и 0. Согласно гипотезе Райзера 
[13], для следующего порядка 16 ресурсов цикли-
ческого узора не хватает. 

Разность k – n/44 достигается при k6 
и 2, характерных для орнаментов в форме ма-
триц Буша с их n1/24 клетками положительных 
элементов того же размера 4 на диагонали (рис. 3). 

Переход к форме Буша усложнен концентра-
цией положительных элементов в ее крупных по 
размеру диагональных блоках, ввиду тривиаль-
ности которых узоры соседних блоков получают-
ся довольно изощренными. В итоге орнамент про-
межуточной структуры порядка 196 не найден. 

В качестве иллюстрации на рис. 4 представлены 
не приводившиеся ранее в виде орнаментов в лите-
ратуре портреты матриц Буша порядков 36, 100 и 
324 [31–33]. Второй орнамент найден первым авто-
ром данной статьи с помощью Владимира Тончева, 
одного из исследователей этих редких находок. 

Для лучшей разрешимости узора в рассмотре-
ние вводят два, три или четыре блока. Наиболее 
популярные блочные орнаменты матриц Адамара 
складываются в циклическую, бициклическую 
и т. п. конструкции, восходящие в своем содержа-
нии к более вариативному заполнению выделен-

ных еще Сильвестром блоков A, T T ,
 
   

A B

B A
 … , 

зд есь транспонирование «помогает» конструкции 
быть ортогональной. Условие ортогональности (1) 
для матрицы с парой блоков сводится к требова-
нию ортогональности суммы ATABTBnI. 

На рис. 5 приведена пара разных по своему 
характеру реализаций матриц с симметричными 
блоками A, B размера 88 с параметрами k14, 
12 и k22, 20. Первая матрица более про-

  Рис. 3. Матрицы Райзера порядка 4 и Буша поряд-
ка 16

  Fig. 3. Matrices of Ryser for order 4 and Bush for or-
der 16

  Рис. 4. Матрицы Буша порядков 36, 100, 324

  Fig. 4. Bush matrices for orders 36, 100, 324

doi:10.31799/1684-8853-2018-6-6-fig4
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ста, поскольку в качестве блоков взяты цикличе-
ские матрицы. 

Вторая матрица построена на основе отражен-
ной относительно центральной вертикальной ли-
нии матрицы Буша порядка 16. Каждый блок A, 
B размера 88 состоит из трех разных по своему 
орнаменту субблоков. Так как это размер регуляр-
ной матрицы Адамара, структуру, напоминающую 
матрешку, порождает требуемый для реализации 
регулярной конструкции дизайн Менона с параме-
трами kk1k26, 122, k – n/44. 
Таким образом, если циклическая структура недо-
статочно гибка, чтобы быть ортогональной на рас-
сматриваемом порядке, узор усложняется. Важно 
вовремя остановиться в измельчении матрицы. 

Диофантово уравнение реализуемого состав-
ного узора из нескольких блоков не претерпевает 
сколь-нибудь заметного изменения: 

 ki(ki – 1) (v – 1),  (6)

суммирование здесь и далее идет по всем индек-
сам блоков, которых может быть 1, 2 и 4 (3 при 
равенстве двух блоков). Так как параметр  i 
связан с условием ортогональности всей матри-
цы в целом, его можно не разделять на составля-
ющие. Это общий коэффициент, условие ортого-
нальности с ним не изменяется. 

Лемма 3.3. Для ортогональных блочных ма-
триц

  k – n/4,   (7)

где kki, ki — параметры блоков, каждый из ко-
торых представляет собой количество элементов 
–1 строки блока; n — порядок матрицы. 

Доказательство: При рассмотрении блочных 
конструкций, для которых выполняются тожде-
ство ATA + BTB = nI и сходные с ним для боль-
шего числа блоков, годятся все те же суждения, 
что и для леммы 3.1. Роль k выполняет суммар-
ный коэффициент.

Разбиение всего массива на блоки фактически не 
сказывается на значениях суммарных параметров 
kki и i первых v строк, где v — размер блока. 

Ортогональность остальных строк всей матрицы га-
рантируется блочной ортогональностью массива. 

Лемма доказана. 
Лемма 3.4. Диофантово уравнение реализуе-

мого ортогонального узора имеет вид 

 xi
2n,  (8)

причем ki(v – xi)/2. Для одноблочных матриц, 
разумеется, длина строки блока v n.

Доказательство: Подставив значение  из 
леммы 3.3 в уравнение узора, имеем новое усло-
вие ki(ki – 1)(k – n/4)(n – 1), которое, как лег-
ко проверить, превращается в тождество заменой 
переменных ki(v – xi)/2, k ki.

Лемма доказана.
С увеличением числа блоков узора проблемы, 

описываемые теоремой Брука — Райзера — Човлы 
для одноблочного дизайна, отходят на второй план. 
На первое место выдвигаются теоремы Эйлера и 
Лагранжа. Гауссовы точки (рис. 6) — точки с це-
лыми координатами на линии, удовлетворяющие 
условию x2n, и на окружности x2y2n. При 
дальнейшем увеличении числа блоков они имеют 
продолжение в виде точек на сфере (или сфероиде). 

Для первого примера циклический орнамент 
исчерпывается на порядке x2n4. Целые точ-
ки на окружности x2y2n помогают глубже 
понять логику орнаментов многоблочных матриц 
через бициклы. 

  Рис. 5. Орнаменты матриц Адамара порядков 16

  Fig. 5. Hadamard matrix ornaments for order 16

  Рис. 6. Точки Гаусса на линии и на окружности

  Fig. 6. Gauss’s points at line and circle



ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 20188

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

Теорема Эйлера. Любое число вида 4t1 раз-
лагается на сумму двух квадратов.

Это касается также составных чисел, в кото-
рых нечетные множители вида 4t3 (или их не-
четные степени) свидетельствуют о неразложимо-
сти числа на сумму двух квадратов. Содержимое 
теоремы, не раскрывая доказательства, Ферма 
описал математику Мерсенну. Кроме того, Ферма 
считал, что любое число последовательно пред-
ставимо суммой трех треугольных чисел, четы-
рех квадратов и т. п. Доказать последнее положе-
ние удалось Лагранжу.

Бициклический орнамент существует, соот-
ветственно, не всегда, а тогда, когда n4p разло-
жимо на сумму двух квадратов, т. е. когда зна-
чение p — простое число (или степень его) вида 
p1 mod 4. Точки идут парами, поскольку блоки 
бицикла всегда можно переставить местами. На 
рис. 6 пара красных точек соответствует регуляр-
ной бициклической матрице порядка 100. Если 
исключить из рассмотрения порядки регуляр-
ных матриц, то точек на окружности всего две. 
Например, для бициклической матрицы порядка 
20 при x2, y4 матрицы A и B имеют параме-
тры k1(v – x)/24, k2(v – y)/23, матрицы 
можно переставить местами. 

Если  n4u2, u3, 7, 11, ... 3 mod 4, то сум-
ма квадратов существует, но влияние множителя 

4t3 даже в четной степени сказывается в том, 
что конструкция бициклической матрицы ста-
новится недостаточно гибка. Это порядки 36, 
196, ... регулярных матриц, орнаменты которых 
должны существовать и в качестве моноблоков. 
Матрица Буша порядка 36 (см. рис. 5) дает пред-
ставление о «заместителе» бициклической кон-
струкции. Для удвоенного порядка 72 матрица 
разрешима блочным орнаментом, в блоках стоит 
сама регулярная структура. Если еще более уве-
личить размер, то добьемся разрешимости ма-
трицы порядка 144 в бициклической конструк-
ции — известное свойство матриц Адамара «вме-
щать» более простые конструкции по мере роста 
их размера: квадрат радиуса разрешимой окруж-
ности пришлось увеличить в 4 раза. 

Таким образом, отсутствие бициклических 
матриц порядка 36 и наличие двух реализаций 
бицикла 100, среди которых один регулярный, 
неожиданно находит объяснение положением 
точек на окружности и характером радиуса этой 
окружности (см. рис. 6, 7). 

Обращаясь к теореме Лагранжа о разложимо-
сти любого числа на сумму четырех квадратов, 
Вильямсон в сороковые годы предложил исполь-
зовать четырехблочную конструкцию [7]. Он сэко-
номил на числе независимых элементов матрицы 
Адамара, взяв симметричные блоки (матрицы 
Вильямсона) A, B, С, D вложенными в кососим-
метрическую конструкцию W, называемую с тех 
пор массивом Вильямсона. Построенная на двух 
типах симметрий, облегченная форма позволила 
Голомбу, Баумерту и Холлу найти первую ком-
пьютерную матрицу порядка 92 [8]. На настоящий 
день массив идет в паре со своим обобщением S, 
использованным [9] для поиска кососимметрич-
ной матрицы

;

 
     
     

A B C D
B A D C

W
C D A B
D C B A

 

 ,

 
     
     

A BR CR DR
BR A RD RC

S
CR RD A RB
DR RC RB A

  (9)

где R — обратная единичная матрица, т. е. ма-
трица с единицами вдоль второй не главной диа-
гонали квадрата. Если не обращать внимание на 
симметрию или кососимметрию блоков, то второй 
массив называют массивом Гетхальса — Зейделя. 

Требование ортогональности матрицы в целом 
ATABTBСTСDTDnI упрощается для сим-
метричных блоков Вильямсона до вида ATA, 
BTB, CTC, DTD. Леммы 3.3 и 3.4 для таких 

  Рис. 7. Точки Гаусса на окружности и бициклы

  Fig. 7. Gauss’s points at circle and two circulant ma-
trices
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массивов применимы, число составляющих сумм 
возрастает до четырех. Ближе к завершению про-
шлого века Драгомир Джокович полным перебо-
ром доказал отсутствие матриц Адамара поряд-
ка 140, построенных на циклических матрицах 
Вильямсона [34]. Позднее было найдено еще не-
сколько неразрешимых порядков [35]. Дженнифер 
Себерри, пожалуй, первой обратила внимание на 
то, что кососимметричная конструкция S наделе-
на в мире орнаментов большим выживанием. 

С тех пор она называется массивом Себерри 
или Себерри — Вайтмана. Далее будет показан 
путь к симметричной трехблочной конструкции, 
называемой массивом Балонина — Себерри [16]. 
Появилась она в работах по аппроксимации ма-
триц Адамара, включая порядок 668, симметрич-
ными трехуровневыми матрицами, имеющими 
одинаковый узор всех четырех блоков. Задача 
легко разрешима, если центральный блок вместо 
–1 имеет варьируемый уровень –b, он поднимает-
ся к –1 при освобождении узоров пары крайних 
блоков A, D.

Двухуровневые матрицы 
с варьируемым элементом

Посмотрим, что будет, если в силу возможного 
нормирования максимального элемента матрицы 
сохранить его равным a1. Отрицательный эле-
мент обозначим как –b, полагая, что b свободно 
варьируется в диапазоне от 0 до 1, проходя, в том 
числе, и иррациональные значения. На рис. 8 
элемент с плавающим значением обозначен моно-
тонной окраской.

Так как бинарность матрицы этим назначени-
ем сохраняется, диофантово уравнение реализуе-
мого узора не меняется. Узор матриц из двух бло-

ков T T

 
   

A B

B A
 порядка n2v описывается, со-

гласно (6), уравнением относительно параметров 
парного дизайна k1(k1 – 1)k2(k2 – 1)(v – 1). 
Идея заключается в том, чтобы выбором  свести 
его к уравнению окружности, заведомо касаю-
щейся точки с целыми координатами. Поскольку 
значения уровней не фиксированы жестко, име-
ется возможность выбора желаемой . 

Лемма 4.1. Диофантово уравнение реализуе-
мого ортогонального узора для двухблочной кон-
струкции порядка n2v4t – 2 с длиной строки 
v2t – 1 выбором (v – 3)/2t – 2 сводится 
к паре разрешимых уравнений, описывающих 
общую точку окружности и линии, представлен-
ную на рис. 9, выражается как

 x2y22, xy2  (10)

и получается после замены переменных k1t – x, 
k2t – y, приводящей для точки решения x1, 
y1 к равенству k1k2t – 1(v – 1)/2. 

Доказательство заключается в подстановке 
указанных значений параметров k1k2, следу-
ющих из (10), при длине строки vn/22t – 1 
в уравнение ортогональности. Для случая 
ATABTBnI имеем характеристическое урав-
нение b2 – 2(k – )ab(n – 2k)a20, kk1
k22(t – 1). Оно сводится к всегда разрешимо-
му относительно «плавающего» значения эле-
мента b уравнению (t – 2)b2 – 2tbt0.

Доказательство закончено. 
Достижимый дизайн {n2v; k1, k2; }{n2v; 

(v – 1)/2, (v – 1)/2; (v – 3)/2} назовем эйлеровым, 
поскольку разложениями чисел на сумму пары 
квадратов чисел занимался именно он. Попутно 
мы доказали важную теорему.

Теорема 3.1. Матрицы Эйлера, задаваемые 
эйлеровым дизайном, с уровнями a1 и –b, 

2
,

t
b

t t



 существуют для всех значений n

2v4t – 2. 

  Рис. 8. Циклический моноблок с плавающим зна-
чением элемента

  Fig. 8. Circulant monoblock with floating value of entry

  Рис. 9. Общая точка окружности и линии

  Fig. 9. Common point of circle and line
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Доказательство сводится к нахождению по-
ложительного корня характеристического урав-
нения (t – 2)b2 = 2tbt0. Так как мы не связа-
ны с требованием рациональности элемента, нам 
нет необходимости заботиться о рациональном 
решении.

Доказательство закончено. 
Теорема эта была высказана сначала в виде 

предположения относительно существования 
матриц Мерсенна на всех нечетных порядках 
n4t – 1 [36–38] и матриц Эйлера на 4t – 2. 

Ввиду инверсии знака блока в нижнем правом 

углу матрицы Эйлера T T ,
 
   

A B

B A
 это матри-

ца с четырьмя элементами a, –b, –a, b. Добавим 
к ней составную кайму из строки и столбца, со-
стоящих из 1, далее v отрицательных элементов 
и v положительных элементов, не обращая вни-
мания на варьируемые элементы. 

В таком случае значения параметров в каждой 
строке новой структуры порядка n4t – 1 возра-
стут на 1, т. е. kk1k212(t – 1)12t – 1 
и (t – 2)1t – 1. Эта операция превращает 
бициклическую конструкцию в моноблок с дву-
мя элементами a1, –b в каждой строке. Дизайн 
{n4t – 1; k; }{n4t – 1; 2t – 1; t – 1} назо-
вем мерсенновым по причине вхождения чисел 
Мерсенна Mp2p – 1 (с соответствующими реше-
ниями) в последовательность n4t – 1. Этот ди-
зайн комплементарен так называемому адамаро-
ву дизайну {4t – 1; 2t; t}. 

Теорема 4.2. Матрицы Мерсенна, задавае-
мые мерсенновым дизайном с уровнями a1 и 

–b, где ,
t

b
t t




 существуют для всех значений 

n4t – 1. 

Доказательство: Подстановкой параме-
тров уравнение ортогональности моноцик-
ла b2 – 2(k – )ab(n – 2k)a20 сводится 
к (t – 1)b2 – 2tbt0, разрешимому указанным 
выше значением b.

Доказательство закончено. 
Более простой циклический орнамент ма-

триц Мерсенна, представленный на рис. 10, су-
ществует только для порядков, равных числам 
Мерсенна 3, 7, 15, …, простым числам или произ-
ведениям пар близких простых чисел, например, 
1535, 3557, … [38]. 

Квадратичные уравнения имеют два корня, 
описывающих значения элементов при превали-
ровании и при дефиците отрицательных элемен-
тов матрицы. В качестве решения для значений 
элементов было выбрано то из них, которое обе-
спечивает большее значение детерминанта ма-
трицы. Итак, мы доказали, что последователь-
но находимые друг из друга матрицы Эйлера и 

Мерсенна существуют. Матрицы эти почти неиз-
вестны, они вещественные. Элементы не зажаты 
условием целочисленности — они «плавающие». 
И, казалось бы, в них мало удивительного.

Следствие 4.2.1. Матрицы Адамара, задава-
емые мерсенновым дизайном с уровнями a1 и 
–b, b1, существуют для всех значений n4t. 

В самом деле, мерсеннов дизайн содержит 
всегда реализуемый ортогональный узор. Следуя 
предыдущей методике, добавим к нему монотон-
ную кайму, состоящую из элементов –b. 

Поскольку дизайн Мерсенна представляет со-
бой моноблок, получим матрицу порядка n4t, 
у которой k2t элементов и t. Уравнение ор-
тогональности b2 – 2(k – )ab(n – 2k)a20 
сводится к b2 – 2b10, разрешимому значени-
ем b1. Заметим, что мы не навязываем целочис-
ленное значение «плавающего уровня». Обычно 
кайму матриц Адамара нормализуют, чтобы она 
состояла из положительных элементов, цепочку 
преобразований узоров описывает рис. 11.

Проверим условия Брука — Райзера — Човлы, 
они сводятся к существованию решения уравне-
ния z2tx2 – (t – 1)y2 в целых, не равных одно-
временно 0. Очевидно, что z1, x1, y1 есть 
решение, и, значит, с этой стороны нет ограниче-
ний на существование матрицы Адамара, что от-
метил Холл в работе [12]. 

Окончание следует.

  Рис. 10. Два {15, 7, 3}-орнамента матриц Мерсенна

  Fig. 10. Two {15, 7, 3}-ornaments of Mersenne matrix

doi:10.31799/1684-8853-2018-6-10-fig10

  Рис. 11. Переход от бицикла Эйлера к моноблокам 
Мерсенна и Адамара

  Fig. 11. Transition from a bicycle of Euler to monob-
locks of Mersenne and Hadamard

doi:10.31799/1684-8853-2018-6-10-fig11
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Introduction: Hadamard conjecture about the existence of specific square matrices was formulated not by Hadamard but by other 
mathematicians in the early 20th century. Later, this problem was revised by Ryser together with Bruck and Chowla, and also by Hall, 
one of the founders of discrete mathematics. This is a problem of the boundary mixed type, as it includes both the continuous and discrete 
components. The combinatorial approach used in the framework of the discrete component has run its course by the end of the century. 
The article discusses an alternative based on both concepts. Purpose: To analyze the reasons why the conjecture about the existence 
of Hadamard matrices of all orders n 4t is considered unproven, and to propose possible ways to prove it. Methods: Transition, by 
lowering the order n4t – 2, to two-level quasiorthogonal matrices with elements 1 and –b whose existence on all specified orders 
is not a difficult problem due to the possible irrationality of their entries. Subsequent construction of a chain of transformations to 
matrix orders n4t – 1, n4t, n4t1. Results: It is proved that Gauss points on an x22y2z2n spheroid are in one-to-one 
correspondence with symmetric Hadamard matrices (constructed on the basis of the Balonin — Seberry arrays), covering up the gaps 
on the unsolvable orders 140, 112, etc. known in Williamson’s array theory. Solution tables are found and systematized, which include 
so-called «best» three-block matrices L(p, q), where p  q is the number of non-conjugated symmetric matrices of the order in question, 
and q is the number of block-symmetric matrices which coincide with Williamson’s solutions. The iterative Procrustes algorithm which 
reduces the norm of the maximum entry in a matrix is proposed for obtaining Hadamard matrices by searching for local and global 
conditional extremes of the determinant. Practical relevance: The obtained Hadamard matrices and quasi-orthogonal matrices of 
orders n4t – 2, n4t – 1, n4t1 are of immediate practical importance for the problems of noise-resistant coding, compression 
and masking of video information.
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