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Постановка проблемы: рост маневренных возможностей аэродинамических целей обусловил увеличение неопре-
деленности их движения из-за недостаточной эффективности используемых кинематических моделей при решении за-
дач текущей оценки параметров движения. Это определяет актуальность разработки динамических моделей маневриру-
ющих целей при построении адаптивных фильтров сопровождения. Цель исследования: синтез фильтра сопровождения 
с разработанной по методологии объединенного принципа максимума динамической моделью движения. Результаты: 
разработан фильтр сопровождения маневрирующих объектов, отличающийся от известных новой нелинейной структу-
рой модели движения, полученной как решение в текущем времени обратной задачи динамики на основе методологии 
объединенного принципа максимума. Использование новой модели обеспечивает повышение потенциальных точност-
ных характеристик сопровождения, что подтверждается результатами математического моделирования. Повышение ка-
чества сопровождения связано с изменением структуры традиционной модели, положенной в основу фильтра сопрово-
ждения, что позволяет говорить об эффекте структурной адаптации разработанного фильтра. Практическая значимость: 
разработанный фильтр за счет эффекта структурной адаптации обеспечивает в сравнении с традиционными фильтрами 
выигрыш в эффективности сопровождения маневрирующей цели по критерию максимум точности — минимум вычис-
лительных затрат. 
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Введение

Маневренные возможности аэродинамических 
целей постоянно наращиваются [1]. Это определи-
ло актуальность работ, направленных на разреше-
ние неопределенности движения маневрирующих 
целей, которая обусловлена отсутствием точной 
модели динамики цели. За последние четыре де-
сятилетия были разработаны способы описания 
моделей динамики маневрирующих целей, ис-
пользуемых при построении адаптивных филь-
тров сопровождения (ФС) [2–9]. Лучшей является 
та модель, которая наиболее адекватна характеру 
движения цели и достаточно проста для реализа-
ции в реальных системах сопровождения [3, 9].

Чаще всего для построения адаптивных ФС 
используются кинематические модели движе-
ния [2, 3, 5], описываемые полиномом, коэффи-
циенты которого — параметры траектории цели 
[7]. В кинематических моделях движения (КМД) 
учитывается движение центра масс цели без вы-
явления причин [2, 4, 5], что определило их отно-
сительную простоту и привело к широкому рас-
пространению. Однако аппроксимация истин-
ного закона движения на ограниченном участке 
траектории является причиной возникновения 
динамических ошибок, существенно возрастаю-
щих в случае маневра цели [7, 10, 11]. 

Наличие априорной неопределенности пара-
метров КМД маневрирующей цели предопреде-
лило возникновение многомодельного (многоги-
потезного) подхода [4, 12], его реализацию в виде 
IMM-алгоритма [13] и его вариаций. В результате 
многомодельные алгоритмы сопровождения по-
лучаются высокоразмерными, для их реализации 
требуются существенные вычислительные затра-
ты. Это ограничивает их применение в сложной 
помеховой обстановке в реальном масштабе време-
ни [3]. Таким образом, необходимость повышения 
эффективности КМД приводит к их усложнению 
и трудности практической реализации.

Более адекватными и интуитивно привлека-
тельными перед КМД являются динамические 
модели движения (ДМД), в которых использу-
ются сведения об инерции движущегося объек-
та и силах, воздействующих на него [2]. Нелиней-
ность ДМД послужила причиной их ограничен-
ного применения. Зачастую к ним прибегали для 
описания движения баллистических целей [2].

Одним из способов получения ДМД являет-
ся решение задачи сопровождения как обратной 
задачи динамики. Для решения такого рода за-
дач с использованием вариационного принципа 
Гамильтона — Остроградского и принципа мак-
симума Понтрягина разработан подход, назван-
ный авторами объединенным принципом макси-
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мума (ОПМ) [14–18]. Работа посвящена развитию 
подхода к синтезу структурно адаптивных ФС 
с использованием ДМД, разработанных на основе 
методологии ОПМ.

Цель работы — построение модели движения 
маневрирующего объекта на основе ОПМ и син-
тез непрерывного ФС.

Постановка задачи синтеза ДМД 
маневрирующей цели 
как обратной задачи динамики

Согласно положениям аналитической меха-
ники, математическая модель движения манев-
рирующей цели является следствием принципа 
Гамильтона — Остроградского [19]
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где ask — элементы матрицы квадратичной фор-
мы кинетической энергии; n — число степеней 
свободы;

— работа неизвестных обобщенных сил 
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где Us  — управляющие обобщенные силы; 
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 — 

диссипативные обобщенные силы; 
sq
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

 — потен-

циальные обобщенные силы; q — вектор коорди-
нат цели; u — вектор управлений.

Тогда уравнения движения летательного ап-
парата могут быть представлены в форме уравне-
ний Лагранжа второго рода [19]
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где вектор обобщенных сил выбирается из мно-
жества допустимых значений:

.QGQ                                       (6)

Уравнение наблюдения имеет вид

     , ,t t t  y H q                          (7)

где H Î Rn — известная вектор-функция; Î Rn — 
вектор случайных воздействий на канал наблю-
дения с известной интенсивностью.

В пространстве наблюдений выбран целевой 
функционал [6]
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где R Î Rnn — диагональная весовая матрица 
с элементами главной диагонали Rss, характери-
зующими интенсивность помех в канале наблю-
дений; знак ^ означает оценку.

Задача синтеза ДМД маневрирующей цели 
рассматривается как обратная задача динами-
ки: требуется найти вектор обобщенных сил Q̂  
как функцию обобщенных координат, а также 
соответствующую ему траекторию ˆ( ) ,nt Rq  обе-
спечивающие минимум целевого функционала 
(8) при ограничениях (5) и (6).

Синтез ДМД с использованием методологии 
объединенного принципа максимума

Процедуру поиска минимума функционала (8) 
необходимо проводить с учетом ограничения в фор-
ме дифференциальных уравнений (5), которые сле-
дуют из принципа Гамильтона — Остроградского. 
Тогда применение метода неопределенных мно-
жителей Лагранжа в совокупности с ограниче-
нием в форме интеграла действия (2) требует оты-
скания условий минимума расширенного целево-
го функционала
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где  — неопределенный множитель Лагранжа.
Решение такой задачи получено на основе тео-

ремы объединенного принципа максимума [14–17]: 
для того чтобы обобщенная сила Q и соответ-
ствующая ей траектория фазового пространства 
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ционалу (9) при ограничениях (5), (6), необходи-
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Обобщенная сила, доставляющая минимум це-
левому функционалу, определяется выражением
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откуда структура уравнений модели динамики 
цели определяется выражением
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Использование синтезирующей функции вида 
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где L — константа кривой переключения управ-
ления [14, 16, 18], позволяет привести выражение 
(12) к следующему виду:
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Уравнение (14) представляет собой построен-
ную по оперативным данным структуру универ-
сальной модели с адаптацией к маневру цели, 
которая может быть записана в следующем виде
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относительно оценки ˆsq  случайный процесс.

Синтез ФС 
методом инвариантного погружения 

Вывод уравнений фильтра представлен для 
случая наблюдения одной координаты. В вектор-
ной форме уравнения состояния (15) и наблюде-
ния (7) имеют вид
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где H(x(t), t) — известная вектор-функция;
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Синтез ФС — задача оценки ˆ ( )sx  процесса 
(16), (17), когда момент времени s, в который же-
лательно получить оценку, соответствует точке t 
интервала наблюдения [0, t] и t  увеличивается. 
Необходимо получить x̂  как функцию от t, до-
ставляющую минимум критерию (19). 

Оценка ˆ ( )tx , соответствующая минимуму 
функционала (19), удовлетворяет двухточечной 
краевой задаче [20]

Tˆ ˆ( ) ( ( ), ) ( );s s s s x f x GR G                  (20)

     
T

1

T

ˆ ( ),
ˆ( ) ( ),

ˆ ( )

ˆ( ( ), )
( )

ˆ ( )

s s
s s s s

s

s s
s

s





    






H x
R y H x

x

f x
x





   

(21)
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при граничных условиях [20, 21]

0 00    0 0ˆ( ) , ( ) ( ),t   x x P                    (22)

где P0 — заданная матрица; x0– начальное значе-
ние оценки.

Требуется найти x̂  как функцию t при увеличе-
нии интервала наблюдения. Подобного рода задачи 
с успехом решаются разработанным Р. Беллманом 
методом инвариантного погружения [20, 21]. 

Применение метода инвариантного погруже-
ния к рассмотренной двухточечной краевой зада-
че позволяет получить уравнения ФС

   

   

T
1

T
T

T
1

0 00    0

ˆ( ( ), )
ˆ ˆ ˆ( ) ( ( ), ) ( ), ;

ˆ ( )

ˆ ˆ( ( ), ) ( ( ), )
ˆ ˆ( ) ( )

ˆ( ( ), )
ˆ ( ), ,

ˆ ˆ( ) ( )

ˆ( ) , ( ) ,

t t
t t t t t t

t

t t t t
t t

t t
t t t

t t










    

 
   

 

  
       

 

H xx f x P R y H x
x

f x f xP P P GR G
x x

H xP R y H x P
x x

P P x x





         

(23)

отличающегося новой структурой функции, опре-
деляющей динамику цели:

2

2 2

1

( ) ˆ ˆˆ ( ), ,
ˆ

x

b x xt t

x

 
   
  

f x                         (24)

полученной по методологии ОПМ.

Анализ функционирования ФС 

Методом статистического моделирования вы-
полнен анализ качества функционирования раз-
работанного фильтра при сопровождении манев-
рирующей цели. Рассмотрены три различные 
траектории. Наблюдается наклонная дальность 
q1(t) и азимут q2(t). 

По точности оценок разработанный ФС сравни-
вался с классическим фильтром Калмана (ФК) [6] 
и фильтром Калмана с моделью Зингера (ФКЗ) [9]. 
За показатель точности выбрана средняя квадра-
тическая ошибка (СКО) оценки координаты цели.

Исходные данные для статистического мо-
делирования представлены в табл. 1, где 

1q  и 

2q  — обратные постоянные времени маневра 
по соответствующим координатам; 

1qD  и 
2qD

 
— 

дисперсии ускорений цели по соответствующим 
координатам; 

1q  и 
2q  — СКО измерений по на-

блюдаемым координатам.
Графики изменения координат 1( ),q t  2( ),q t  ско-

ростей 1( ),q t  2( ),q t  ускорений 1( ),q t  2( )q t  и оши-
бок оценки координат цели 

1̂
( ),q t  

2ˆ ( )q t  сравни-
ваемых фильтров представлены на рис. 1–3. Здесь 
цифрами обозначены: 1 — СКО оценки координат 
цели, полученные на основе (23); 2 — СКО оценки 
координат цели ФКЗ; 3 — СКО оценки координат 
цели ФК; время начала маневрирования  t = mbeg, 
окончания t = mend.

Качественный анализ представленных ре-
зультатов показывает, что при равномерном дви-

  Таблица 1. Исходные данные для статистического моделирования

Исходные данные и параметры моделирования
Траектория

1 2 3

Начальные значения 1 0( ),q
 
м 3105 3,041*105 5103

1 0( ),q
 
м/c 2,4 –320 192,8

1 0( ),q
 
м/c2

0 0 0,6

2 0( ),q
 
м 3,410–5 0,165 0,644

2 0( ),q
 
м/c 7,910–4 1,510–3 0,01

2 0( ),q
 
м/c2

0 0 –0,710–3

Параметры модели Зингера 1q , с–1 0,1 0,1 0,1

1
,qD

 
м2/с4

2,4103 2,16103 440

2q , с–1
0,1 0,1 0,1

2
,qD  м2/с4 1,610–8 410–8 210–6

1q , м 2103 2103 100

2q , рад
 4,410–3 1710–3 510–3

Интервал дискретизации, с 5 5 1

Количество экспериментов при статистическом моделировании 100 100 100
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  Рис. 1. Траектория 1 
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  Рис. 2. Траектория 2 
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жении цели разработанный фильтр и ФКЗ обе-
спечивают сопровождение практически с равной 
точностью. Однако на участке маневрирования 
разработанный фильтр во всех рассмотренных 
вариантах реагирует быстрее на маневр цели и 
превосходит по точности ФКЗ. Этот результат об-
условлен использованием в разработанном филь-
тре динамической модели (15), которая обладает 
в сравнении с ФКЗ большей чувствительностью к 
маневру за счет эффекта структурной адаптации. 
Следует отметить, что разработанный фильтр 
существенно превосходит по точности классиче-
ский ФК.

Для количественной оценки преимуществ 
разработанного фильтра за счет эффекта струк-
турной адаптации в табл. 2 представлены свод-
ные результаты статистического моделирования,

где 1

1

q̂

q




 и 2

2

q̂

q




 — отношения, характеризующие 

изменение качества сопровождения цели при ис-
пользовании фильтра в сравнении с прямым ис-
пользованием необработанных данных измерения. 

Установлено, что для реализации ФК потре-
буется 52 элементарные операции сложения, вы-
читания, умножения, деления, для ФКЗ — 214, 
и ФС — 73. Таким образом, для реализации ФС 

  Рис. 3. Траектория 3 
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  Таблица 2. Результаты статистического моделирования 

Показатели качества сопровождения
Траектория

1 2 3

1

1

q̂

q





ФК 1,2 1,15 4,16

ФКЗ 0,8 0,75 0,77

ФС 0,75 0,7 0,76

Выигрыш в точности оценки 1̂q  ФС, %
В сравнении с ФК 36,8 39,4 81,6

В сравнении с ФКЗ 5,9 6,6 0,7

2

2

q̂

q





ФК 1,43 1,12 3

ФКЗ 0,86 0,76 0,9

ФС 0,75 0,7 0,8

Выигрыш в точности оценки 2q̂  ФС, %
В сравнении с ФК 47,4 37,5 73,1

В сравнении с ФКЗ 11,7 8,3 3,4
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вычислительных затрат потребуется в 2,9 раза 
меньше, чем для реализации ФКЗ.

В ходе моделирования произведена оценка чув-
ствительности фильтров (ФКЗ и ФС) к изменению 
параметров (Dq и b). Установлено, что изменение 
на 50 % значений указанных параметров филь-
тров приводит в среднем к увеличению отношения

q̂

q




 для традиционного на 8,5 % и предлагаемого 

решения на 23,5 %, что можно расценивать как 
плату за повышение качества сопровождения.

Заключение

В работе представлен ФС, разработанный на ос-
нове методологии ОПМ с использованием проце-
дуры инвариантного погружения. Представлены 

результаты исследования характеристик разра-
ботанного фильтра: анализ точности функциони-
рования фильтра при сопровождении маневриру-
ющей цели, двигающейся по различным траек-
ториям; анализ чувствительности к изменению 
параметров; оценка вычислительных затрат, не-
обходимых для реализации фильтра.

Анализ результатов статистического моде-
лирования позволяет утверждать, что за счет 
использования предлагаемой ДМД возникает 
эффект структурной адаптации, который обеспе-
чивает в сравнении с традиционными фильтра-
ми повышение точности сопровождения манев-
рирующей цели при меньших вычислительных 
затратах.

Работа выполнена при поддержке грантов 
РФФИ № 15-08-03798 а, 15-38-20835 мол_а_вед.
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Purpose: The growing maneuverability of aerodynamic targets makes their movement less determinate, especially when the kinematic 
models used to estimate their parameters are not efficient enough. When building an adaptive filter support, it is particularly important 
to develop dynamic models of maneuvering targets. The purpose of this research is synthesizing a filter support with a dynamic model 
of motion, developed according to the combined maximum principle. Results: A filter support is developed for maneuvering objects, 
which differs from the known ones by its new non-linear structure of the motion model. It was obtained as a current-time solution of the 
inverse dynamics problem based on Combined Maximum Principle. The new model provides better potential accuracy characteristics of 
the tracking, as evidenced by mathematical modeling. Improving the quality of the tracking is associated with changes in the traditional 
model structure which forms the basis of the filter support, so the designed filter has the effect of structural adaptation. Practical 
relevance: Due to the structural adaptation effect, the developed filter, as compared to the traditional filters, provides a gain in the 
efficiency of maneuvering target tracking by the criterion of maximum accuracy and minimum computational cost.

Keywords — Maneuvering Target Motion Model, Hamilton–Ostrogradsky Principle, Combined Maximum Principle, Invariant Em-
bedding, Kalman Filter.
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