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Цель: показать значение матриц начального приближения, задающих структуру в задачах поиска ортогональных 
многоуровневых матриц глобально го и локального максимумов детерминанта. Методы: поиск матриц глобального 
и локального максимумов детерминанта ведется итерационной вычислительной процедурой, ориентированной на ми-
нимизацию максимального абсолютного значения элементов ортогональной матрицы с предвычислением ее началь-
ного приближения в заданной априори структурированной форме. Результаты: предложенный подход, учитывающий 
на начальном этапе вычислений структуру и симметрию, существенно повышает эффективность поиска ортогональных 
по строкам (столбцам) обобщенных взвешенных матриц.  Показана целесообразность учета как явной, так и неявных 
симметрий матриц. Приведены примеры скрытых симметрий матриц и указаны связанные с ними преобразования, 
эквивалентные по отношению к значению детерминанта матрицы. Практическая значимость: обобщенные взве-
шенные матрицы глобального и локального максимумов детерминанта ортогональны и имеют практическое значение 
в решении задач помехоустойчивого кодирования, сжатия и маскирования видеоинформации. 
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Введение

Численные методы линейной алгебры обобща-
ют обширный опыт вычислений с применением 
компьютеров, освещенный в научной литературе 
и справочниках. Среди книг можно отметить вы-
державшую не одно издание книгу Д. К. Фаддеева 
и В. Н. Фаддеевой [1], а также систематизирован-
ный обзор вычислительных методов В. В. Вое-
водина и Ю. А. Кузнецова [2]. Классическими так-
же стали труды Ф. Р. Гантмахера, Р. Беллмана, 
П. Ланкастера, Р. Хорна и Ч. Джонсона, Дж. Галу-
ба и Ч. Ван Луана, А. А. Самарского, И. С. Березина 
и Н. П. Жидкова, Дж. Райса и многих других ав-
торов. Из новых опубликованы, например, рабо-
ты Е. Е. Тарышникова [3] и С. П. Шарого [4].  

В вычислительной математике можно выде-
лить два сложившихся крупных направления. 
Во-первых, это решение систем линейных алге-
браических уравнений и всего, что с ними связа-
но: использование симметрий, вычисление пока-
зателей обусловленности, методы регуляризации 
плохо обусловленных задач, вопросы разложе-
ния матриц коэффициентов, распараллеливания 
вычислений и др. Во-вторых — решение общей 
алгебраической проблемы поиска собственных 
значений, также вмещающее в себя немало раз-
ветвлений. 

Вычисление детерминанта реализуется в рам-
ках обоих этих направлений [1–5], и открыть для 

него еще один численный метод кажется затруд-
нительным. Вместе с тем оптимизация детерми-
нанта матрицы варьированием значений ее эле-
ментов — задача иная и заведомо более сложная. 
Особенно, если матрица должна удовлетворять 
некоторым дополнительным уравнениям связи. 
Классические подходы к оптимизации функций 
нескольких аргументов здесь практически беспо-
лезны, поскольку число аргументов — элементов 
матрицы — находится в квадратичной зависимо-
сти от ее порядка. 

Цель настоящей статьи — осветить новый 
опыт авторов, работающих над решением задачи 
вычисления матриц глобального или локального 
максимумов детерминанта [5–7]. 

Постановка задачи и возможные решения

Рассматриваемая задача имеет простую по-
становку: требуется найти квадратную матри-
цу A порядка n, определенную над полем веще-
ственных чисел, обладающую глобальным или 
локальным максимумом модуля детерминанта 
det(A) при ограничениях на абсолютные значе-
ния величин ее элементов в виде |aij|  1 и нали-
чии квадратичного уравнения связи ATA = (n)I, 
где (n) — некоторая весовая функция, опреде-
ляющая тип матрицы, а I — единичная матрица. 

В указанном виде задача была сформулиро-
вана в работе [5], в которой систематизированы 
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весовые функции наиболее значимых, с нашей 
точки зрения, вариантов решений, приведенных 
в таблице и рассмотренных подробно в работах 
[6, 7]. Для весовой функции (n) = n задача впер-
вые была поставлена в работе [8], породив поиск 
и исследование матриц Адамара и матриц абсо-
лютного максимума детерминанта (D-матриц) 
при отсутствии указанного квадратичного огра-
ничения. В таблице t и k — целые числа, опреде-
ляющие порядки соответствующих матриц и их 
весовые функции, а s и d — элементы каймы и 
диагонали соответственно.

В постановке Адамара наиболее существенно 
то, что ввиду целочисленного значения весовой 
функции решение — матрица оптимума — так-
же целочисленная с элементами 1 и –1. Адамар 
установил [8], что экстремальные матрицы су-
ществуют для порядков n = 1, n = 2 и всех чет-
ных значений n = 4t. Следует заметить, что тре-
бование целочисленности решения вполне ис-
кусственное, оно не следует из существа задачи, 
а отражает интерес Адамара к квадратным ма-
трицам Сильвестра с ортогональными столбцами 
и элементами 1 и –1.

Объяснение сложившейся позднее практики 
поиска целочисленных решений состоит в том, 
что вычислительные машины прошлого были от-
носительно маломощны. Ортогональные после-
довательности (функции Уолша), порождаемые 
матрицами Адамара и состоящие из элементов 1 

и –1, рассматривались как предпочтительные 
при программной реализации вычислений с ни-
ми. Для вычислений на современных процессо-
рах такие ограничения не являются существен-
ными.

Близкая к постановке Адамара задача впер-
вые рассматривалась в работе [17], где, вопреки 
сложившимся традициям, было введено понятие 
матриц Адамара нечетных порядков, а элементы 
искомой оптимальной по детерминанту матрицы 
заданы диапазоном их значений |aij|  1.

В работе [17] нет еще понятия весовой функ-
ции (n). Множитель единичной матрицы не за-
дан жестко и служит объектом определения, как 
и у Адамара, обнаружившего, что для интере-
сующих его вариантов решений (n) = n. Для 
нечетных значений порядков эта функция иная 
и задана в работе [17] таблично для пяти старто-
вых нечетных порядков 3, 5, 7, 9, 11. При этом 
и веса, и элементы искомых матриц могут быть 
рациональными и иррациональными и иметь два 
или более значений — уровней [5, 18].

В работе [19] было обнаружено критичное 
значение нечетного порядка n = 13, после кото-
рого задача в принципе не разрешима на клас-
сах матриц с малым количеством отличных 
между собой элементов. В случаях, отмеченных 
Адамаром, значений элементов матрицы всего 
два. При нечетных значениях порядка число раз-
личных модулей элементов (модульных уровней) 

  Весовые функции наиболее значимых вариантов решений

Порядок 

матрицы n
Матрица Возможные значения элементов матрицы Функция веса (n)

Литера-

тура

4t Адамара 1, –1 n [8]

2t, 4t Белевича 1, –1, 0 n – 1 [9]

t, 2t, 3t, 4t Взвешенная

(Тоски — Себерри)

1, –1, 0
n – k

[10, 11]

4t – 1 Мерсенна
1, –b, где

 




t
b

t t
((n + 1) + (n – 1)b2)/2 = 

= 2t + (2t – 1)b2

[12, 13]

4t – 2 Эйлера*

1, –b, где

 


 2

t
b

t t
((n + 2) + (n – 2)b2)/2 =

= 2t + (2t – 2)b2

[14]

4t – 3 Зейделя
1, –b, d, где b = 1 – 2d,

 




1

1
d

n
(n – 1)(1 + b2)/2 + d2  =

= 2(t – 1)(1 + b2) + d2

[5, 15]

4t – 3 Ферма
1, –b, s, где q = n – 1 = 4u2,
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
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 
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1 + 4u2s2 = k + (q – k)b2 + s2,
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
  22

2

q q
k u u

[16]

* Для матрицы Эйлера четного порядка указаны значения двух ее блоков [6], в данном случае возможна инверсия знаков элемен-

тов сменой знака каждого из блоков. 
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матриц растет незначительно, почти линейно, но 
только до порядка 11 [18, 19]. Сходный проблем-
ный порядок n = 15 исследован для D-матриц 
с бинарными элементами 1, –1 в работе [20], а уже 
при n = 22 точное решение неизвестно.

Мощность современных компьютеров недо-
статочна для нахождения оптимальной матри-
цы прямым перебором даже при столь узком 
ограничении, как бинарные значения элементов. 
Выделение весовых функций матриц локальных 
максимумов детерминанта позволяет сформули-
ровать и реализовать алгоритм их поиска [5, 8, 
19]. В настоящее время накоплен значительный 
опыт применения базового алгоритма [21], су-
щественно изменивший точку зрения на его по-
строение. 

Базовый алгоритм 
и его недостатки

При разработке вычислительной схемы базово-
го алгоритма в работах [5, 19] авторами недооце-
нивалось значение матрицы начального прибли-
жения. Результаты вычислительных эксперимен-
тов показали [21], что для эффективности поиска 
матрица начального приближения должна нести 
некоторую существенную информацию о структу-
ре искомой матрицы. Базовый алгоритм — это ал-
горитм второй стадии, корректирующий ошибки 
матрицы, вычисленной на первой стадии вычис-
лительного процесса. Такая возможность игнори-
ровалась в работе [19] в пользу матрицы оператора 
гильбертова преобразования, служившей источ-
ником первых полученных нами решений. Для 
матриц больших порядков и матриц локального 
максимума детерминанта [5] такая стратегия (вы-
бор пусть хорошей, но одной стартовой матрицы) 
оказалась малоэффективной. Кроме выбора стар-
товой матрицы, необходимо организовать после-
дующие вычисления так, чтобы они не разрушали 
предложенную структуру.

Такой подход противоречит введенной в рабо-
тах [5, 19] перестановке столбцов искомой матри-
цы для повышения чувствительности процесса 
ортогонализации по методу Грамма — Шмидта 
[1, 2]. В программном комплексе [21] это проти-
воречие было снято сохранением информации 
о перестановках и последующим реверсным вос-
становлением структуры матрицы по заверше-
нии вычислений. Произведенная вычислениями 
коррекция может быть как успешной, так и не-
успешной. В последнем случае для эффективно-
сти поиска немаловажно распределение вычис-
лительных затрат (максимального количества 
разрешенных итераций) между двумя стадиями 
выполнения алгоритма: выбором начального 
приближения и коррекцией ошибок начального 
приближения.

Неоправданная затянутость либо первой, ли-
бо второй стадии вычислений негативно влияет 
на результативность поиска, что определяет важ-
ность рассмотрения этого вопроса. 

Изменение вычислительной 
схемы алгоритма

В соответствии с вышеизложенными обстоя-
тельствами опишем вычислительную схему об-
новленной версии алгоритма поиска матриц гло-
бального и локального максимума детерминанта. 

Стадия 1. Матричный генератор, целью рабо-
ты которого является формирование матрицы 
начального приближения одной из следующих 
форм: 

— циклической;
— бициклической; 
— негациклической; 
— бинегациклической;
— массива Вильямсона из четырех цикличе-

ских или негациклических клеток;
— k-циклических или k-негациклических ма-

триц с одинарной или двойной каймой.
Перечисленные формы привычны при поис-

ке ортогональных матриц Адамара на порядках 
n = 4k, обладающих глобальным максимумом 
детерминанта. Кроме того, это могут быть квази-
ортогональные матрицы порядков, отличных от 
адамаровых [5–7], структуры которых заклады-
ваются на стадии 1.

Матричный генератор формирует не одну ма-
трицу начального приближения, как ранее в ра-
ботах [5, 17], а множество матриц, обозначаемых 
как А. Матрицы сравниваемы между собой по 
квадратичной невязке  = ||ATA – (n)I||, где I — 
единичная матрица; (n) — функция веса, зави-
сящая от порядка n матрицы (см. функции веса 
в таблице и работах [6, 7]). Оценка качества матриц, 
связанных условием ортогональности их столб-
цов (строк), вполне естественна. Однако такие ма-
трицы могут быть сколь угодно далеки от иско-
мых оптимальных. Результат работы матричного 
генератора — множество матриц начального при-
ближения заданной формы, из которых выбира-
ется одна лучшая по квадратичной невязке, обо-
значаемая далее как стартовое приближение A0.

На генерацию матриц и выбор матрицы на-
чального приближения отводится время, изме-
ряемое, например, количеством циклов N1 рандо-
мизированного поиска. Безотносительно к алго-
ритму подготовки, в итерациях стадии 2 исполь-
зуются матрицы с нормированными столбцами 
(квадратичная норма каждого столбца матрицы 
A0 равна 1).

Стадия 2. Ее основа — базовый алгоритм, опи-
санный в работах [5, 17] и дополненный описы-
ваемыми далее процедурами. Реализация дан-
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ной стадии начинается с этапа инициализации 
вектора X0 = [0, 1, 2,…, n – 1] номеров реверсной 
перестановки столбцов. Для удобства программ-
ной реализации полагаем, что индексы столбцов 
нумеруются, начиная с нуля.

В общем вектор перестановок Xk, например, 
может быть реализован как нижняя строка иско-
мой матрицы Ak, k — номер итерации, состоящей 
в выполнении указанных ниже процедур.

Процедура 1. Перестановка столбцов итериру-
емой матрицы Ak и элементов вектора реверсной 
перестановки Xk в порядке убывания абсолют-
ных значений максимальных элементов в столб-
цах. Благодаря сохраненной в векторе Xk ин-
формации о всех перестановках при повторении 
процедуры на заключительном этапе итераций 
сохраняется возможность осуществить реверс-
ный ход.

Процедура 2. Сжатие матрицы, т. е. ограниче-
ние норм элементов матрицы насыщением.

Пусть m — значение максимального по абсо-
лютной величине элемента матрицы после пре-
дыдущей итерации. Абсолютные значения всех 
элементов матрицы понижаются (с сохранением 
их знаков) до величины pkm, где pk  1.

Заметим, что ограничивать норму элементов 
матрицы можно как сверху, так и снизу, в зави-
симости от основной стратегии конкретной реа-
лизации.

Процедура 3. Стартовое значение p0
 масштаб-

ного множителя функции насыщения назовем 
коэффициентом начального сжатия. 

Значение указанного коэффициента на старте 
задается (обычно) как 0,5 и увеличивается, при-
ближаясь к единице, в процессе итераций пере-
счетом в виде pk+1 = apk + b, где b = 1 – a и a < 1 
(обычно 0,995). Для конкретной реализации ко-
эффициент можно пересчитывать иначе, напри-
мер, выбор рекурсии второго порядка для этого ко-
эффициента отвечает дополнительной цели «рас-
качивания» матрицы пульсирующим сжатием.

Процедура 4. Ортогонализация сжатой матри-
цы по методу Грамма — Шмидта. Перестановка 
столбцов создает эффективное «зацепление» за 
максимально измененный в желаемом смысле 
вектор. Ортогонализация не меняет его направ-
ление и не восстанавливает, как это может быть 
в противном случае (без перестановки).

В результате выполнения текущей процедуры 
столбцы матрицы нормализуются, образуя еди-
ничные по норме орты.

Процедура 5. Принятие решения о переходе 
к процедуре 1 или завершении стадии 2 пере-
ходом к процедуре 6 по признакам достижения 
приемлемого качества решения, оцениваемого по 
многопараметрическому показателю.

Как правило, качественное решение отлича-
ется нулевым (или близким к нулю) значением 

квадратичной невязки k. В качестве контроли-
руемого параметра может использоваться адама-
рова норма матрицы  ,h m n  которая для иско-
мых матриц принимает вполне конкретные зна-
чения [5].

Процедура 6. Завершение стадии 2 реверсной 
перестановкой столбцов с использованием векто-
ра Xk для восстановления их исходной нумера-
ции. После этого производится оценка качества 
решения, включающая проверку формы матри-
цы. Например, при поиске матриц Белевича [2] 
важна не только ортогональность матрицы, но 
и наличие на диагонали нулевых элементов. Для 
циклических, бициклических и других видов 
матриц оценивается сохранение их структуры, 
при несохранении стадия 2 завершается возвра-
том к стадии 1.

Стадия 2 завершается также принудительно 
после исчерпания отведенного на нее количества 
итераций поиска N2.

Симметрии кодов 
матричного генератора 

Матричный генератор придает формируемым 
им матрицам теплицеву или блочно-теплицеву 
структуру с возможными одинарной или двойной 
каймами. Такие «пространственные» структуры, 
симметричные относительно побочных диагона-
лей размещения элементов матрицы, разрешимы 
на семействах кодов (строках), обладающих яв-
ной или скрытой симметрией.

Определение 1. Симметричная последова-
тельность элементов [a b] состоит из фрагментов 
исходного a = [a0, a1, a2, …, av–1] и реверсивного 
b = flip(a) = [av–1, a v–2, a v–3, …, a0] кодов длины v.

Определение 2. Кососимметричная последо-
вательность элементов [a –b] состоит из фраг-
ментов исходного a = [a0, a1, a2, …, av–1] и реверс-
ного со сменой знака –b = flip(–a) = [–av–1, –a v–2, 
–a v–3, …, –a0] кодов длины v.

Для формирования кодов нечетной длины 
фрагменты могут содержать стартовый, финаль-
ный или промежуточный элемент или блоки 
элементов. Иными словами, о симметрии после-
довательности можно говорить и в том случае, 
когда исходный и реверсный коды дополнены 
разделяющими их или расширяющими кодовую 
последовательность элементами, размещенными 
в различных сочетаниях. Стоит отметить, что и 
реверсивный вид (флип), и смена знака могут за-
меняться на другие операции, поскольку идея 
симметрии связана не столько с операциями, 
сколько с идеей дополнения.

Рассмотрим обратимую операцию разделе-
ния некоторой последовательности d на два вну-
тренних блока четных a и нечетных b по индек-
су элементов: [a b] = S(d). Реверсивная операция 
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d = R([a b]) — действие, обратное к разделению 
индексов.

После операции R([a b]) симметричного кода 
симметрия его фрагментов может быть не видна, 
однако это не означает, что ее нет. Другим при-
мером обратимой операции является операция 
циклического сдвига элементов последователь-
ности влево или вправо. Таким образом, помимо 
явной формы, существуют скрытые симметрии, 
порожденные обратимыми операциями над сим-
метричными кодами.

Симметричные коды широко встречаются 
при построении бициклических матриц, кон-
ференц-матриц или четырехблочных массивов 
Вильямсона [22]. Блочные конструкции имеет 
смысл рассматривать, если они стандартизованы 
и найдены посредством вычислений с привлече-
нием значительных вычислительных ресурсов. 
Переход к более простым циклическим или не-
гациклическим матрицам связан с выполнением 
R([a b]) образующих блоки кодов. Таким образом, 
при поиске матриц появляется необходимость 
в кодах, причем, возможно, с несколькими уров-
нями скрытой симметрии.

Если матрица с заданным типом «простран-
ственной» структуры не разрешима для одной 
симметрии кодов, можно менять эту симметрию. 
Рассматриваемый подход — удобный источник 
классификаций решений по типам их симметрий.

Примеры матриц 
с элементами симметрии

Приведем несколько наглядных примеров, 
когда поиск матриц облегчается использованием 
перестановок, выявляющих скрытые виды сим-
метрии.

Пример 1. На рис. 1, a показана негацикличе-
ская матрица Пэли [23] порядка 18, т. е. матрица 
с нулевой диагональю и остальными элементами 
1 и –1, с ортогональными столбцами (строками). 
Эта матрица, на первый взгляд, не имеет симме-
трий, позволяющих облегчить поиск ее элемен-
тов, если они неизвестны.

Взглянем на ту же матрицу после применения 
к ней процедуры разделения четных и нечетных 
строк и столбцов (рис. 1, б).

Такую матрицу можно записать в виде двух 
возможных блочных форм —  симметричной или 
кососимметричной:

1 T T

 
    

A B
C

B A
 или 

 
    

2 T T ,
A B

C
B A

второй вариант получается инвертированием 
знаков двух нижних блоков.

Анализ выявляет скрытую симметрию, кото-
рая находит свое выражение в том, что блок A по-
строен на кососимметричной последовательности 
элементов вида [0 a –b]. Второй блок B построен, 
напротив, на симметричной последовательности 
элементов вида [a –1 b], разделительный элемент 
(это может быть 1 и –1) расположен посередине. 
Такого сорта симметрия — инвариант искомой 
матрицы, значительно облегчающий ее поиск 
для остальных разрешенных (четных) матрицам 
Пэли порядков.

После нахождения новой матрицы в форме 
С2 реверсной перестановкой строк и столбцов 
она сводится к одноблочному негациклическому 
виду.

Пример 2. Преобразование вида A = ZAZ, 
B = ZBZ, где Z = diag(1, –1, 1, –1,  …), переводит 
негациклические блоки нечетного порядка в ци-
клические (рис. 2, а и б): негациклическая ма-
трица Пэли (см. рис. 1, б) преобразуется в цикли-
ческую ее форму [24] (см. рис. 2, a).

 Двублочные циклические матрицы Пэли от-
личаются от негациклических тем, что орто-
гональность их строк и столбцов — инвариант 
циклического сдвига, поэтому несимметричную 
матрицу B можно симметрировать сдвигом, вы-
водя средний разделительный элемент в начало 
матрицы. В данном случае мы видим, что, поми-
мо матрицы со скрытой симметрией, существует 
еще один тип симметричных по обоим блокам 
матриц, выявляемый дополнительным преобра-
зованием. 

  Рис. 1. Портреты матрицы Пэли до (a) и после (б) 
разделения

а) б)

  Рис. 2. Портреты циклической матрицы Пэли до (a) 
и после (б) симметрирования ее блоков 

а) б)
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Заключение

Результативность рассмотренного в работе 
алгоритма сама по себе не зависит от того, зало-
жены свойства симметрии в матричный генера-
тор или нет, меняется только его производитель-
ность, оцениваемая числом итераций N1, N2.

Если симметрии кодов не известны заранее, 
они выявляются на низких порядках для всего 
семейства матриц, что позволяет ускорить впо-
следствии нахождение матриц более высоких по-
рядков. 

Изучение результатов вычислительных экс-
периментов показало, что функция насыщения 
максимумов элементов, имеющая непрерывный 
или гистерезисный характер, приближает ал-
горитм к классическим образцам замкнутых 
нелинейных динамических систем с возмож-
ностью привлечения для анализа получаемых 
решений математического аппарата странных 
аттракторов. При таком подходе искомая ите-
рациями матрица — аттрактор нелинейного 
динамического процесса, порожденный ква-
дратическими уравнениями связи (квадратич-
ная задача). Аналогия поясняет расщепление 
количества уровней матрицы [5], наблюдаемое 
при прохождении точек бифуркации с измене-
нием параметров нелинейной системы. В дан-
ном случае существенным параметром, опреде-

ляющим качество решения, выступает порядок 
матрицы n.

Для критического нечетного значения поряд-
ка n = 13 (константа, близкая по смыслу к поро-
говому критерию Фейгенбаума [19]) наблюдается 
распад уровневой структуры матриц глобального 
максимума детерминанта. Решения становятся 
«фрактальными», что предопределяет переход 
к матрицам с локальным максимумом детерми-
нанта.

Выделение (при поиске) как глобальных, так 
и локальных максимумов детерминанта матриц 
четных и нечетных порядков вводит в рассмо-
трение математический гиперобъект, порождаю-
щий все возможные ортогональные матрицы как 
его «срезы» на последовательно возрастающих 
порядках, начиная с тривиального первого.

Матрицы с небольшим числом отличающихся 
между собой по абсолютным величинам элемен-
тов существуют, в отличие от матриц Адамара 
(с элементами 1, –1), на всех значениях порядков 
[25, 26]. Более того, эксперимент показал, что 
матрицы со «слабыми оптимумами» (по детерми-
нанту) несут, тем не менее, полную информацию 
о матрицах Адамара на сопредельных порядках. 
Располагая структурой таких матриц, как ма-
трицы Мерсенна, Эйлера, Зейделя и Ферма [5–7, 
12–19, 23, 24], можно строить и изучать свойства 
и конструкции матриц Адамара.
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Purpose: The goal is to demonstrate the importance of initial approximation matrices which describe the structure in the problems 
of search for orthogonal multilevel matrices of global or local maximum determinant. Methods: The search for matrices of global or local 
maximum determinant is performed by an iterative computational procedure focused on the minimization of the maximum absolute 
value of the elements of an orthogonal matrix, precomputing its initial approximation in a structured form given a priori. Results: 
The proposed approach which, at the first computational stage, takes into account the matrix structure and symmetry, significantly 
improves the efficiency of the search for row- or column-orthogonal generalized weighted matrices. It is expedient to consider both 
explicit and implicit symmetries of the matrices. Examples are given of hidden matrix symmetries, and the respective mappings are 
shown equivalent in respect to the determinant value. Practical relevance: Generalized weighted matrices of global or local maximum 
determinant are orthogonal and have a direct practical value for the problems of error-correcting coding, video compression and 
masking.

Keywords — Numerical Methods, Orthogonal Matrices, Weighted Matrices, Hadamard Matrices, Cyclic Matrices, Negacyclic 
Matrices, Bicirculant Matrices.
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