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Постановка проблемы: несоответствие модели движения наблюдаемому изменению состояния приводит к расхо-
димости и даже срыву алгоритма оценивания при сопровождении маневрирующей цели, что определяет актуальность 
разработки адаптивных фильтров. Один из традиционных вариантов адаптации фильтров заключается в использовании 
совокупности идентичных моделей с различными параметрами. Это позволяет учесть неопределенности статистическо-
го или геометрического характера для кинематических моделей при описании маневра. Однако большое разнообразие 
видов маневра приводит к сложным вариантам реализации фильтров, построенных на базе этого подхода. Цель иссле-
дования: решение проблемы адаптации дискретной математической модели к динамике наблюдаемой системы как 
результата структурного синтеза, который получается из решения обратной задачи динамики на основе объединенного 
принципа максимума. Результаты: разработана динамическая модель движения системы в форме векторного разност-
ного уравнения, которая отличается от известных структурой и размерностью матриц состояний и возмущений за счет 
применения модели ускорения, полученной с использованием вариационного принципа Гамильтона — Остроградского. 
Применение дискретного метода инвариантного погружения позволяет разработать новый алгоритм оценивания пара-
метров движения маневрирующей цели. Математическое моделирование показало, что в сравнении с традиционной 
моделью ускорения с экспоненциальной автокорреляцией новое решение обеспечивает повышение точности оце-
нивания при меньшем объеме вычислительных затрат. Практическая значимость: разработанный метод адаптации 
структуры алгоритма оценивания приводит к выигрышу в точности оценивания при снижении объема вычислительных 
затрат в сравнении с традиционными.
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Введение

Работа является продолжением исследова-
ний, связанных с методологией решения обрат-
ных задач динамики управляемых летательных 
аппаратов под общим названием «объединенный 
принцип максимума» [1–7], которая приводит 
к эффективному решению задачи сопровожде-
ния маневрирующих летательных аппаратов. 
Эффективность понимается в смысле снижения 
объема вычислительных затрат и высокой точ-
ности оценок параметров движения целей на 
этапе маневра в сравнении с традиционными 
фильтрами сопровождения [1, 5–7]. Такой поло-
жительный эффект достигается за счет исполь-
зования разработанных динамических моделей 
движения.

Адекватность математической модели дина-
мической системы является одним из главных 
факторов, который определяет точность оценки 
параметров движения [8, 9]. Ее несоответствие 
действительному изменению состояния может 
приводить не только к увеличению погреш-

ности оценивания, но и срыву сопровождения 
воздушного объекта [10, 11]. Неточность мате-
матических моделей связана с априорной не-
определенностью относительно динамики дви-
жения и вида маневра цели, следствием чего 
являются ошибки при выборе рационального 
варианта уравнения состояния [9, 11–14]. В ре-
зультате возникает необходимость адаптации 
математической модели к наблюдаемой динами-
ке. Данная проблема может быть решена уточне-
нием параметров модели из условия минимума 
невязки наблюдений [9]. В таком случае вектор 
пространства состояний исходной задачи оце-
нивания расширяется, и вычислительные за-
траты возрастают. Часто с ростом адекватности 
моделей увеличивается число параметров, что 
может делать неприемлемым их использование 
в задачах сопровождения маневрирующих ле-
тательных аппаратов в реальном масштабе вре-
мени [11, 15].

В рамках теории статистического синтеза 
адаптация алгоритма оценивания к неизвест-
ному маневру цели реализуется на основе пред-
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ставления процесса оценивания как случайного 
процесса с изменяющимся уровнем шума или 
несколькими дискретными уровнями. Другой 
подход к адаптации основывается на оценива-
нии неизвестного входного управления, кото-
рое полагается постоянным в течение некоторо-
го времени, требует обнаружения и оценки для 
коррекции состояния [11]. Несмотря на то, что 
в ряде случаев эти приемы обеспечивают полу-
чение удовлетворительных оценок, причина рас-
ходимости и срыва алгоритмов оценивания для 
многих классов современных маневрирующих 
объектов остается. Это связано с описанием 
маневров как случайных процессов, которые 
позволяют получать оценки для случая дви-
жения с «приблизительно постоянным ускоре-
нием» [9, 11–14]. Если наблюдаемая динамика 
не соответствует такому предположению, то 
необходимо использовать многорежимную мо-
дель [9, 11].

Достаточно полное математическое описание 
движения летательных аппаратов может быть 
получено с использованием законов механики, 
которые основаны на вариационных принципах 
[16]. Однако в общем случае для определения 
структуры неизвестных сил, которые приводят 
к наблюдаемому изменению состояния, необхо-
димо решить обратную задачу динамики [1, 2]. 
В этом контексте решение обозначенной пробле-
мы рассматривается как результат структурного 
синтеза на основе объединенного принципа мак-
симума [17, 18].

В работе [6] c использованием процедуры рас-
ширения пространства состояний из динамиче-
ской модели движения объединенного принципа 
максимума получена универсальная модель с 
адаптацией к маневру цели в форме векторного 
дифференциального уравнения первого порядка. 
Это позволяет использовать метод инвариантного 
погружения [19] для синтеза в непрерывном вре-
мени нового фильтра сопровождения калманов-
ской структуры. Он выгодно отличается от тра-
диционных точностью оценивания и небольшим 
объемом вычислительных затрат.

Практическая реализация полученного ре-
зультата [6] связана с построением динамической 
модели движения в дискретном времени и рацио-
нальным выбором варианта построения фильтра 
сопровождения. Адаптация дискретных алго-
ритмов оценки связана с изменением параметров 
матриц состояния и формирующего шума, полу-
ченных на этапе структурного синтеза динамиче-
ской модели движения.

Цель работы — разработка метода адаптации 
структуры дискретных алгоритмов оценки пара-
метров движения в условиях неопределенности 
маневра на основе объединенного принципа мак-
симума.

Постановка задачи структурного синтеза 
дискретного фильтра сопровождения

Пусть динамка системы в дискретном времени 
задана с точностью до структуры в общем случае 
нелинейной вектор-функции F(x, k) Î Rr разност-
ным уравнением [10, 11]

       1 , ,k k kx F x u (1)

где x(k) Î Rr — вектор состояния; 0,k N  — теку-
щий момент времени; u(k) Î Rr — вектор возму-
щений.

Уравнение наблюдений имеет вид [10, 11]

       , ,k k ky h x (2)

где h(x,  k) Î Rr — известная вектор-функция; 
(x, k) Î Rr — вектор белого гауссова шума.

В пространстве наблюдений выбран целевой 
функционал [1, 2]

       




        
T 1

0

1
2

ˆ ˆ, , ,
N

k
J k k k ky h x R y h x    (3)

где 1 r rR 
 R  — диагональная весовая матрица,

характеризующая интенсивность помех в канале 
наблюдений; знак ^ означает оценку.

Требуется из условия минимума целевого 
функционала (0)  найти оценки вектора состоя-
ния  ˆ kx  для текущего момента времени k [19].

Синтез дискретного 
фильтра сопровождения

В работе [6] на основе объединенного принци-
па максимума получена динамическая модель 
движения вида

0
0( ) , ( ) ,( ) ( )t t t   x f x G x x (4)

где 
1

2
,

x

x
 

  
 

x  1 ˆ,x x
 2 ˆ;x x 

 
1

2 2

1

1

x

x x

R x

 
 

    

f x (5)

— вектор-функция системы; 
0 

   
G  — вектор ин-

тенсивности возмущений,  — параметр интен-
сивности формирующего шума; (t) — центриро-
ванный относительно ˆ( , )th x  случайный процесс. 

Необходимо по непрерывной модели (5) по-
строить модель (1) в дискретном времени 

   , ,k kF x Ôx (6)

где Ф — матрица перехода для уравнения состо-
яния. Из (6) следует, что для широко распростра-
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ненного случая, когда выполняется с достаточной 

степенью точности условие 


   


2

1

1
const:

x

R x

     d ,
t T

t TT

t

k T


        AAx e e G   (7)

где DT — фиксированный интервал дискретиза-

ции; 
0 1
0

.
 

   
A  Матрица перехода и вектор воз-

мущений имеют вид

      
  

  


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1

1
d, .

k T
k TT

k T

k
AAÔ e u e G    (8)

Поскольку в соответствии с теоремой Гамиль-
тона — Кэли всякая квадратная матрица удовлет-
воряет своему характеристическому уравнению, 
то выражения (8) можно определить с использова-
нием собственных значений матрицы А и матрич-
ных полиномов [20]. Вычисление матричной экс-
поненты приводит к матрице перехода состояний, 
которая определяется двумя параметрами
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а вектор возмущений — сверткой:
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где 
 

 
1

1
,

e
n  2 .n e 

Решение экстремальной задачи (1)–(3) с ис-
пользованием дискретного варианта метода ин-
вариантного погружения приводит к алгоритму 
калмановского типа [12]

        1  ˆ ˆ, ;k k T k kx Ô x

               1 1ˆ ˆ ;k k k k k k k kx x K y h x

     



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    

1T T
21 1 1 ;

ˆ ˆ ˆ
k k k k k k R

h h hK P P
x x x

                 T1 1 1, , ;k k T k k T kP Ô P Ô V

     

   
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


    



   
    

    

T
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2

1 1

1 1

ˆ

,
ˆ ˆ ˆ

k k k k k k

k k R k k

hP P P
x

h h hP P
x x x

(11)

где  1ˆ k kx  — оценка x(k+1) по всем предыду-
щим измерениям, включая последнее k-е зна-
чение (предсказание на шаг);  ˆ k kx  — оценка
x(k) по всем предыдущим измерениям (фильтра-
ция); K(kk – 1) — коэффициент усиления, P(kk); 
P(kk – 1) — соответственно матрицы оценки и 
предсказания на шаг;

   
 

  
 

        
                

      
            

2 22 2

2 2

2 22 2

1 2 2 1 1
22

1 1 1
2 2

T T T T

T T T

R Re e T e e

R Re e e
V (12)

— ковариационная матрица вектора возмущений.

Результаты математического 
моделирования 

В качестве примера рассматривается цель, 
которая двигается с постоянным направлени-
ем и скоростью на плоскости в течение 50 с. 
Маневр типа «S-разворот» начинается на 51-й с 
и длится 31 с [11, 14]. Интенсивность маневра 
353,5 мс–2 [1]. Наблюдается наклонная дальность 
до летательного аппарата; начальные условия 

    1 10 0 2000 ì,ˆx x       1
2 20 0 198 ìñˆ .x x

Наблюдения зашумлены независимым случай-
ным процессом с нулевым средним и дисперсией 

 2 22500 ì  .  Математическое моделирование
проведено для случаев поступления измеритель-
ной информации с частотой от 10 до 0,1 с–1 [12].

Сравнение производится с фильтром Калмана, 
для которого 

 
      
  

1

2

3

1 0 0, ;
x

x

x

x H   (13)
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ускорение описывается моделью формирующего 
фильтра 

   3 3 ,x x w (14)

где — постоянная времени ускорения; w — воз-
буждающая функция. Тогда при выборе возбуж-
дающей функции в виде белого гауссова шума 
уравнения движения записываются в форме век-

торного дифференциального уравнения первого 
порядка, откуда [11–13]
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Вектор возмущений определяется выражением [11–13]
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Из (16) получены элементы ковариационной 
матрицы возбуждающей функции [12]
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Таким образом, разработанный алгоритм от-
личается от известных новой динамической мо-
делью движения в дискретном времени. В резуль-
тате размерность нового алгоритма оценивания 
параметров движения (11) в сравнении с моделью 
ускорения экспоненциальной автокорреляции 
(14) [12, 14] снижается, что обеспечивает умень-
шение вычислительной сложности. Это актуаль-
но при сопровождении групповых целей в борто-
вых радиолокационных станциях летательных
аппаратов.

Результаты математического моделирования 
усреднены по 100 вычислительным эксперимен-
там и представлены на рисунке, где 1–4 — кри-
вые изменения отношения среднеквадратическо-
го отклонения оценки к среднеквадратическому 
отклонению шума для фильтра Калмана [11] со-
ответственно с постоянной времени ускорения 
10; 1; 0,1; 0,01; 5 — кривая изменения отноше-
ния среднеквадратического отклонения оценки 
к среднеквадратическому отклонению шума для 
нового алгоритма оценивания.

Итоги математического моделирования по-
зволяют утверждать, что новый алгоритм оцени-
вания параметров движения (11) с уменьшением 
объема вычислительных затрат обеспечивает 
рост точности сопровождения маневрирующих 
летательных аппаратов с увеличением частоты 
поступления измерительной информации в срав-
нении с традиционным решением. 

Заключение

На основе объединенного принципа максиму-
ма разработан новый метод адаптации дискрет-
ных алгоритмов оценки параметров движения 
к неопределенности вида маневра летательных 
аппаратов. Эффект адаптации к наблюдаемо-
му движению получен в результате применения 
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новой динамической модели движения в дис-
кретном времени, которая отличается от из-
вестных структурой матриц состояний и воз-
мущений. Границы ее адекватности определя-
ются рамками справедливости вариационного 
принципа Гамильтона — Остроградского [16]. 

Конструктивность полученных результатов под-
тверждается математическим моделированием.

Работа выполнена при поддержке гран-
тов РФФИ № 16-37-60034 мол_а_дк, 16-38-
00665 мол_а, 15-08-03798 А и 15-38-
20835 мол_а_вед.
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Introduction: When a movement model disagrees with the observed state changes, the estimation algorithm which follows the 
moving target can diverge or even fail; this is why developing adaptive filters is so important. One of the conventional ways to adapt 
filters is using a set of identical models with various parameters. This allows you to take into account the kinematic model uncertainties 
of statistical or geometrical nature when you describe the movement. However, the vast variety of movement types makes the solutions 
for filters built using this approach too sophisticated. Purpose: We have to solve the problem of adapting a discrete mathematical model 
to the dynamics of an observed system as a result of structural synthesis obtained from solving the return problem of dynamics on the 
basis of the combined-maximum principle. Results: A dynamic model of the system movement has been developed in the form of a vector 
differential equation. It differs from the other known models by its structure and the dimension of its matrices of states and excitations 
due to the use of an acceleration model obtained via Hamilton – Ostrogradsky variation principle. The discrete method of invariant 
immersion allows you to develop a new algorithm of estimating the parameters of a moving target. Mathematical modeling has shown 
that compared to the traditional acceleration model with exponential autocorrelation, the new solution provides an increase in the 
estimation accuracy with less computational expenses. Practical relevance: The developed method of estimation algorithm structure 
adaptation leads to a higher estimation accuracy and lower computational expenses as compared to the conventional methods.

Keywords — Vector of Excitations, Discrete-Time Movement Model, State-Transition Matrix, Integrated Maximum Principle, 
Invariant Immersion, Kallman's Filter.
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