
ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ № 6, 20172 ИНФОРМАЦИОННО
УПРАВЛЯЮЩИЕ СИСТЕМЫ2

ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ И ПРИКЛАДНАЯ МАТЕМАТИКА

УДК 004.67

doi:10.15217/issn1684-8853.2017.6.2

ОРТОГОНАЛЬНЫЕ МАТРИЦЫ СИММЕТРИЧНЫХ СТРУКТУР 
ДЛЯ ЗАДАЧ ЦИФРОВОЙ ОБРАБОТКИ ИЗОБРАЖЕНИЙ
А. М. Сергеева, канд. техн. наук, старший преподаватель 
Н. Ш. Блаунштейнб, в, доктор физ.-мат. наук, профессор
аСанкт-Петербургский государственный университет аэрокосмического приборостроения, 
Санкт-Петербург, РФ
бНегевский университет им. Бен-Гуриона, Беэр-Шева, Израиль
вИерусалимский технологический институт, Иерусалим, Израиль

Введение: во многих задачах обработки и преобразования информации широкое применение находят матрицы 
с ортогональными столбцами (строками). Для разработчиков систем обработки изображений крайне важно иметь воз-
можность простого выбора оптимального вида структурированных двухуровневых ортогональных матриц. Цель иссле-
дования: систематизация основных видов структурированных симметричных матриц Адамара, таких как циклические, 
негациклические, бициклические, четырехблочные и трехблочные в форме Пропус, которые можно использовать для 
обработки изображений в задачах сжатия, фильтрации и маскирования. Результаты: расширен базис матриц Адамара 
квазиортогональными матрицами Мерсенна нечетных порядков со свойствами симметрии. Выявлено, что матрицы 
Мерсенна и построенные с их помощью матрицы Адамара жестко связаны с числовыми последовательностями, для 
ряда из которых наблюдается сосуществование циклических, бициклических матриц, а также матриц в форме Про-
пус. Показано, что использование матриц Мерсенна в качестве «ядра» порождает матрицы Адамара новых симме-
тричных структур, что расширяет классификацию симметричных ортогональных матриц. Приведены «портреты» ранее 
неизвестных симметричных матриц Адамара. Практическая значимость: полученные результаты дают более широкие 
возможности в выборе наиболее удачной матрицы для обработки конкретных изображений, в том числе изображений 
нестандартных размеров. Для всех рассмотренных матриц определено количество матричных фрагментов, достаточных 
для воспроизведения всей матрицы. Такие экономные представления симметричных матриц Адамара в памяти вычис-
лителя позволяют увеличить эффективность процесса обработки изображений. 

Ключевые слова — ортогональные матрицы, квазиортогональные матрицы, бициклические матрицы, матрицы 
Пропус, матрицы Адамара, матрицы Мерсенна, обработка изображений.

Введение

В задачах обработки и преобразования ин-
формации широкое применение находят матри-
цы с ортогональными столбцами (строками). 
Такими, например, являются матрицы Адамара 
(Н) [1] порядков 1, 2 и n4k, где k — натураль-
ное число, c двумя значениями элементов (уров-
нями) {1, –1}. Для них справедливо равенство 
Hn

T Hn nI, где I — единичная матрица. Прив-
лекательность матриц Адамара состоит в том, 
что они имеют всего два значения элементов (два 
уровня) и алгоритмы вычисления с ними просто 
реализуемы.

К задачам цифровой обработки изображений 
с использованием ортогональных матриц отно-
сятся, в частности, фильтрация, сжатие, маски-
рование изображений и видеопоследовательно-
стей, представляемых покадрово [2–7].

В практике применения ортогональных матриц 
большое значение имеет максимальная простота 
их структуры, что во многом определяет затраты 
памяти для хранения матриц или время на их гене-
рацию, если система обработки изображений пред-
полагает такой способ получения матриц. 

Среди возможных структур матриц Адамара 
выделяются симметричные, циклические, не-

гациклические, блочно-симметричные, в форме 
«ядро с окаймлением» и др.

В настоящей статье рассматриваются основные 
виды структурированных двухуровневых ортого-
нальных матриц в целях обеспечения для разра-
ботчиков систем обработки изображений возмож-
ности простого выбора оптимальной из них.

Структуры симметричных 
ортогональных матриц

Среди структур ортогональных матриц, отно-
сящихся к простейшим, можно выделить симме-
тричные, обладающие рядом полезных свойств. 
Название связано с тем, что одинаковые элемен-
ты таких матриц расположены симметрично от-
носительно главной диагонали. Для хранения 
таких матриц требуется (n2 n)/2 их элементов.

Отметим, что умножение на симметричные 
матрицы требует меньше операционных затрат 
[8], поэтому симметрия в целом выгодна как при 
их хранении, так и при обработке изображений. 

Циклические симметричные ортогональные 
матрицы представляют собой еще более простую 
структуру, задаваемую первой строкой n ее элемен-
тов. Все последующие строки получаются после-
довательным сдвигом предыдущей вправо с раз-
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мещением вытесняемого элемента слева. Однако 
такое строгое ограничение для ортогональных ма-
триц, согласно гипотезе Райзера [9], значительно 
лимитирует возможность их существования — по-
следняя из циклических симметричных матриц 
Адамара имеет порядок 4. Очевидно, применение 
таких матриц весьма ограничено, а вопрос хране-
ния или их вычисления не является для таких по-
рядков принципиальным. 

В общем случае циклическая матрица может 
быть симметрична относительно побочной диа-
гонали. В ряде конструкций это свойство исполь-
зуется для получения симметричных матриц 
элементарным зеркальным отражением элемен-
тов относительно центральной осевой линии. 
Преимущество такой инверсии элементов оче-
видно: вместо (n2 n)/2 элементов симметричной 
матрицы необходимо хранить лишь n элементов 
развернутого блока, который дает, помимо эко-
номии памяти, еще и экономию при выполнении 
умножения на него.

Единого алгоритма прямого построения сим-
метричных матриц Адамара порядка n4k не 
существует. Наибольший интерес представля-
ют симметричные матрицы Адамара в форме 
блочно-симметричных конструкций — матриц 
со сложными симметриями, состоящих из не-
которого набора блоков (матриц меньшего по-
рядка), не обязательно симметричных и ортого-
нальных. Это широкий класс ортогональных ма-
триц Адамара, алгоритмы вычисления которых 
базируются на схеме Пэли и ее модификациях 
[10], методе Сильвестра [11], четырехблочных 
массивах Вильямсона [12], методе Скарпи [13] и 
др. Указанные алгоритмы позволяют вычислять 
матрицы Адамара порядков общей последова-
тельности 4k, но различаемые по внешнему ви-
ду — их «портретам» [14], на которых два значе-
ния (уровня) элементов представлены клетками 
разного цвета.

Бициклическая форма характерна для матриц 
Адамара, получаемых из двух циклических бло-
ков (матриц) A и B в виде 

T T ,
 
 


 

A B

B A
H

где BT — транспонированная матрица B, а –AT — 
транспонированная A с инверсными знаками 
элементов. Такие матрицы, являясь по конструк-
ции блочно-симметричными, могут одновремен-
но быть и симметричными (рис. 1).

В работе [15] сформулирована гипотеза, рас-
ширяющая гипотезу Райзера о существовании 
симметричных бициклических матриц Адамара 
порядков не выше 32-го. Для получения симме-
тричных матриц в бициклической форме необхо-
димо хранить только блоки A и B, что составит 

половину количества ее элементов 2(n/2)2, а в би-
циклической форме, не принимая во внимание 
симметрию, потребует только n. 

В качестве примера на рис. 2 приведен пор-
трет несимметричной матрицы H20 бицикличе-
ской формы [16], хотя порядок ее меньше крити-
ческого n32. Это подтверждает тот факт, что 
вращением блоков [15] не всегда можно добиться 
полной симметрии матрицы, даже если каждый 
блок сделать симметричным. 

Двухблочную конструкцию обобщает четы-
рехблочная, являющаяся комбинацией двух би-
циклических матриц с блоками A, B и C, D в виде 
массива Вильямсона:

.

 
      
    

A B C D
B A D C

H
C D A B
D C B A

Особенность симметричных четырехблочных 
конструкций заключается в том, что они могут 

  Рис. 2. Несимметричная матрица H20 в бицикли-
ческой форме

  Fig. 2. Not symmetrical Matrix H20 in the bicyclic 
form

  Рис. 1. Матрицы Адамара H16 с симметричными 
блоками

  Fig. 1. Hadamard matrix H16 containing the sym-
metrical blocks
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базироваться как на четырех симметричных, так 
и несимметричных блоках, дающих в резуль-
тате симметричную матрицу Адамара. Из ра-
боты [17] следует, что не существует, например, 
симметричных матриц порядка 35 для массива 
Вильямсона, дающих матрицу H140. Однако та-
кая матрица может быть построена на основе че-
тырех несимметричных циклических блоков. Ее 
портрет приведен на рис. 3. Для хранения таких 
симметричных матриц порядка n, если не прини-
мать во внимание цикличность, потребуется n2/4 
элементов. Минимальный объем в размере n2/8 
элементов потребуется при построении матрицы 
на основе всех четырех симметричных блоков. 

При равенстве блоков B и C симметричная 
конструкция матрицы Адамара строится на 
трех фактических блоках А, B и D. Такие ма-
трицы получили название матриц Адамара 
в форме Пропус (Р) [18, 19]. Эти матрицы могут 
быть реализованы в двух конфигурациях P1 и 
P2 [20], восходящих к перестановкам в массивах 
Вильямсона и Гетхальса — Зейделя, представ-
ленных в виде

1 ;

  
      
    

A B C C B D
C D A B

P
B A D C
D C B A

 

T T

2 T T

T T

.
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P

BR A D R C R

DR C R B R A

В отличие от массива Вильямсона, облада-
ющего сходной конфигурацией, новый массив 
с симметричными блоками или одним симме-
тричным блоком A в случае P2 всегда симметри-

чен, что обеспечивается реверсной единичной ма-
трицей R. 

Для получения матриц Адамара в форме Про-
пус необходимо хранить только по одной стро-
ке каждого из блоков A, B и D, поскольку они 
цикличны. В этом случае для воспроизведения 
матрицы Адамара в форме Пропус потребуется 
только 3n/4 элементов. При этом используется 
то обстоятельство, что реверс несимметричного 
циклического блока относительно центральной 
осевой линии (флип-инверсия) делает его симме-
тричным (рис. 4).

Помимо циклических и бициклических форм 
блоков симметричных матриц, существует не-
гациклическая форма [21, 22], отличающаяся от 
циклической лишь операцией инверсии знака 
размещаемых ниже диагонали элементов.

Расширение базиса симметричных 
ортогональных матриц

Требования к качеству видеоинформации и 
ее разрешению постоянно возрастают — это яв-
ляется современной тенденцией, реализуемой 
как производителями видеоматриц, так и произ-
водителями матриц дисплеев. Если еще недавно 
требовалось обрабатывать кадры форматов PAL, 
SECAM и NTSC, то сегодня цифровой формат уль-
травысокой четкости UHD (Ultra High Definition) 
требует обработки кадров размеров 3840 2160 
(4K) и 7680 4320 (8K). Появившаяся техноло-
гия выделения на изображении или в кадре ви-
деопоследовательности «окна качества» (Quality 
Box) и вовсе требует обработки кадров произволь-
ного размера. 

Указанные обстоятельства порождают не-
обходимость для обработки изображений иметь 
широкий базис ортогональных матриц, включая 
матрицы не только больших размеров, неизвест-
ных до настоящего времени, но и матрицы нечет-
ных порядков [23]. 

  Рис. 3. Симметричная матрица H140
  Fig. 3. Symmetrical matrix H140

  Рис. 4. Симметричные матрицы H68 и H92 в форме 
Пропус 

  Fig. 4. Symmetrical matrices H68 and H92 in the Pro-
pus form
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Таким образом, кратко сформулировать требо-
вания к базису матриц можно в следующем виде:

— матрицы должны быть ортогональными 
для обеспечения симметричности процедур пре-
образования изображений;

— порядки матриц должны соответствовать 
возможно большему количеству чисел натураль-
ного ряда для того, чтобы можно было выбирать 
соответствующие матрицы (или кратно их ис-
пользовать) для различных размеров изображе-
ний;

— для каждого порядка должно существовать 
более одной ортогональной матрицы;

— количество возможных значений элемен-
тов (уровней) не должно превышать двух для оп-
тимизации объема памяти для хранения матриц 
и упрощения вычислительных процедур.

Как отмечалось выше, существование ма-
триц Адамара ограничено порядками 4k, и это 
существенно ограничивает возможности их при-
менения для изображений произвольного разре-
шения. Кроме того, отсутствует универсальный 
алгоритм их вычисления, а известные методы не 
позволяют найти матрицы Адамара всех поряд-
ков 4k. Например, классические конструкции 
Пэли не позволяют найти матрицы Адамара по-
рядков 92, 116, 156, 172, 184 и др. 

Следует отметить, что в современных вычис-
лительных средствах вычисления с плавающей 
точкой и в целых числах практически неразли-
чимы по времени. Поэтому отход от требования 
целочисленности элементов ортогональных ма-
триц, характерного для матриц Адамара, позво-
ляет существенно расширить базис ортогональ-
ных матриц. Приведенным выше требованиям 
в полной мере отвечает базис квазиортогональ-
ных матриц, являющийся естественным обобще-
нием матриц ортогональных.

В работе [24] введена классификация квази-
ортогональных матриц, яркими представителя-
ми которых являются двухуровневые матрицы 
Адамара — Мерсенна (М) нечетных порядков, 
имеющие, как и матрицы Адамара, два значения 
элементов {1, –b} [25]. В работе [26] сформулиро-
вана гипотеза о существовании таких матриц на 
всех порядках n4k – 1, соседствующих с по-
рядками матриц Адамара 4k. Однако в работах 
[27, 28] показано, что это не простое соседство, 
а матрицы Мерсенна являются ядром (core) ма-
триц Адамара соответствующей конструкции 
(рис. 5, а и б), для получения которых достаточно 
ядро окаймить слева и сверху, а элементы –b за-
менить на –1.

Для матриц Мерсенна характерны не только ме-
тоды поиска, как и для матриц Адамара, но также 
разнообразие их конструкций. На рис. 6, а и б пока-
заны конструкции матриц М15, найденные двумя 
характерными для поиска матриц Адамара ме-

тодами. Вторая матрица, как и матрица М11 на 
рис. 4, может быть сделана симметричной при-
менением операции флип-инверсии, и в этом ее 
отличие от бициклической формы матрицы H20 
(см. рис. 1). 

Если порядок матрицы — степень простого 
числа, то матрица Мерсенна состоит из цикличе-
ских блоков размеров, равных простому числу. 
В работе [29] приведено структурное исключение, 
подтверждающее общее правило: когда порядок 
n4k – 1 равен произведению пар близких про-
стых чисел, матрица Мерсенна будет цикличе-
ской. 

Особый интерес для отдельных задач обработ-
ки изображений представляют симметричные 

  Рис. 5. Матрица H12 на основе ядра — цикличе-
ской матрицы М11 (а) и симметричной ма-
трицы М11 (б)

  Fig. 5. Matrix H12 on the basis of a core — a cyclic 
Matrix M11 (a) and the symmetrical matrix 
M11 (б)

  Рис. 6. Портреты матриц M15, найденных методом 
Сильвестра (а) и Пэли (б)

  Fig. 6. Portraits of matrixes of M15 found Silvester 
(a) and Paley (б) methods

a)

б)

a) б)
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конструкции матриц Адамара — Уолша, полу-
чаемые из классических матриц Адамара путем 
упорядочивания столбцов по частоте (по количе-
ству смены знаков их элементов). Однако упоря-
доченные матрицы Адамара — Уолша могут быть 
получены и из матриц Мерсенна — Уолша [7, 30] 
путем инвертирования знаков элементов и добав-
ления каймы. На рис. 7 для примера приведен 
портрет матрицы Мерсенна — Уолша порядка 31, 
полученной упорядочиванием матрицы М31.

Заключение 

Базис квазиортогональных матриц, использу-
емых для обработки изображений, значительно 
шире ортогонального и включает его в себя. Это 
дает более широкие возможности в выборе наибо-
лее удачной матрицы для обработки конкретных 
изображений, в том числе изображений нестан-
дартных размеров.

Особенность двухуровневых квазиортогональ-
ных матриц состоит в том, что один из уровней 
иррационален, однако современные вычисли-
тельные возможности процессоров позволяют 
эффективно выполнять вычисления с ними, как 
и с матрицами Адамара.

Матрицы Мерсенна и построенные с их помо-
щью матрицы Адамара жестко связаны с число-
выми последовательностями, для ряда из кото-
рых наблюдается сосуществование циклических, 
бициклических матриц, а также матриц в форме 
Пропус, что обеспечивает простое и экономное 
их хранение. Принадлежность порядка матриц 
Мерсенна к множеству простых чисел регламен-
тирует простоту структуры матрицы.

Работа выполнена при поддержке Минобр-
науки РФ при проведении научно-исследователь-
ской работы в рамках проектной части государ-
ственного задания в сфере научной деятельности 
по заданию № 2.2200.2017/4.6.

  Рис. 7. Матрица Мерсенна — Уолша 
  Fig. 7. Mersenne — Walsh matrix
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Introduction: Matrices with orthogonal columns (rows) are widely used in many problems of information processing and 
transformation. It is extremely important for image processing system developers to be able to easily choose the optimal type of 
structured two-level orthogonal matrices. Purpose: Systematizing the main types of structured symmetric Hadamard matrices, such 
as cyclic, non-cyclic, bicyclic, four-block and three-block in the form of Propus, which can be used for image processing in compression, 
filtration and masking issues. Results: An extended classification of symmetric Hadamard matrices is proposed. It is revealed that 
Mersenne matrices and Hadamard matrices constructed with their help are rigidly linked to numerical sequences for some of which 
there is a co-existence of cyclic and bicyclic matrices, as well as of Propus matrices. It is shown that Mersenne matrices implemented as 
a «core» lead to Hadamard matrices of new symmetric structures, thus expanding the classification of symmetric orthogonal matrices. 
«Portraits» of previously unknown symmetric Hadamard matrices are presented. Practical relevance: The obtained results provide 
more opportunities in choosing the most suitable matrix to process particular images, including images of non-standard sizes. For each 
matrix under discussion, we have determined the number of its fragments sufficient to reproduce the entire matrix. Such effective 
representations of symmetric Hadamard matrices stored in a computer memory allow you to make image processing more efficient.

Keywords — Orthogonal Matrices, Quasi-Orthogonal Matrices, Bicyclic Matrices, Propus Matrices, Hadamard Matrices, Mersenne 
Matrices, Image Processing.
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